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1 Sygnaty w taczu telekomunikacyjnym

Sygnat to pewna funkcja, najczesciej czasu (np. napiecie na wyjsciu mikrofonu) ale tez odlegtosci (obraz 2D lub
3D), wykorzystywana do przenoszenia informacji. Informacja moze mie¢ z natury charakter analogowy, tzn.
przyjmowac nieskoniczong liczbe wartosci (np. mowa, muzyka, obraz). Moze mieé tez charakter dyskretny,
przyjmujac skonczong liczbe wartosci (np. tekst). Podobnie przenoszace jg sygnaty, mogg mieé charakter
analogowy (np. sygnat radiofonii komercyjnej FM) lub cyfrowy (np. alfabet Morse’a). Obecnie sygnaty cyfrowe
stosuje sie do transmisji wiadomosci z natury analogowych, dzieki przetworzeniu analogowo-cyfrowemu
mowy, muzyki czy obrazu.

Przyjrzyjmy sie sygnatom wystepujacym w analogowym tgczu transmisyjnym (Rys.1). Na wejsciu mamy sygnat
modulujacy, oznaczony przez m(t), np. sygnat mowy. Ma on moc P watéw i zawiera sktadowe o niskich
czestotliwosciach, do czestotliwosci fu. Jest to szerokos¢ pasma tego sygnatu.

? n(t)

m(t) s(t) v(t)
—» modulator kanat demodulator
moc P pasmo B moce: l
max. czestotl. f, sygnatu S
szumu N m*(t) = s(t) + ng(t)

/

moc S, moc N,

Rysunek 1 Analogowe facze transmisyjne
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Na Rys.2 pokazano przyktadowy fragment sygnatu mowy, sktadajgcy sie z gtoski bezdzwiecznej ,sz” i

”

dzwiecznej ,i".
pseudookresowa. Ta witasciwo$é wykorzystywana jest w koderach mowy, m.in. koderach telefonii

Mowa dZwieczna sktada sie z podobnych do siebie segmentéw, moéwimy ze jest

komédrkowej, do uzyskania efektywnej kompresji. Na Rys.3 pokazano widmo gtoski dzwiecznej ,,a”, a scislej -
moce sktadowych o réznych czestotliwosciach okreslone w dB. Powyzej czestotliwosci 4 kHz moce sktadowych
harmonicznych maleja, z tego wzgledu przez dtugi czas ograniczano pasmo mowy w telefonii do 4 kHz. Moc
sygnatu mowy dzwiecznej koncentruje sie w kilku waskich podpasmach czestotliwosci, sg to tzw. formanty.
Ich potozenie zalezy od wypowiadanej gtoski, dzieki czemu jestesmy w stanie je rozrdznié. Na Rys 3 pokazano
tez zmiany widma w funkcji czestotliwosci dla sygnatu z Rys.2, tzw. sonogram. O$ czestotliwosci obejmuje
zakres 0-8 kHz, kolor 26tty oznacza silng koncentracje mocy. Mozna zauwazyé, ze gtoska bezdzwieczna posiada
szersze pasmo siegajgce 7-8 kHz. Aby poprawi¢ jakos¢ mowy, w telefonii podnosi sie obecnie pasmo do 7 kHz.
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Rysunek 2 Sygnat mowy w dziedzinie czasu
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Rysunek 3 Sygnat mowy w dziedzinie czestotliwosci

Gtéwna rolg modulatora jest podniesienie czestotliwosci tego sygnatu, aby dato sie go przesta¢ kanatem
bezprzewodowym. Na wyjsciu modulatora mamy sygnat zmodulowany s(t), ktéry zajmuje pasmo B Hz,
najczesciej szersze niz sygnat m(t). W kanale pojawiajg sie zaktdcenia, np. szum pochodzenia termicznego.

H G.(f)
n/2
0 f
dolnopasmowy I Gm (f) pasmowy Gn1 (f)
n/2 n/2 1/2
-B 0 B =f 'fo 0 fo =f
4—B > - 84,
Rysunek 4 Gestos¢ mocy szumu biatego i szumu na wyjsciu kanatu transmisyjnego

Szum modeluje sie jako addytywny biaty szum gaussowski (AWGN — additive white Gaussian noise). Jest to
model matematyczny, gdyz taki sygnat nie istnieje. , Biaty” oznacza staty rozktad mocy (tzw. gesto$¢ mocy) na
osi czestotliwosci — na Rys. 4 1 W/Hz (n/2 przy dwustronnej osi czestotliwosci). Po przejsciu przez kanat
transmisyjny, ktéry ma zawsze ograniczone pasmo (B Hz), szum posiada juz skoriczong moc N =7 B.

Na wyijsciu kanatu pojawia sie sygnat v(t), na ktéry sktada sie sygnat uzyteczny o mocy S i szum o mocy N.
Mozna w tym miejscu okresli¢ jakos¢ odebranego sygnatu, obliczajgc stosunek mocy sygnatu uzytecznego do
mocy szumu (Signal to Noise Ratio, SNR). SNR wyraza sie najczesciej w decybelach (dB):



SNR =3 SNR[dB] = 10logso~ (1)

Demodulator odzyskuje kopie sygnatu modulujgcego so(t) z szumem no(t). Jakos¢ sygnatu zdemodulowanego
m*(t) okredla sie stosunkiem mocy obu sktadowych, podobnie jak w (1): SNR, =S°/N0. SNR nie jest

najlepszym kryterium jakosci, co pokazano schematycznie na Rys. 5. Sygnaty akustyczne charakteryzuja sie
silnymi zmianami mocy w czasie. Dodanie szumu o charakterze stacjonarnym spowoduje, ze segmenty o matej
mocy bedg niestyszalne na tle szumu. Warto$¢ SNR obliczona jako stosunek $redniej mocy sygnatu
akustycznego do mocy szumu moze jednak przyja¢ wysoky warto$é, dzieki gtosnym segmentom sygnatu
akustycznego. Aby zwiekszyé wptyw cichych fragmentéw sygnatu na wartos¢ SNR, oblicza sie SNR w

segmentach 10-30 ms, wyraza w dB i usrednia:

SNRgeg[dB] = Misz’f;l SNR;[dB] (2)

SNR, SNR, SNR,

Rysunek 5 SNR w ujeciu segmentowym

W transmisji cyfrowej (Rys.6) przesyta sie strumien binarny. Moze on pochodzi¢ z sygnatu analogowego, np.
przetworzenia sygnatu mowy na postaé cyfrowg w koderze zrédta. Niezbedng czynnoscia jest tu probkowanie
— zastgpienie ciggtego sygnaty szeregiem wartosci chwilowych, tzw. prébek (Rys.7). W procesie kwantyzacji
zaokragla sie wartosci probek do skonczonej liczby wzorcéw, tzw. poziomdéw kwantyzacji. W procesie
kodowania przypisuje sie skwantowanym probkom ciggi bitdéw. Operacje prdébkowania, kwantyzacji i
kompresji zostang omowione w dalszej czesci podrecznika.

? n(t)
m(t) si(t) v(t) I P m*(t)
_,] Koder ,, Modulator | = kanat »| odbiornik ° ) dekoder |
zrodta cyfrowy
L. symbole SNR .
strumien strumien
binarny pasmo B binarny*
transmisja cyfrowa
modulator demodulator
Rysunek 6 Cyfrowe tgcze transmisyjne (Pe — prawdopodobieristwo btedu)




X, {X,} - zbiér wartosci chwilowych
X3 (prébek) sygnatu x(t)
x(t) ’
—> | | T JJ_>
t . | | I t

Ts - okres prébkowania

Rysunek 7 Probkowanie sygnatu x(t)

Transmitowanym bitom lub ciggom bitéw (stowom kodowym) przypisuje sie sygnaty, tzw symbole
transmisyjne. Ich charakter, w szczegdlnosci sktad widmowy, zalezy od kanatu transmisyjnego (np. transmisja
bezprzewodowa wymaga wykorzystania fali no$nej o wysokiej czestotliwosci). Na Rys.8 pokazano przyktadowe
symbole wykorzystywane w transmisji kablowej na niskich czestotliwos$ciach (tzw. pasmo podstawowe). Z
rysunku wynika, ze transmisja 1/T bitow na sekunde wymaga szerokosci pasma kanatu co najmniej 1\T Hz lub
dwukrotnie wiekszej. Okazuje sie jednak, ze mozna zmniejszy¢ to pasmo jeszcze dwukrotnie (twierdzenie
Nyquista, oméwione w Module 2).
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Rysunek 8 Przyktadowe sygnaty transmisyjne (transmisja cyfrowa w kanale dolnopasmowym) i ich
gestos¢ mocy
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Rysunek 9 Poglagdowe przedstawienie transmisji analogowe;j i cyfrowej

Historycznie rzecz ujmujac, transmisja cyfrowa wyprzedzita transmisje analogowa (telegraf wykorzystujacy
elektromagnes znany byt wczesniej niz telefon Bella). Na przetomie XIX i XX w. nastgpit burzliwy rozwdj
telefonii a latach 20-rych zesztego wieku radiofonii analogowej. Od potowy zesztego wieku wracamy jednak do
telekomunikacji cyfrowej. Istotng przyczyng jest wieksza odpornos¢ na zaktécenia, co wyjasniono w
uproszczony sposéb na Rys.9. W transmisji analogowej nastepuje kumulacja szumu w kolejnych kanatach —
wzmacnianie sttumionego w kanale sygnatu nie poprawia wartosci SNR. Transmisja cyfrowa polega na
rozpoznawaniu symboli — jesli nie popetnimy bfedu, jestesmy w stanie zregenerowac symbole i przesyfac je
dalej.

W Module 2 bardziej szczegétowo zajmiemy sie transmisjg sygnatéw, w szczegdlnosci poszukamy odpowiedzi
na bardzo istotne pytania:

e lle symboli transmisyjnych na sekunde mozna przestaé w kanale o szerokosci pasma B [Hz]?
(maksymalna szybkos$¢ modulacji)

e |le bitow na sekunde mozna przestaé bez przektaman w kanale o szerokosci pasma B [Hz], przy gestosci
mocy szumu M [W/Hz], dysponujgc nadajnikiem o mocy S [W]? (maksymalna przeptywno$é binarna
[bit/s])

e (Czym ograniczona jest jakos¢ sygnatu na wyjsciu odbiornika, czyli jaka jest maksymalna wartos¢
SNRo=So/No

2 Sygnatly i uktady analogowe (repetytorium)

2.1 Podstawowe przeksztatcenia sygnatu

Przypomnijmy sobie podstawowe dziatania na sygnale x(t) w dziedzinie czasu. Najczesciej mamy do czynienia z
przesunieciem, x(t-tp) oznacza opdznienie o to. Odbicie lustrzane wzgledem osi poziomej to odwrdcenie
polaryzacji (-x(t)), a pionowej to zmiana kierunku przebiegu czasu (x(-t)). Skalowanie w dziedzinie czasu jest
opisane wzorem x(at). Przesuniecie z lustrzanym odbiciem (Rys.10) postuzy nam do obliczania splotu dwdch
sygnatéw.



x(t) x(-t) 4

x(t-t,) 4 X(t;-t)

CA——

0t T t teT 0 1 t

Rysunek 10 Podstawowe operacje na sygnale: lustrzane odbicie, przesuniecie, przesuniecie z odbiciem

2.2 Energiai moc sygnatu

W teorii sygnatéw wyobrazamy sobie, ze x(t) to napiecie przytozone do opornika 1 Q. Wdéwczas prad jest
réwny napieciu, moc chwilowa wynosi x3(t), a energia wydzielona w czasie T wynosi

_(T.,2
E = [, x*(t)dt (3)
Moc $rednig otrzymamy dzielgc energie przez czas:
_1(T 2
P=_[) x*(t)dt (4)
Sygnaty o nieskoriczonym czasie trwania mogg mie¢ skoriczong energie, np. sygnat
x(t) = exp( — at), t€(0,00), a>0 ma energie

ey = [0 1] = 5
—2a —2a 2a

Z kolei sygnaty o nieskoriczonej energii mogg mie¢ skoriczong moc $rednig, do takich nalezy sygnat o statej

E=] xz(t)dt=f (e‘“t)zdt=j e 2t =
0 0

—oo

wartosci chwilowej x(t) = A isygnat harmoniczny x(t) = Acos2nf,t.
Istotnie, moc chwilowa sygnatu o statej wartoéci chwilowej A wynosi A? i taka sama jest tez moc $rednia P.

Aby obliczy¢ moc srednig, w ogdlnym przypadku oblicza sie energie wydzielong w czasie T, E; = f_TT//22 x2(t)dt
nastepnie dzieli sie jg przez T i szuka sie granicy dla T — oo:
P=limZ< (5)

Dla sygnatu harmonicznego x(t) = Acos2nf,t otrzymuje sie kolejno:
2 AZ

1 1
x2(t) = A% cos?(2m @ fyt) = A2[§+ Ecos(4n 2 fo)] = - +7cos(4n 2 fot)

T/2 T/2 g2 A2 T/2
Er = f x%(t)dt = f 7dt + 7[ cos(4Anfyt)dt =
2T

-T/2 -T/2 -T2
A*T A% T2 _ A . .
=— + 8, [sin(4mfot)] 7/, = — + 8T, [sin(2rfoT) + sin(2nfyT)] =
2T A%
== + P sin( 2nfyT)
AZ AZ 2

. Er .
P=lim—=lim[—+

n(2rfyT)] = =
T—oeo T Toeo 2 47Tf0Tsm( mfoT)] 2

2.3 Korelacja

Korelacja dwdch sygnatdw rzeczywistych x(t) i y(t) okresla ich podobienstwo:



<x,y>=[x()y(t)dt . Tak zdefiniowana korelacja jest iloczynem skalarnym sygnatéw, a autokorelacja —
energig sygnatu, a takze jego normg podniesiong do kwadratu: < x,x > = fxz(t)dt =||x||>* = E.
Najczesciej oblicza sie korelacje dla znormalizowanych sygnatéw, podzielonych przez ich normy:

X y <Xx,y>
) =< T AT 6
POOY) =< Tl = Toetl I (6)
Waznym pojeciem jest funkcja korelacji, czyli korelacja sygnatu x(t) z przesunietym w czasie sygnatem y(t):
Ruy(to) = [x(®)y(t —to)dt (7)
Korelacja sygnatu z jego przesunietg kopig jest funkcjg autokorelacji:
Ry (to) = [x(®)x(t — to)dt (8)

Dla to=0 przyjmuje ona najwiekszg wartos¢ réwna energii sygnatu: R,(0) = [x?(t)dt =E

2.4 Operacja splotu i jej zastosowanie do opisu uktadéw liniowych

Splot dwdch sygnatéw jest opisany przeksztatceniem catkowym:
y(®) =x() *h(t) = [x(Dh(t — 1)dr (9)
Stuzy on do opisu uktadow (filtrow) liniowych o parametrach niezaleznych od czasu.

2O e | y®

Rysunek 11 Filtracja sygnatow w czasie ciggtym

Przypomnijmy sobie co oznacza pojecie liniowosci. Filtr jest liniowy gdy spetnia zasade superpozyc;ji:

Jesli sygnat wejsciowy jest kombinacjg liniowg dwdch sygnatéw: x(t) = a xa(t) + b xa(t), to sygnat wyjsciowy jest
réwniez kombinacjg liniowg sygnatéw, y(t) = a yi(t) + b y(t) , z ktérych pierwszy jest odpowiedzig filtru na
pierwszy sktadnik sygnatu wejsciowego, a drugi — drugiego.

Niezaleznos¢ filtru od czasu oznacza, ze opdzniony sygnat wejsciowy x(t-to), wywotuje reakcje filtru w postaci
y(t-to), tzn. przebieg czasowy sygnatu wyjsciowego ulega jedynie opdznieniu, jego ksztatt pozostaje bez zmian.
Jezeli uktad jest liniowy i niezalezny od czasu, to sygnat wyjsciowy jest splotem sygnatu wejsciowego i
pewnego sygnatu, zwanego odpowiedzig impulsowa filtru.

X(t.1)

x(t)

—~+VY

Rysunek 12 Sygnat wejsciowy filtru jako cigg impulsow

Aby to zrozumieé, przedstawmy sygnat wejsciowy filtru jako cigg krétkich impulséw prostokatnych (Rys.12).
Reakcje filtru na impuls pojawiajacy sie w chwili t, pokazano na Rys.13. Jej ksztatt zalezy od samego filtru,
natomiast przesuniecie na skali czasu zalezy od potozenia impulsu wejsciowego (wynika to z niezaleznosci



parametréw filtru od czasu). Amplituda sygnatu wyjsciowego jest proporcjonalna do amplitudy impulsu
(wynika to z liniowosci filtru). Jest tez proporcjonalna do jego czasu trwania pod warunkiem, ze rozwazamy
bardzo krétkotrwate impulsy. Ostatecznie reakcja filtru na impuls wejsciowy pojawiajacy sie w chwili t, bedzie
sygnat x(t,) At h(t —t,).

X(t) At h(t-t)

f’"‘\v »
t, \_/ t

Rysunek 13 Reakcja filtru na pierwszy z serii impulsow

Z liniowosci filtru wynika rowniez, ze reakcja filtru na szereg impulséw (czyli sygnat wejsciowy x(t)) jest sumag
reakcji na pojedyncze impulsy. Suma we wzorze(10) moze by¢ zapisana w postaci catki splotowe;j:

y(t) = Z x(ty)h(t — t,)At - fx(r)h(t —1)dt

n
y(t) = x(t) * h(t), (10)
gdzie h(t) — odpowiedz impulsowa filtru. Nazwa jest uzasadniona, gdyz z Rys.13 wynika, ze h(t) jest reakcja
filtru na krétkotrwaty impuls pojawiajacy sie w chwili t=0, ktérego catka (w tym wypadku amplituda razy czas
trwania) wynosi 1. Taki impuls nazywa sie impulsem Diraca (lub deltg Diraca) i oznacza jako d(t). Gdy sygnat
wejsciowy filtru jest impulsem Diraca, to na wyjsciu pojawi sie odpowiedz impulsowa tego filtru:
x(t) =6(t)
y(t) = x(t) * h(t) = &6(t) * h(t) = h(t) (11)

3 Transformata Fouriera (repetytorium)

3.1 Widmo sygnatu

Transformata Fouriera jest podstawowym narzedziem analizy widmowej, czyli wyszukiwania w sygnale
sktadowych o réinych czestotliwosciach. Transformate Fouriera mozna interpretowaé jako korelacje
analizowanego sygnatu x(t) z zespolona funkcjg e ~/2™/t, zawierajaca sygnaty harmoniczne (cosinus i sinus) o
czestotliwosci f: e /2™t = cos(2nft) — jsin(2nft).

X(f) =Flx(©] = [__x(©)e > dt (12)
Zespolone widmo X(f) jest funkcje czestotliwosci, ktérg mozna wyrazi¢ w hercach (Hz) lub jako pulsacje
(czestos¢ katowa w = 2mf) w radianach na sekunde. W tym drugim przypadku transformata Fouriera wyraza
sie wzorem

X(w) = [ x(®)e/*dt = X(0) (13)

Dla niemal wszystkich spotykanych w praktyce sygnatéw transformata Fouriera jest odwracalna (bedzie
jeszcze o tym mowa na koncu tego podrozdziatu). W dziedzine czasu przeprowadza nas odwrotna
Transformata Fouriera:

x(t) = FUX (O] = [ X(He*™ df (14)

Podstawiajac f = % otrzymuje sie rwnowazny wzor na transformate odwrotna:

= (T X(Dyelotg L =L (" % jwt
x(t) = [_ XGed—=— [ _X(w)e!*dw (15)



W dalszej czesci podrecznika bedziemy stosowac¢ wzory (12) i (14) ze wzgledu na symetrie i prostote.
Zauwazmy, ze widmo jest okreslone rowniez dla czestotliwosci ujemnych, co jest niezbedne do obliczenia
transformaty odwrotnej. Zapisujgc widmo we wspotrzednych biegunowych:

X(f) = [x(®e?tde = X ()| (16)
otrzymujemy widmo amplitudowe i fazowe. Widmo amplitudowe jest parzystg funkcjg czestotliwosci
1X(=H)I = 1X(NI (17)

a widmo fazowe — funkcjg nieparzysta :

¢(=f)=—¢() (18)

Obliczmy widmo symetrycznego impulsu prostokatnego o czasie trwania t (Rys.14).

A X(t)=rect(t)

-t/2 0 /2 't

Rysunek 14 Symetryczny impuls prostokatny

vz 1 . 1 : .
X(f) = Flx(®)] = f eIt = —— | T2 = [o T o] =
12 —j2nf 2 —j2nf [ |
_ 1 [etT_eJTT) _ sin(ufT) _ _sin(nfT)
~ar [ 2j ] T A (19)
Ze wzgledu na symetrie, widmo przyjmuje wartosci rzeczywiste (czes¢ urojona jest rowna zeru):
'C F T T T T 3
0 > v,
o .l..-2/r —‘l/r ‘0 1/t 2/t ... | f
Rysunek 15 Widmo impulsu prostokatnego
3.2 Witasciwosci transformaty Fouriera
3.2.1 Przesuniecie w czasie
Znajgc widmo sygnatu x(t), X(f)=F[x(t)], obliczmy widmo sygnatu x(t-to):
FIX(t—t,)] = j X(t —t,)e 127"t dt = g 127" j X(t—t,)e 12 g (1t ) =
— e7j27rft0 F[X(t)] — e7j27rft0 X ( f) (20)

Widmo sygnatu oryginalnego nalezy pomnozyé przez e /2™ to,



3.2.2 Przesuniecie w czestotliwosci

Widmo przesunieto o fo Hz, jak zmieni sie przebieg czasowy sygnatu? Innymi stowy, znamy transformate
odwrotng widma X(f), x(t)=F*[X(f)], jaka bedzie transformata odwrotna widma X(f-fo) ?

FHUX(f = fo)l = f_MX(f—fo)ejZ”ftdf = ejz”f°tf_wX(f—fo)ejz"(f"fO)td(f—fo) =

= e/t FTLX(f)] = e/2™otx(2) (21)
Sygnat oryginalny nalezy pomnozyé przez e’/?™fot,

3.2.3 Rodzniczkowanie

Znajgc transformate sygnatu x(t), obliczymy transformate jego pochodnej %x(t). Wychodzac od wzoru na

transformate odwrotng

X = FXG) = | X(Dermaf

—oo

obliczymy pochodng lewej i prawej strony:

d = d . = .
T50 = | x(gerar = [ x(plizareriar =

= [T li2znfX(f)le/*™tdf = F'[j2nfX(f)] (22)
Nastepnie obliczymy transformate Fouriera obu stron réwnosci
F£x(@®] = FIF j2nfX (D1} = j2nfX(f) (23)

Wystarczy zatem pomnozy¢ widmo przez j2nf = jw.
3.2.4 Splotiautokorelacja

Widmo splotu dwdch sygnatéw jest iloczynem ich widm:

oo

x(t) xy(t) = j x()y(t—1)dr =f y(1) x(t — 1)dt

oo

FIx(®) * y(0)] = Flx(OIFy(©] = X(HY () (24)

Dowdd opiera sie na podstawieniu e /27T . gJ27fT = 1

Flx() *y(t)]=F lj;wx(r) y(t — T)d‘l,'l = f_w f_wx(r) y(t —1)dt e /2tdt =

= fwx(r) e J2mITqr me(t — 1) e P EDq(t — 1) = X(f) Y(f)

Podobnie mozna pokaza¢, ze transformata odwrotna splotu widm jest iloczynem sygnatéw

FAXH) + YOl = FHUXDOIFHY(N] = x@®)y () (25)
Z tego wynika, ze transformata Fouriera iloczynu sygnatdw jest splotem ich widm:
Flx(@®y(©] = X(f) *Y(f) (26)

Z kolei funkcja autokorelacji przechodzi w widmo amplitudowe podniesione do kwadratu:
R, (1) = f x(t) x(t — 1)dt
F[R.(D] = X(HX*(f) = 1X(NI? (27)

Jest to twierdzenie Wienera-Chinczina.
3.2.5 Gestosc energii i gestos¢ mocy

Kwadrat widma amplitudowego |X(f)|? nazywamy gestoscig energii. Catkujgc gestoéé energii otrzymujemy
energie sygnatu:

E=["_x*t)dt=[_|X(F*df (28)



Jest to twierdzenie Parsevala. Dowdd opiera sie na spostrzezeniu, ze funkcja autokorelacji przy zerowym
przesunieciu jest rowna energii sygnatu:

R,(0) = f_wxz(t)dt =E

Z drugiej strony, z twierdzenia Wienera-Chinczina wynika ze

Ry (r) = FTHX(N)X" ()] =f_ X(OX (f)el2m T df

Podstawiajgc zerowe przesuniecie T = 0, otrzymuje sie energie wyrazong wzorem

R = | X(OX (e 0df = [ xpxepraf = [ Ix(Ordr =&
Dla sygnatéw o nieskonczonej energii lecz skoficzonej mocy postugujemy sie gestoscig mocy. Nieskoriczona
energia wynika najczesciej z nieskoficzonego czasu trwania sygnatu. W oknie o czasie trwania T mamy

skoriczong energie sygnatu m(t) E; = fT/Z

_1/2 m?(t)dt i mozemy obliczy¢ $rednig moc dzielgc energie przez T.

Po przejsciu do nieskoficzonosci otrzymujemy srednig moc catego sygnatu: P = %lm ;ET.

Zgodnie z twierdzeniem Parsevala energie w oknie mozemy obliczy¢ z gestosci energii:

T/2 o0
Br= [ mrde= | Mp(nrar
-T2 —oo
gdzie My (f) = f_Tﬁz m(t)e /2™ tdt. Moc érednia w oknie wyraza sie woéwczas wzorem
Er 1 (T2 =~

2 — 1 2
Pr=—=r _T/Zm (t)dt = f_leT(f)I af

Gdy T dazy do nieskonczonosci, wowczas Pr staje sie sredniag mocg sygnatu, otrzymang przez catkowanie
gestosci mocy:

Gm(f) = lim 7 [Mr () (29)
P = [T Gn(Hdf =lim 1 m*(t)dt (30)

3.2.6 Impuls Diraca

Impuls Diraca (zwany deltg Diraca) postuzyt nam do wyznaczania odpowiedzi impulsowej filtru (Rys.13).
Przyblizalismy go impulsem prostokatnym o jednostkowym iloczynie czas trwania razy amplituda, lecz moze

on mie¢ dowolny ksztatt, pod warunkiem zachowania jednostkowej wartosci catki f_i(‘)‘(t)dt = 1 przy czasie

trwania dgzgcym do zera (Rys.16)

AX(t)
1/(At)

5(1)

Rysunek 16 Impuls Diraca w dziedzinie czasu

Splot sygnatu x(t) z impulsem Diraca nie zmienia tego sygnatu:

x() *8(t) = [_x(0)8(t — T)dr = ftt_+;x(1')6(t —1)dt = x(t) f:: 5(t — t)dt = x(t) (31)
Splot z przesunietym impulsem przesuwa sygnat do momentu, w ktérym ten impuls wystapit:
x(t) * 8(t —to) = [T_x(1)8(t —to —)dt = [ Fx(0)8(t — to — T)dr = x(t — to) (32)

t—to—¢

Transformata Fouriera impulsu Diraca jest funkcjg czestotliwosci o statej wartosci



FIS(O)] = [ 8(®e/2™tdt = [°_s(H)e /2 tdt = 1 (33)

Oznacza to, ze impuls zawiera sktadowe o wszystkich czestotliwosciach i zadna z nich nie jest

uprzywilejowana. Z twierdzenia o przesunieciu (20) wynika wzér na transformate Fouriera przesunietego
impulsu Diraca:

F[8(t —ty)] = e /2™t (34)

3.2.7 Widma sygnatéw harmonicznych i okresowych

Impuls Diraca mozemy tez okresli¢ w dziedzinie czestotliwosci. Jesli wyrazamy czestotliwos¢ w Hz, wiasciwosci
takiego impulsu sg takie same jak impulsu okreslonego w dziedzinie czasu.

3(f)

k.
o

0 f

Rysunek 17 Impuls Diraca w dziedzinie czestotliwosci

Odwrotna transformata Fouriera zwraca wartosc statg

FS(N] = [ 6(He/*™rdf =1 (35)
Wynika z tego ze d(f) mozna uwazac za transformate Fouriera sygnatu o wartosci statej, choé taki sygnat nie
jest catkowalny w nieskoriczonym przedziale czasu.
Z twierdzenia o przesunieciu widma (21) wynikajg nastepujace réwnania:

F8(f — fol = [ 8(f — fo)e*™tdf = el2mht Flel2™0f] = 6(f — fo)
FHS(f + fo)] = [ 6(f + fo)e/*™tdf = e /2ot Fle /2™t ] = 6(f + fo) (36)

W konsekwencji otrzymujemy wzory na widma sygnatu kosinusoidalnego i sinusoidalnego o czestotliwosci fo:

ej271’f0t+e—j27'rf0t

Fleos(2mfyt)] = F[————] =5 [8(f — fo) + 8(f + fo)]

ef27Tfot_e—i27Tfof

Flsin(2nfot)] = F[ T 1=516(f = fo) =6(f + fo)l (37)

J

Prazki widmowe wystepujg na czestotliwosci fo i jej lustrzanym odbiciu —fo.
Ze wzgledu na fakt, ze sygnat okresowy mozina przedstawi¢ szeregiem Fouriera, jako sume sygnatow
harmonicznych o czestotliwosciach F, = n/TO , gdzien = 0,1,2,3 ... a To jest okresem (Rys. 18), widmo takiego

sygnatu sktada sie z prazkdw lezacych na czestotliwosciach +F, (Rys.19).



Rysunek 18 Sygnat okresowy jako suma sygnatéw harmonicznych

A‘Sygna* . widmo sygnatu
czast czestotliwosé f
T, F=11T,
Rysunek 19 Widmo sygnatu okresowego (po dodatniej stronie osi czestotliwosci)

3.2.8 Odwracalnos¢ transformaty Fouriera (materiat dodatkowy)

Podstawowg wiasciwoscig transformaty Fouriera jest jej odwracalnosé, z widma mozna otrzymac doktadng
kopie sygnatu w dziedzinie czasu: x(t)=F! F[x(t)]. Aby uzasadni¢ te wtasciwos¢ zapiszmy w jednym wzorze
transformacje prostg i odwrotna.

F71F[x(t)] =j X(f)ejZ”ftdf=J [j x(1)e /2™ dr)e/?Mtdf =

= f f x(1)e /AT 2L f dr = f x(7) f e/ =D qf dr

Otrzymalismy catke splotowa: sygnat x(t) splata sie z sygnatem v(t) = f:o eJ2TItdf:

F1F[x(t)] = ij(r)v (t — T)dt = x(¢t) * v(b)

Gdyby sygnat v(t) byt impulsem Diraca (v(t) = §(t)), wéwczas (na podstawie wzoru 31) wynikiem splatania
bytby sygnat x(t) i odwracalnos¢ bytaby udowodniona:
FUF[x(®)] = x(t) = () = x(t)

Wystarczy zatem wykazag, ze §(t) = v(t) = [ _e/*tdf. Funkcja /2™t nie jest catkowalna w przedziale

nieskoriczonym, ale mozna ja pomnozy¢ przez e /1, a > 0, scatkowaé a potem przejs¢ ze wspdtczynnikiem a
do zera. Po scatkowaniu otrzymujemy
oo 0 co
f e~alfl+iznftg s :f edf+iznftyf _|_f e U HiZnftyf = 2a
—oo —oo 0

a? + 4m2t?



Gdy a — 0, wowczas otrzymana funkcja dazy do zera dla kazdego t # 0. Jej wartos¢ dla t = 0 nie jest
2a

okre$lona, natomiast catka [ dt = 1. Funkcja v(t) =f:°ej2”ftdf przedstawia zatem impuls

e a2 +472t2
Diraca i odwracalnosc¢ transformacji Fouriera jest wykazana.

3.2.9 Opis uktadéw liniowych w dziedzinie czestotliwosci

Uktady liniowe o parametrach niezmiennych w czasie sg opisane splotem (wzér 10): y(t) = x(t) * h(t), gdzie
h(t) — odpowiedz impulsowa ukfadu. Ze wzoru (24) wynika, ze widmo sygnatu wyjsciowego jest iloczynem
widma sygnatu wejsciowego i transformaty Fouriera odpowiedzi impulsowe;j:

Y(f) = X(HH() (38)
Funkcja H(f) jest nazywana charakterystyka czestotliwosciowg uktadu.
Rownanie (38) mozna przepisa¢ w taki sposdb, aby odnosito sie ono do widm amplitudy, gestosci energii i
gestosci mocy.

YOI = 1X(OI - [HF)) (39)
[Y(OI? = 1X(O17 - IHOI? (40)
Gy(f) = G:(f) [H(NI? (41)

Jesli na wejscie uktadu (filtru) podamy sygnat harmoniczny o czestotliwosci fo, np. x(t) = A cos(2nfyt + @)
wdwczas na wyjsciu pojawi sie sygnat harmoniczny o tej samej czestotliwosci. Na jego amplitude i faze bedzie
miata wptyw wartos¢ charakterystyki czestotliwosciowej uktadu dla czestotliwosci fo. (pomijamy tu stany
przejSciowe, wszak sygnat harmoniczny rozcigga sie w nieskoficzono$¢ na osi czasu). Amplituda zostanie
pomnozona przez |H(fo)| a faza przesunieta o arg(H(fo)). Na wyjsciu uktadu otrzymamy sygnat:

y(t) = AlH(fo)| cos[ 2nfot + ¢ + arg(H(fo))] (42)
Amplitude i faze poczatkowa sygnatu wejéciowego mozna zapisa¢ jako liczbe zespolong Ae’/? (tzw. amplituda
zespolona). Po przejéciu przez filtr zostanie ona pomnozona przez H(fy) = |H(fy)|e! ¢ 9HFo)) =
|H(fy)|e’* o). Amplitude zespolong i przebieg czasowy sygnatu wyjiciowego filtru pokazano na Rys. 20.

Acos(2m fot +¢) A|H(fy)|cos(2n fot +@ +y (f,))
N H() S H(f) e > |
Ae”’ A|H()(0)|el[¢’+\lf(/o)]

Rysunek 20 Metoda amplitud zespolonych

Obecnie proces filtracji przeprowadza sie gtéwnie w czasie dyskretnym, przetwarzajgc ciggi wartosci
chwilowych (prébek) sygnatu. Z tego wzgledu przedstawiono tu filtracje w czasie ciggtym w sposdb
uproszczony i w skrdcie. Filtracja w czasie ciggtym jest jednak niezbedna do ograniczenia pasma sygnatu przed
procesem probkowania i do przetworzenia szeregu prébek na sygnat ciggty.

4 Probkowanie

4.1 Probkowanie idealne

Sygnaty mowy, muzyki, obrazy ruchome i nieruchome przetwarzamy w urzadzeniach cyfrowych jako ciaggi liczb
(prébek, pikseli). W szczegdlnosci sygnaty akustyczne, bedgce funkcjami czasu ciggtego, sq przetwarzanie na
ciggi wartosci chwilowych (prébek). Pomiary wartosci chwilowych odbywajg sie co T (sekund, milisekund,
mikrosekund). T nazywamy okresem prébkowania, a f; = 1/T jest czestotliwoscig probkowania (sampling

rate, sampling frequency). Probki opisujemy matematycznie jako impulsy Diraca pomnozone przez wartos$é
chwilowg sygnatu akustycznego w momencie wystgpienia impulsu (Rys. 21).
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Rysunek 21 Prébkowanie idealne sygnatu x(t)

Sygnat x(t) jest wiec pomnozony przez periodyczny cigg impulsdw Diraca (tzw. dystrybucje grzebieniowg):
xs(t) = x(t) - Xpn 6(t —nT) = X x(nT)6(t — nT) = Xy %, 6(t — nT) (43)

Widmo (transformata Fouriera) takiego ciggu prébek jest sumg widm przesunietych impulséw Diraca
pomnozonych przez wartos¢ probki x,. Widmo impulsu Diraca wystepujgcego w chwili t=0 jest réwne 1 (wzér
33), a wystepujacego w chwili t=nT wynosi e /27T (wzér 34). Stad widmo ciggu prébek wynosi

Xs(f) = Fxs(D)] = Zn xne—j2nfnT (44)

Funkcja e /2T jest okresowg funkcja czestotliwosci f, jej okres wynosi - . Wspdlnym okresem dla

nT
wszystkich funkcji wystepujgcych we wzorze (44) jest %:fs. Tak wiec widmo ciggu prébek jest okresowg
funkcjg czestotliwosci powtarzajacq sie co czestotliwos¢ probkowania.
Ze wzgledu na podobienstwo wzoréw definiujgcych prosty i odwrotng transformate Fouriera (wzory 12 i 14;
mowimy o dualizmie czasowo-czestotliwosciowym), podobnej wtasciwosci nalezy sie spodziewaé po
odwrotnej transformacie Fouriera. Jesli widmo ma charakter , prgzkowy” (jest ciggiem impulséw Diraca — wzér

45), to sygnat w dziedzinie czasu jest okresowy (wzor 46).
X(f) = ZnXn6(f —n/T) (45)

x(t) = FHX(P)] = T XaF 1 [8(f = n/T)] = 5y Xpe /7" (46)
Prazki widma wystepujg co %:fs, a okres sygnatu x(t) wynosi T. Potwierdza to obserwacje przedstawiong na
Rys.19.
Periodyczny cigg impulséw Diraca, uzywany do opisu prébkowania idealnego, powinien mie¢ widmo
dyskretne (,prazkowe”), gdyz jest sygnatem okresowym, a takze okresowe, gdyz jest sygnatem prdbek,
impulséw Diraca. Innymi stowy, jego widmo tez jest periodycznym ciggiem impulséw Diraca, co pokazano na
Rys.22. iopisano we wzorze (47).
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Rysunek 22 Sygnat prébkujacy i jego widmo

F{En8(t=nT)} = 15, 8(f =) (47)

Prébkowanie idealne polega na mnozeniu sygnatu ciggtego x(t) przez sygnat prébkujacy pokazany na rys.22
(patrz wzor 43). Mnozenie w dziedzinie czasu odpowiada splataniu w dziedzinie czestotliwosci (wzér 26). Splot
funkcji X(f) z impulsem Diraca oznacza przesuniecie tej funkcji na pozycje wyznaczong przez ten impuls (wzor
32 opisuje to w dziedzinie czasu, identycznie dziata to w dziedzinie czestotliwosci). W efekcie widmo X(f)
zostaje przemieszczone na pozycje "/T = nf;:



1 1

Xs(f) = F[x(6) - Zn8(t = nT)] = X(f) ¥ 2 Zn8(f =) = 2T X(F =) (48)

Tak wiec widmo sygnatu sprobkowanego zawiera nieskoriczong liczbe kopii widma sygnatu ciggtego,
przesunietych wzgledem siebie o czestotliwos$¢ probkowania (rys. 23).

XD X(1) (T
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Rysunek 23 Widmo sygnatu sprébkowanego

Widmo sygnatu prébek zawiera w sobie petng informacje o widmie sygnatu ciggtego, w postaci kopii
widmowej posadowionej na czestotliwosci f=0. Sygnat ciggty mozna odzyskaé, wydobywajgc z widma sygnatu
probek te nieprzesunietg kopie widmowg. Mozna postuzy¢ sie filtrem dolnoprzepustowym o czestotliwosci
granicznej rownej potowie czestotliwosci prébkowania.

odtworzony sygnat
ciggty x(t)

sygnat prébek

\ 4

'

O xm

_1/2T 12T f

0 T | 2T
x(2T)

Rysunek 24 Odzyskiwanie sygnatu ciggtego z probek

Proces ten bedzie udany, jesli kopie widmowe nie bedg sie pokrywaty. Aby spetnié ten warunek, czestotliwosé
prébkowania f; =% musi by¢ co najmniej 2 razy wieksza od pasma sygnatu ciggtego (fy). Jest to tresé

Twierdzenia o Prébkowaniu (Shannon, Nyquist, Kotelnikow):

Gdy f,<1/(2T), czyli czestotliwos¢ probkowania (1/T) jest
co najmniej 2 razy wieksza od pasma sygnatu (f,,), wowczas
sygnat ciggty mozna odzyskac z sygnatu probek metodg filtraciji

Jesli czestotliwos¢ probkowania jest zbyt niska, wéwczas kopie widmowe pokrywajg sie i nie ma mozliwosci
odtworzenia sygnatu ciggtego z sygnatu prébek (rys.25).
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Rysunek 25 Widmo sygnatu sprébkowanego przy zbyt niskiej czestotliwosci prébkowania

Sygnat ciggty x(t) jest odtwarzany z probek metoda filtracji. Na rys.26 pokazano odpowiedZ impulsowg h(t)

idealnego filtru dolnopasmowego o czestotliwosci granicznej fs/z = % (patrz 8.1, zad.4).

sin(r <)

/ nt) =2
T
. >

2IN__/-T 0 T\ __?T t

Rysunek 26 Odpowiedz impulsowa idealnego filtru dolnopasmowego o
czestotliwosci granicznej 1/(2T)

Na pobudzenie pojedyncza prébka (impulsem Diraca pomnozonym przez warto$¢ chwilowg sygnatu ciggtego)
filtr reaguje przesunietym sygnatem proporcjonalnym do h(t). W rezultacie sygnat ciggty jest odtwarzany jako
suma przesunietych sygnatéow o ksztatcie pokazanym na rys.26. Funkcja sin(x)/x zwana jest zresztg funkcjg

probkujgca. Proces odtwarzania sygnatu ciggtego pokazano na rys.27.

06 1 1 1
T

-3T 2T -T 0 2T 3T

Rysunek 27 Odtwarzanie sygnatu ciggtego z prébek




4.2 Probkowanie momentalne

Probkowanie idealne nie jest realizowalne w praktyce, gdyz nie jest mozliwe wytworzenie impulséw Diraca.
Zastepuje sie je impulsami, najczesciej o ksztafcie prostokatnym i czasie trwania t (rys. 28).

T
s " X(t)
- 4 « v =
v s ~‘ . ’
S 2 >
2T  -T 10 Tt 2T t
«a - - o
Rysunek 28 Prébkowanie momentalne

Amplitudy impulséw s réwne wartosciom chwilowym sygnatu ciggtego mierzonych w chwilach t =
0,+T,+2T, ... gdzie T jest okresem prébkowania. Jest to tzw. prébkowanie momentalne.

Matematycznie mozna je opisa¢ wzorem (49), splatajac sygnat probkowania idealnego z symetrycznym
impulsem prostokatnym o czasie trwania t, oznaczonym jako rect,(t). Wéwczas kazdy impuls Diraca zamieni
sie w prostokat. Oczywiscie nie jest to przepis na praktyczna realizacje prébkowania momentalnego.

x(t) - X6t —nT) xrect,(t) (49)
Widmo (transformate Fouriera) sygnatu préobek otrzymamy, zastepujac splot w dziedzinie czasu mnozeniem
widma sygnatu sprébkowanego idealnie i widma impulsu prostokatnego:

sin (mtf)
ntf

F{[x(t) - En8(t = nD)] * rect; (0} = 1 En X(f =) 7 (50)

Otrzymane widmo prébek o ksztatcie prostokatnym przedstawiono na rys. 29.

S 111(7: )
ntf
2kt Ak AT 0 AT 1N &) 2 1
ntf
sin(mtf)
>
-fy 0 f, f
Rysunek 29 Widmo sygnatu prébkowania momentalnego i filtr korygujacy znieksztatcenia liniowe

Dla odtworzenia sygnatu ciggtego istotna jest jedynie centralna kopia widmowa. Jesli spetnione jest zatozenie
twierdzenia o prébkowaniu, wéwczas mozna odtworzy¢ sygnat ciggty, ttumigc pozostate kopie widmowe.

Wymaga to jednak wzmocnienia wyzszych czestotliwosci, aby zrekompensowaé ttumienie wynikajgce z
1n7t‘rf

mnozenia widma przez funkcje



Szczegblnym rodzajem probkowania momentalnego jest prébkowanie z pamietaniem (sample and hold). W
tym wypadku impulsy prdébkujgce sie stykajg, gdyz czas ich trwania 1 jest réwny okresowi préobkowania T.
Sygnat probkowania z pamietaniem pokazano na rys. 30 a jego widmo na rys. 31.
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<«
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Rysunek 30 Prébkowanie z pamietaniem

sin(nTf)
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Rysunek 31 Widmo sygnatu probkowania z pamietaniem i filtr korygujgcy znieksztatcenia
liniowe

4.3 Probkowanie sygnatow pasmowych

Twierdzenie o prébkowaniu mozna uogdlni¢ dla sygnatéw pasmowych (rys.32).

X(f)
[\ [\ g
0 “ g f
B
Rysunek 32 Widmo sygnatu pasmowego

Gtosi ono, ze sygnat o pasmie B Hz mozna zapisaé i odtworzy¢ majgc co najmniej 2B prébek na sekunde. Nie
zawsze jednak probkowanie mozina przeprowadzi¢ bezposrednio, zwykle trzeba zastosowa¢ modulacje
sprowadzajgcg sygnat do pasma niskich czestotliwosci od 0 do B Hz.
W niektdrych przypadkach prébkowanie z czestotliwos$cig 2B mozna przeprowadzi¢ bezposrednio. Jest to tzw.
integer sampling i wystepuje wowczas, gdy skale czestotliwosci mozna podzieli¢ na podpasma o réwnej
szerokosci, a widmo sygnatu ciggtego zajmuje cate takie podpasmo.



WeZmy np. pasmo o szerokosci B=1 kHz, rozciggajgce sie od 2 do 3 kHz (rys.33). Czestotliwos¢ prébkowania
wynosi 2B=2 kHz. Probkowanie wytwarza kopie widmowe posadowione na czestotliwosciach 0, +2,+4 + 6 ...
kHz. Nieprzesunieta kopia widmowa, zawierajgca widmo sygnatu ciggtego, nie zostata zmieszana z innymi
kopiami widmowymi, w zwigzku z tym mozliwe jest odtworzenie sygnatu ciggtego metoda filtracji pasmowe;.

X(f)

|
-6 -4 -2 0 2 4 6 f
Rysunek 33 Integer sampling: widmo sygnatu ciggtego, widmo sygnatu préobek praz charakterystyka
czestotliwosciowa filtru

4.4 Symulacje prébkowania sygnatow audio i sygnatu sinusoidalnego

Zachecam Panstwa do przeprowadzenia symulacji uktadu prébkowania i odzyskiwania sygnatu ciggtego z
probek. Program symulacyjny, instrukcje jego obstugi i proponowane eksperymenty znajdg Panstwo w
Module 4.

5 Analiza widmowa sygnatéw dyskretnych

5.1 Transformaty DTFT i DFT

Jak wspomniano w p.3.1, analiza widmowa polega na wyszukiwaniu w sygnale sktadowych o rézinych
czestotliwosciach. Podstawowym narzedziem analizy widmowe;j jest transformata Fouriera (wzér 12). Aby
wykorzysta¢ algorytmy cyfrowego przetwarzania sygnatdow, przeprowadza sie operacje prdébkowania.
Transformata Fouriera sygnatu prébek opisana jest wzorami (44), (48), patrz tez rys.23 i 25. Ze wzgledu na
probkowanie czas przyjmuje tu wartosci dyskretne, natomiast czestotliwos¢ jest zmienng ciggta. Transformata
Fouriera sygnatu probek oznaczana jest symbolem DTFT (Discrete Time Fourier Transform).

Jesli czas trwania sygnatu jest nieograniczony, wowczas do obliczenia DTFT nalezatoby uzyé nieskoriczonej
liczby prébek. Obliczenie DTFT ze wzoru (44) nie bytoby wéwczas mozliwe, z tego wzgledu liczbe prébek
ogranicza sie do pewnej wartosci L. Oznacza to, ze analizowany sygnat mnozy sie przez okno o czasie trwania
LT sekund (T jest okresem prébkowania) —rys. 34.
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Rysunek 34 L préobek sygnatu w dziedzinie czasu

e 4

Obliczenie DTFT nie nastrecza wéwczas trudnosci:
Xs(f) = Xz xn e /7MW T (51)

Nalezy tu przypomnieé, ze X(f) jest okresowa funkcjg f i powtarza sie co czestotliwos¢ prébkowania %:fS
(rys.23, rys.25). W szczegdlnosci oznacza to, ze warto$ci widma DTFT na czestotliwosci (-f) i %— f sq réwne.
Poniewaz X;(—f) = X, (f), co wynika ze wzoru definicyjnego transformaty Fouriera (12), to wartosci widma

DTFT na czestotliwosciach f i %—f sq parg liczb sprzezonych (gwiazdka oznacza sprzezenie). Ten efekt

»lustrzanego odbicia” potwierdza wynik podstawienia czestotliwosci %— f do wzoru (44):

1 _ —j2m(E-f)nT - —j ' - ' *
X f) = Shth st e TGN = Shohx, ommeitninn = Sl ooRT = i (f) 52

Wartos¢ DTFT mozna obliczy¢ dla kazdej czestotliwosci f. W komputerowej analizie widmowej nalezy wybrac
skoniczong liczbe wartosci f, dokonujgc w ten sposéb prébkowania widma DTFT. Sprobkujemy je w przedziale

czestotliwosci od 0 do czestotliwosci probkowania f; = % , pobierajac L probek na czestotliwosciach f;, = L
k=0,1,..,L— 1.
Otrzymamy L wartosci
X, = YL-1 —j2nfnT — yL-1 —j2n£nT — ViL-1 —jZRk—n — _
k = Dim=0Xne€ =Yr-oXpe T =Y 70X, e r, k=0,...,L-1 (53)
_p
Podstawiajgc W, = e T otrzymamy L wyrazen liniowych:
X = YLl x, Wi, k=01,-,L—1, (54)
ktére mozna przepisa¢ w postaci macierzowej: X=Wx:
X, W,_O‘O WL0~1 WLO-(L—l) X,
X Wl~0 W 11 . Wl~(L—l)
S| o= N iy g n (55)
XL,l WL(L—l)-O WL(L—l)»l WL(L—l)-(L—l) X,

ZapisaliSmy w ten sposéb wzér na Dyskretng Transformate Fouriera (DFT). Macierz transformaty DFT (W)
jest zespolona, symetryczna (WLk” = WL”") i nieosobliwa. Mozna pokaza¢, ze %WW* = [ (gwiazdka oznacza
sprzezenie). Macierz odwrotna jest réwna

— 1—*

Odwrotna Dyskretna Transformata Fouriera (IDFT) opisana jest zatem wzorem



X=W X=:W X (57)

2T
K-ty wiersz transformaty DFT zawiera elementy eIk = cos(zTnkn) —jsin(zTnkn), czyli prébki sygnatu

harmonicznego o czestotliwosci f;, = p— W k-tym wierszu (numerujemy je od zera) zapisana jest k-ta funkcja

bazowa transformaty DFT zawierajgca k okreséw sygnatu harmonicznego. Ze wzgledu na zjawisko
»lustrzanego odbicia” (wzér 52) odpowiednie elementy wierszy numer k i L-k sg ze sobg sprzezone.
Wspétczynniki widma DFT sg korelacjami analizowanego sygnatu z funkcjami bazowymi (wzér 54). K-ty
wspotczynnik powstaje przez pomnozenie k-go wiersza macierzy transformaty przez wektor - kolumne prébek
analizowanego sygnatu (rys.35).

Z kolei odwrotna Dyskretna Transformata Fouriera (IDFT) odtwarza wektor prébek analizowanego sygnatu w
postaci kombinacji liniowej sprzezonych funkcji bazowych (57).
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Rysunek 35 Obliczanie DFT 8 prébek sygnatu - pokazano tylko czes¢
rzeczywistg macierzy transformaty

W literaturze spotyka sie okreslenie “szybka transformata Fouriera” (Fast Fourier Transform - FFT). FFT jest
szybkim algorytmem obliczania DFT. Wykonywanie mnozenia macierzy przez wektor (wzér 55) wymaga L2
operacji mnozenia i akumulacji. James Cooley i John Tukey zauwazyli w 1965 roku, ze te same operacje
wykonywane s wielokrotnie. Wykonujac je jednorazowo, mozna ograniczy€ ich liczbe do L log,(L).

Na rys. 36 pokazano 256 prébek sygnatu audio i wartosé¢ bezwzgledng DFT — 256 préobek widma w zakresie od
0 do czestotliwosci prébkowania (44100 Hz).
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Rysunek 36 Sygnat audio liczacy 256 probek i wartosé bezwzgledna DFT (czestotliwos$¢ probkowania 44100 Hz)

5.2 Transformata DCT

W zasadzie kazda nieosobliwa macierz W mogtaby by¢ wykorzystana jako transformata, jednak do analizy
widmowej przydatne sg transformaty, ktérych funkcje bazowe (wiersze macierzy) s sygnatami

—jkn _

waskopasmowymi o réinych czestotliwosciach. DFT jest oparta na sprobkowanych sygnatach e
cos(zTnkn) —jsin(zTnkn), natomiast Dyskretna Transformata Kosinusoidalna (Discrete Cosine Transform —
DCT) — na sprébkowanych funkcjach cosinus. K-ty wiersz macierzy tej transformaty jest opisany wzorem (58):

1

7 k=0
\/%cos(i(Zn +1Dk), k=1,-,L—1

Czestotliwosci sprébkowanych sygnatéw kosinusoidalnych narastajg od 0 Hz do niemal potowy czestotliwosci

Wk,n = (58)

probkowania. Oznacza to, ze analiza widmowa z wykorzystaniem DCT odnosi sie do zakresu czestotliwosci od
0do E.

2
Do obliczenia DCT wg wzoru X = Wx mozna réwniez zastosowac szybki algorytm, jak w przypadku DFT. Ze

_t —
wzgledu na ortogonalnos¢ wierszy macierzy DCT spetnione jest rownanie W W =1 , gdzie t oznacza
transpozycje, a | — macierz jednostkowg. Oznacza to, ze macierz transponowana jest jednoczesnie macierzg

—-1 —t
odwrotng W =W , ktérg mozina wykorzysta¢ jako macierz odwrotnej transformacji cosinusoidalnej

(IDCT):
_t —

x=W X (59)
Na rys.37 pokazano proces obliczania DCT dla 8 prébek sygnatu. Macierz transformaty DCT jest rzeczywista, a
wiec wspotczynniki transformaty Xy, X4, ..., X;_1 s liczbami rzeczywistymi. Na rys. 38 pokazano 256 prébek
widma DCT sygnatu przedstawionego na rys. 36. Wspodtczynniki transformaty odnoszg sie do zakresu
czestotliwosci od 0 do potowy czestotliwosci probkowania (22050 Hz).

W Tabeli 1 poréwnano witasciwosci transformat DFT i DCT. Na uwage zastuguje sposéb przechowania
informacji o fazie sygnatu we wspédtczynnikach transformaty. W DCT faza wptywa na relacje pomiedzy czescig
rzeczywistg i urojona wspoétczynnikdéw, nie wptywa natomiast na ich warto$é bezwzgledng. W DCT informacja
o fazie jest przechowywana w rzeczywistych wartosciach wspoétczynnikdw transformaty, stad widma DCT
sygnatu sinusoidalnego i kosinusoidalnego sg rézne.
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Rysunek 37 Obliczanie DCT 8 prébek sygnatu

Rysunek 38 Transformata DCT sygnatu audio liczgcego 256 probek (czestotliwosé probkowania 44100 Hz

Tabela 1 Poréwnanie DFT i DCT

DFT

DCT

zespolona

rzeczywista

Zakres czestotliwosci od 0 do czestotliwosci | Zakres czestotliwosci od 0 do potowy czestotliwosci

probkowania probkowania

Widmo amplitudy nie zalezy od fazy sygnatu Widmo amplitudy silnie zalezy od fazy sygnatu




5.3 Wptyw okna czasowego na analize widmowa

Prawdziwe informacji o sktadzie widmowym analizowanego sygnatu dostarcza nam jedynie transformata
Fouriera (wzoér 12). Analiza wspomagana komputerowo wymaga prébkowania, co daje efekt w postaci
powtarzajgcych sie kopii widmowych, w tym ,lustrzanego odbicia” widma od czestotliwosci prébkowania. Jesli
sygnat ma skoriczone pasmo, to z problemem tym mozna sobie tatwo poradzi¢: prébkujemy (zgodnie z
twierdzeniem o prébkowaniu) z czestotliwoscig wiekszg niz podwojone pasmo i odczytujemy widmo DTFT w
zakresie od 0 do potowy czestotliwosci prébkowania (wzér 44). Widmo to zawiera te samg informacje co
widmo fourierowskie obliczone metodg catkowania (wzér 12).

Powazniejszy problem powstaje w przypadku sygnatow o diugim (lub nieograniczonym) czasie trwania.
Woéwczas do analizy bierzemy jedynie L prébek (wzér 51). Oznacza to, ze sygnat mnozymy przez okno
prostokatne o czasie trwania T = LT, gdzie T jest okresem prébkowania. Ta operacja znieksztatca widmo, gdyz
mnozenie w dziedzinie czasu oznacza splatanie w dziedzinie czestotliwosci (wzér 26). Widmo obliczone na
podstawie L prébek sygnatu jest wiec ,rozmyte” skutkiem splatania z widmem okna.

Jako przyktad wezmy sygnat kosinusoidalny o czestotliwosci fo. Jego widmo (wzér 37) pokazano na rys.39. Okno
prostokagtne o czasie trwania Tt pokazano na rys. 14 a jego widmo na rys.15. Splot widma sygnatu
kosinusoidalnego (X(f)) z widmem okna (W(f)) sktada sie z przesunietych kopii widma okna, gdyz splot funkcji z

impulsem Diraca jest przesunieciem funkcji w miejsce potozenia impulsu (wzér 32) — patrz rys.39. Widmo
sinwft

nft ’
pojawity sie tez odlegte sktadowe, zwigzane z listkami bocznymi tej funkcji. Mozna je zmniejszy¢ kosztem
poszerzenia listka gtdwnego, stosujgc okna o ksztatcie nieprostokagtnym, np. okno Hamminga. Rozproszenie
widma mozna zmniejszyé poprzez zwiekszenie czasu trwania okna (t), czyli liczby prébek (L). Istotnie, szerokos¢
2 _2%

LT L

Jezeli uwzglednimy efekt prébkowania, otrzymamy widmo L prébek sygnatu kosinusoidalnego jak na rys. 40.

Jest to widmo DTFT, widmo DFT otrzymamy, pobierajagc L probek w zakresie od 0 do czestotliwosci
probkowania. Widmo DCT zawiera L wspdtczynnikdw reprezentujgcych sktadowe o czestotliwosciach od 0 do
potowy czestotliwosci probkowania. Jego ksztatt bedzie jednak zalezat od fazy poczatkowe] sygnatu
harmonicznego w oknie.

sygnatu harmonicznego zostato wiec rozproszone w pasmie o szerokosci listka gtownego funkcji

listka gtéwnego widma okna prostokatnego wynosi % =

X(H*W(h)
X(f)
1
0 f, f 0 f
Rysunek 39 Widmo sygnatu kosinusoidalnego i widmo wycinka tego sygnatu




DFT

Rysunek 40 Widmo wycinka sprébkowanego sygnatu kosinusoidalnego

5.4 Symulacje DFT i DCT sygnatéw audio i sygnatu sinusoidalnego

Zachecam Panstwa do przeprowadzenia analizy widmowej sygnatéw audio i sygnatu sinusoidalnego.
Eksperymenty polegajg na poréwnaniu wptywu czasu trwania okna i fazy poczatkowej na widmo DFT i DCT.
Program symulacyjny, instrukcje jego obstugi i proponowane eksperymenty znajdg Paristwo w Module 4.

6 Transformata Zet

6.1 Zwiazek transformaty Zet z DTFT

Transformata Zet jest uogdlnieniem transformaty DTFT. DTFT jest transformatg Fouriera sygnatu prdébek
xs(t) = Y x,8(t — nT). Przypominamy tu wzér (44): X (f) = Y, x,F[6(t — nT)] = X x,e 2T,
Transformate Zet otrzymujemy przez podstawienie:

z = e?™T = cos(2nfT) + j sin(2nfT) (60)
Przypisuje ono czestotliwosci f zmienng zespolong z. Zmienna z jest punktem na okregu o promieniu

jednostkowym. Istotnie, |e/2™T| = \/cos2(2rfT) + sin?(2rfT) = 1. Na rys.41 pokazano zwigzek migdzy
zmiennymi fi z.
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Rysunek 41 Interpretacja graficzna wzoru (60)

W zakresie czestotliwosci od 0 do czestotliwosci probkowania f5=1/T punkt z wykonuje petny obrét, wracajac

do wartosci z=1. W tablicy 2 podano wartosci z odpowiadajgce kilku czestotliwosciom z tego zakresu.



Tabela 2 Wartosci zmiennej z dla kilku wybranych czestotliwosci

f: 0 1/(4T) 1/(2T) 3/(4T) f=1/T

z: 1 j -1 & 1

Podstawiajac z = /2T do wzoru na widmo DTFT: X (f) = X, x,e /2" =¥ x,z"™ otrzymuje sie wzér
na transformate Zet:

X(2) = Z[{xn}] = Xnxnz™" (61)
Transformata Zet moze byc¢ obliczona dla kazdej zespolonej wartosci zmiennej z, dla ktérej suma (61) jest
skonczona.

6.2 Witasciwosci transformaty Zet
1. Liniowosc.
Transformata Zet kombinacji liniowe] sygnatéw dyskretnych jest kombinacjg liniowg ich transformat
Zet:

Z[{ax, + by,}] = aX(z) + bY(2) (62)

2. Przesuniegcie.
Przesuniecie ciagu probek o k w lewo oznacza pomnozenie transformaty Zet przez z¥.

Z[0id] = ) nrz™ = 2% ) sz = 24X (2)

n n

(63)
Najcze$ciej mamy do czynienia z opdznieniem o jedng probke, co oznacza pomnozenie transformaty przez z*

3. Ttumienie (mnozenie przez cigg eksponencjalny).

Zlaa ) = Y xpa'z " = Y 5y (2) = XL

n n
(64)
4. Splot.
Sume splotowg okreslamy wzorem (65), a operacje splotu oznaczamy gwiazdka:
Yn = Z Xkhnk = Yn =Xp*hy
K=—co
(65)

Transformata Zet splotu jest iloczynem transformat

Y(2) = z YnZ Z Z Xighn-xz™" = i Xk i hnrz™" =

n=—oo N=—oco k=—oco K=—co Nn=—oo

oo oo

- Z xpzk Z hni 2™ = X(2) - H(2)

k=—oco Nn=—oo

(66)



Przyktad: Obliczymy splot dwdch sygnatow dyskretnych: {xn} i {hn} najpierw metoda bezposredniay, a potem
poprzez mnozenie transformat Zet.

Ze wzoru y, = Y- _..X;h,_; wynika, ze nalezy obliczy¢ lustrzane odbicie ciggu {h;}, przesung¢ o n pozycji i
pomnozy¢ przez {x;}. Operacje te pokazano na rys. 42.

Dla przesuniecia n=0 istnieje tylko jedna pozycja i=0 wspdlna dla ciggéw {x;} iz {h,_;}. Otrzymujemy y, =
Xohyg =1 . Dla n=1 wspdlne sg pozycje 0 i 1 (patrz rys.42). Otrzymujemy y; = xqhy + x;hy =15 .
Podobnie otrzymujemy y, = 1.5 i y; = 0.5. Pozostate wartosci splotu sa réwne zeru.

Xo X, X,
A Xi
Xp=X,=X%,=1
o 1 2 "
h,=1
A h,
h,=0.5
0o 1 "
1
A h
0.5
-1 0 e
1
0.5 T hn—: = h—(:‘—u}
0 1 i
n=1
y,=15 vy,=1.5
Yo=1
y,=0.5
0 1 2 3 7
Rysunek 42 Obliczanie splotu sygnatéw dyskretnych

Znacznie prosciej jest obliczy¢ transformaty Zet obu sygnatéw dyskretnych i pomnozyéje: Y(z) = X(z) - H(z)
W kolejnych krokach otrzymujemy:
X2)=1+z1+2z72

1
H(z) =1 +§Z_1

Y(z) =X(2)H(z) =

1 1 1
=1 +EZ_1 +z71 +EZ_2 + 272 +§z_3 =



Majac transformate Y(z) mozemy bezposrednio z niej odczyta¢ wspotczynniki yn. Wynik jest identyczny z
otrzymanym metodg sumowania.

6.3 Delta Kroneckera

Delta Kroneckera jest sygnatem dyskretnym §,,, ktérego wszystkie wartosci s3 rowne zeru, za wyjgtkiem
wartosci §p =1 (rys.43).

1012 N

Rysunek 43 Delta Kroneckera

W przetwarzaniu sygnatéw dyskretnych petni ona funkcje podobng do tej jakg impuls Diraca (zwany tez deltg
Diraca) petni w przetwarzaniu sygnatow ciggtych. Sygnat dyskretny (zbidér wartosci x,) mozna zapisa¢ w postaci

2% Onoy (67)
Poréwnaj ze wzorem (43) dla ciggu probek opisanych w dziedzinie czasu ciggtego t.
Witasciwosci delty Kroneckera sg podobne do wtasciwosci delty Diraca. Splot z deltg nie zmienia sygnatu:

Vn = Xn % Op = Xpe—oo Xk On_ = Xn (68)
Splot z przesunietg deltg przesuwa sygnat w miejsce potozenia delty:
Yn = Xn * Opom = Xke—oo XkOn—m—k = Xn—m (69)
Transformata Zet delty Kroneckera jest réwna 1:
Z[6p] = 2Xnbpz " =1 (70)
Transformata Zet delty przesunietej o m taktow w prawo (czyli opdznionej o mT sekund) jest rowna z~™:
Z[6p-m] = Zn Op-mz "t =z"" (71)

6.4 Obliczanie prostej i odwrotnej transformaty Zet

Na rys.44 pokazano sygnat dyskretny, zwany skokiem jednostkowym, oznaczanym przez 1, lub un.

1

1 1
0 1 g

>

2 n

Rysunek 44 Skok jednostkowy

Transformata Zet skoku jednostkowego jest suma wyrazéw ciggu geometrycznego:
= VA = —_ = =
n z 1 1 z-1
n=0 n=0 - E

Wz6r (72) jest stuszny gdy suma ma wartos$¢ skoriczong (czyli dla |z| > 1).

(72)



Wartosc¢ splotu sygnatu xi ze skokiem jednostkowym, obliczona w chwili n, jest réwna sumie wartosci sygnatu
xk do chwili n wigcznie. Innymi stowy jest to akumulacja wartosci sygnatu x.

oo

n
ksn
Yn =Xp*x1, = X ln—k ? Xk

k=—oc0 k=—oc0
(73)

Z twierdzenia o splocie (wzor 66) transformata Zet zakumulowanych wartosci sygnatu xx wynosi
Y(2) = Z[xn * 1,] = X(2) = (74)
W analizie sygnatéw | uktadéw czasu dyskretnego czesto zaktada sie, ze sygnat ma wartosci zerowe w
ujemnych chwilach czasu: x, =0, n < 0. Dla takich sygnatéw transformata Zet staje sie prawostronng

transformatg Zet:

X(z) = Xp=oXnz™" (75)
Obliczmy transformate Zet ciggu eksponencjalnego  y, =a™ 1, (rys.45). Mozna to uczyni¢ poddajac
ttumieniu sygnat skoku jednostkowego (wzér 64), lub wykonac¢ obliczenia bezposrednio z definicji

Y(z) = Z a*z "
n=0

Wzér (76) jest stuszny gdy suma ma wartosc skoriczong (czylidla |z| > |a]).

transformaty Zet (wzér 61):

oo

Zan_ 1 _z
@ 1.2 z-a

n=0 VA

(76)

Rysunek 45 Cigg eksponencjalny (wyktadniczy)

W przypadku gdy cigg zawiera skonczong liczbe elementéw, wodwczas obliczamy transformate Zet
bezposrednio z definicji (wzdér 61). Np. transformata Zet sygnatu sktadajacego sie z dwdch elementéow: x; =
2,x, = —1wynosi X(z) =Y2_,x,z " =2z"1—z72,

Odwrotng transformate Zet (Z~!) najtatwiej jest obliczy¢é w przypadku, gdy transformata Zet jest
wielomianem. Wartoéci sygnatu sa wspétczynnikami tego wielomianu. Np. dla X(2) =2z—1+z7?2

natychmiast odczytujemy x_; = 2,xy = —1,x, = 1.
W przypadku gdy transformata Zet ma postac opisang we wzorze (76), sygnat jest eksponencjalny.
Y(2) = ﬁ - yp=a"l, (77)
Podobnie jest w nastepujgcym przypadku
— _Za _ n
Y(z) = o) Yn =na"l, (78)

W przypadku gdy w liczniku zamiast zmiennej z do potegi pierwszej mamy inny wyktadnik, zapisujemy

transformate Zet w postaci z™ ﬁ i interpretujemy z™ jako przesuniecie o m taktow (prébek). Np.
Z‘l[ﬁ] = bZ"l[i] = bZ‘l[éﬁ] = b 1,,_,a™ 1. Mnozenie przez stata b przenosi sie w dziedzine czasu,

co wynika z liniowosci transformaty Zet (wzér 62).



Gdy transformata Zet jest funkcja wymierng, dgzymy do zapisania jej w postaci sumy wyrazen opisanych w
(77), (78). Innymi stowy, dokonujemy rozktadu funkcji wymiernej na utamki proste:

X bz™ + b1 Z™ L+ 4 by (2 —2)(2 = 25) (2 — Z) i 1z
Z) = = = _—
AmZ™ + Ay 12™ 1+t ay (2—2)(2—2) (22— 2zy) 4 1(Z—Zl-)
l=

(79)
Nastepnie, korzystajac z (77), konstruujemy sygnat x» jako sume ciggdw eksponencjalnych:
m
Xn = Z 1i(z)"1,
i=1
(80)

Z_Zzl i podstawiajac

Problemem jest jedynie obliczenie wspétczynnikdw r;. Zauwazimy, ze mnozgc (79) przez

Z = z;, otrzymamy wspotczynnik ;. Podobnie otrzymujemy kolejne wspétczynniki.
Z — Zj

r; = limX(2)

ZZ; Z

(81)
Odwrotna transformata Zet w postaci (80) moze by¢ ciggiem dgzgcym do zera, utrzymujgcym stata amplitude
oscylacji lub dazacym do nieskoriczonosci. Zalezy to od biegundw funkcji wymiernej X(z), czyli zer wielomianu
znajdujgcego sie w mianowniku. Aby ciag x» dazyt do zera, wszystkie bieguny muszg spetniaé¢ warunek |z;| < 1
. Geometrycznie, muszg znajdowac sie w kole o promieniu jednostkowym. Jesli cho¢ jeden biegun znajdzie sie

poza tym kotem (|z;| > 1 ), wéwczas caty cigg x» bedzie dazyt do nieskoriczonosci. Reasumujac,
Vi,|zil <1 = x,-0 (82)
i, |z >1 = x, > e (83)

6.5  Obliczanie widma DTFT z transformaty Zet

Znajac transformate Zet sygnatu (ciggu prébek), mozna otrzyma¢ transformate Fouriera tego sygnatu przez
podstawienie réwnania okregu o promieniu jednostkowym (wzdér 60); z = e/?T = cos(2nfT) +
jsin(2nfT). W Tabeli 2 podano wartosci zmiennej z dla kilku czestotliwosci z zakresu od zera do potowy
czestotliwosci probkowania.

Przed wykonaniem tej czynnosci nalezy sprawdzi¢, czy transformata Zet X(z) = Z[{x,}] = XnXnz " jest
zbiezna dla wartosci z lezagcych na okregu o promieniu jednostkowym, tzn. dla |z| = 1. Transformata Zet
ciggu eksponencjalnego (rys.45) jest zbiezna do ﬁ dla |z| > |a| , patrz wzér (76). Jesli |a] < 1, wowczas
transformata Zet jest zbiezna na okregu jednostkowym i mozna obliczy¢ DTFT. Jesli [a| > 1, DTFT nie istnieje,
gdyz cigg eksponencjalny dazy do nieskoriczonosci.

W praktyce wystarczy sprawdzi¢ warunek (82): jesli wszystkie bieguny transformaty Zet leza w kole o
promieniu jednostkowym, wéwczas DTFT istnieje i mozna skorzysta¢ z podstawienia z = e/2™/T,

Przyktad: X(2) =Z+ZT' Oblicz DTFT i naszkicuj warto$¢ bezwzgledng zakresie od 0 do czestotliwosci

prébkowania f; = %

X(z) ma biegun w punkcie z; = —0.5, spetnia wiec warunek (82). Po podstawieniu z = e/?2™T = eJ27//fs
otrzymuje sie widmo DTFT:
ej27rfT
X = e/2m/T + 0.5

Wartosci DTFT dla czestotliwosci zerowej i réwnej potowie czestotliwosci probkowania otrzymamy
podstawiajgc odpowiednioz =1 iz = —1 (tablica 2). Wartos¢ bezwzgledng DTFT naszkicowano na rys. 46.



2/3

0 f/2 f, f

Rysunek 46 Przyktad widma DTFT (wartosc¢ bezwzgledna)

7 Filtry cyfrowe

7.1  Cyfrowe uktady liniowe niezalezne od czasu

Uktad czasu dyskretnego (potocznie nazywany uktadem lub filtrem cyfrowym) przetwarza cigg wejsciowy {x }

na cigg wyjsciowy {yn} —rys.47.

— % H +—

{xn} {yn} = H{x,}]

Rysunek 47 Filtr cyfrowy

Podobnie jak w uktadach czasu ciggtego, wprowadza sie pojecie uktadu liniowego niezaleznego od czasy (LTI —
linear time invariant):
Uktad jest liniowy, gdy spetnia zasade superpozycji:

wejscie {xn} = Xy Xy Xy wyijscie {yn}= H[{xn}]
wejscie {un} =U, U, U ... wyjscie {vn}= H[{un}]
wejscie a {xn} +b {un} wyjscie a {yn} +b {vn}

Uktad jest niezalezny od czasu, gdy opdzniony sygnat wejsciowy x,.-m wywotuje reakcje filtru w postaci Y.

tzn. przebieg czasowy sygnatu wyjsciowego ulega jedynie opdznieniu, jego ksztatt pozostaje bez zmian:

wejécie {x } wyjscie {y }

wejscie {x__} wyjscie {y_}

Uktady cyfrowe LTI s3 opisane w dziedzinie czasu za pomocg splotu podobnie jak uktady LTI czasu ciggtego —
p.2.4.

wejscie & (delta Kroneckera) wyjscie y = hn(odpowiedz' impulsowa)

wejscie 8, (opdzniona delta Kroneckera) wyjsciey =h

wejscie X, O wyjscie y = thn—k

wejscie {xp} = X Xk G wyjscie Yy = Xk=—co Xi Rk = Xy * hy (84)

Jesli odpowiedz impulsowa jest réwna zeru dla ujemnych chwil czasu dyskretnego (hn=0, n < 0), woéwczas splot
(84) mozna przepisa¢ w postaci

Yn = ;clz—oo X R (85)
Méwimy wowczas o uktadach przyczynowych. Istotnie, n-ta prébka sygnatu wyjsciowego zalezy od
poprzednich prébek sygnatu wejsciowego, nie zalezy natomiast od probek nastepnych.



Uktady LTI mozna opisa¢ w dziedzinie zmiennej z, korzystajgc z twierdzenia o transformacie Zet splotu (wzor
66):
Y(z) =X(2)H(z),  H(z) = Z[{hu}] (86)

Transformata Zet odpowiedzi impulsowej uktadu jest transmitancjq uktadu.

7.2 Stabilnos¢ uktadu

Zatézmy, ze sygnat wejsciowy uktadu LTI maleje do zera w miare uptywu czasu: x,, = 0 gdy n — o=, Oznacza
to, ze wszystkie bieguny transformaty X(z) znajdujg sie w kole o promieniu jednostkowym (wzor 82).
Transformata Zet sygnatu wyjsciowego jest iloczynem X(z) i transmitancji uktadu H(z) — wzér (86). Jezeli
wszystkie bieguny H(z) znajdujg sie w kole jednostkowym, wéwczas to samo mozna powiedzie¢ o biegunach
Y(z)=X(z) H(z) i sygnat wyjsciowy y,, = 0 dlan — e=. O takim uktadzie (filtrze) méwimy, ze jest stabilny.

Jesli cho¢ jeden biegun transmitancji znajduje sie poza kotem jednostkowym (wzér 83), wéwczas y,, — oo.
O takim uktadzie moéwimy, ze jest niestabilny.

Korzystamy tu z pojecia stabilnosci w sensie BIBO (Bounded Input — Bounded Output): Jesli sygnat wejsciowy
jest ograniczony, to sygnat wyjsciowy stabilnego filtru jest réwniez ograniczony.

Aby zbadad stabilno$¢ uktadu LTI, nalezy obliczy¢ bieguny jego transmitancji i skorzysta¢ s warunkéw (82),
(83).

Niestabilny uktad nie posiada charakterystyki czestotliwosciowej, ktéra jest transformatg DTFT odpowiedzi
impulsowej. Suma H(z) = Z[{h,}] = X h,z™™ nie jest zbieina dla z = e/2™T, gdyz odpowied? impulsowa
dazy do nieskonczonosci ze wzgledu na biegun (lub bieguny) H(z) lezgce poza kotem jednostkowym.

ZZ
z2-7z+0.5
Bieguny H(z) sa zerami (pierwiastkami) wielomianu z% — z + 0.5.
Rozwigzujemy réwnanie z2 — z + 0.5 = 0, otrzymujemy z; = 0.5 + j0.5 iz, = 0.5 — j0.5

Przykfad analizy stabilnosci uktadu o transmitancji H(z) =

Odlegtos¢ obu biegunéw od poczatku uktadu wspétrzednych wynosi |z, = |z;| = \/% <1

Bieguny lezg w kole o promieniu jednostkowym, wiec uktad LTI jest stabilny.

7.3 Rownania réznicowe

W praktyce uktad (filtr) LTI jest najczesciej opisany rownaniem réznicowym:

N M
Yn = Z b; xp_; — z A Yn—i
i=0 i=1

(87)
Biezgca probka sygnatu wyjsciowego jest kombinacjg liniowg N+1 prébek sygnatu wejsciowego i M
poprzednich prébek sygnatu wyjsciowego. Wzor (87) opisuje sie¢ dziatan algorytmu filtracji. Obliczmy
transmitancje tego filtru,
Podstawiajac a =1, przeksztatcamy réwnanie réznicowe: M Vi = XN o b Xy
Obliczamy transformate Zet obu jego stron:
Y00 Zyn—i] = Xobi Z[xp—i]  Xiloaiz7'Y(2) = XN bz X (2)
Z twierdzenia o przesunieciu (wzér 63): Y(2)¥M,a,z7 = X(2) XN bz
Transmitancja uktadu:
Y@ bzt 2 VEN bV B@)
X)) YMiaiz7t o z7MYM a,zM-l T A(2)

H(z)
(88)



Transmitancja H(z) jest funkcjg wymierng, ma N zer i M biegundéw. Wyciggajgc czynniki z_NI i z_N przed sumy,

otrzymujemy wielomiany o nieujemnych potegach. Czynniki z—N| i z—N reprezentujg jedynie przesuniecie w
czasie, opdznienie o M-N probek.

7.4 Filtry o skonczonej i nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej

Jesli transmitancje (88) zredukujemy do wielomianu B(z),
N
H(z) = z bz
i=0
(89)

otrzymamy transmitancje filtru o skoficzonej odpowiedzi impulsowej FIR (finite impulse response) lub SOI
(skoriczona odpowiedz impulsowa). Réwnanie réznicowe takiego filtru otrzymamy, podstawiajagc M=0 do (87):

N
Yn = Z b; xpn_;
i=0
(90)

Podajac na wejscie pojedynczg probke w chwili O (tj. delte Kroneckera x,, = §,) otrzymamy odpowied?
impulsowa: y, = YN b; 6,_; = b,. Odpowied? impulsowa sktada sie z N+1 niezerowych prébek: - stad
nazwa filtru. Prébka sygnatu wyjsciowego jest kombinacjg N+1 prébek sygnatu wejsciowego (wzér 90). Taki
filtr jest zawsze stabilny, gdyz wartos¢ probki y, = YV b; x,,_; ma skoriczonag wartos¢.

Transmitancja filtru FIR ma N zer. Bieguny moga wystapi¢ jedynie w punkcie z=0, gdyz H(z) = XN b, z™" =
ZiNZ?LO b;zN=t. Czynnik z=N wywotuje jedynie opdznienie, nie ma wptywu na stabilnos¢.

W ogdlnym przypadku transmitancja (88) odnosi sie do ukfadu o nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej IIR
(infinite impulse response) lub NOI (nieskoficzona odpowiedzZ impulsowa).

Na rys.48 pokazano realizacje filtru w tzw. strukturze transwersalnej. Operator z~ "~ oznacza opdznienie o
jedng prébke. Za nieskonczony czas trwania odpowiedzi impulsowej odpowiada petla sprzezenia zwrotnego po
prawej stronie schematu. Ona rowniez moze by¢ przyczyng niestabilnosci — decyduje o tym potfozenie
biegunéw H(z). Lewa strona schematu przedstawia filtr FIR, ktdry jest zawsze stabilny (nie ma tu petli
sprzezenia zwrotnego).

1

X, —— b0 > + r<S T Y

7| /‘ \ 71

l_' b, a, ‘_l

z' 4

v v

z' z'

. I—F bN aM 4—]
Rysunek 48 Filtr zrealizowany w strukturze transwersalnej

7.5 Charakterystyka czestotliwosciowa filtru

Jezeli filtr jest stabilny, wéwczas mozemy podstawi¢ z = /2T = /2% /fs (f, = - Jest czestotliwoscia

probkowania) do wzoru na transmitancje (88) i otrzymacé w ten sposéb charakterystyke czestotliwosciowa
filtru.

H(z) = H(e/*T) = Hy(f)
(91)



Obliczanie charakterystyki czestotliwosciowej jest w istocie obliczaniem widma DTFT odpowiedzi impulsowej,
o czym byta mowa w p. 6.5.

Charakterystyka czestotliwosciowa méw nam o tym, w jaki sposob przetwarzane sg w filtrze sktadowe sygnatu
wejsciowego o roznych czestotliwosciach. Jezeli na wejscie filtru podamy sygnat harmoniczny o czestotliwosci
fo: x, = Acos(2nfynT + ¢), to na wyjsciu otrzymamy sygnat o tej samej czestotliwosci, rézniacy sie jedynie
amplituda i fazag. Wynika to z réwnania Y(z) = H(z)X(z), ktére przechodzi w  Y(e/2™oT) =
H(e/?™hT)x(e/2mhT) i dalejw Ys(f) = Hy(f) X5(f). Charakterystyka czestotliwosciowa dla czestotliwosci fo
jest liczbg zespolong: H(fy) = |Hs(fy)|e/¥Ue). Wynika stad, ze sygnat wyjsciowy bedzie miat amplitude
rowna A|Hg(fy)| i faze przesunietg o Y (fy) - rys.49

—»H (f,)=|H (f,) ]V [f——

x, = Acos(2n fnT +¢) v, = ALH (fy)[cos2m fynT +¢ +y (f,))

Rysunek 49 Analiza stanu ustalonego

W ten sposdb przeprowadziliémy analize stanu ustalonego w uktadzie pobudzonym sygnatem harmonicznym.
Jezeli sygnat wejsciowy sktada sie z szeregu sygnatdéw harmonicznych o réznych czestotliwosciach, woéwczas
analize nalezy przeprowadzi¢ dla wszystkich sktadowych (wynika to z liniowosci uktadu). Nalezy jeszcze raz
podkresli¢, ze taka analiza ma sens tylko dla stabilnych uktadow. Ukfady niestabilne nie majg charakterystyki
czestotliwosciowej, gdyz sygnat wyjsciowy dazy do wartosci nieskoriczone;j.

Jezeli interesujg nas stany przejsciowe w ukfadzie pobudzonym sygnatem wejsciowym o okreslonym poczgtku
(najczesciej jest to chwila n=0), wowczas obliczamy transformate Zet sygnatu wejsciowego i mnozymy jg przez
transmitancje filtru. Otrzymujemy Transformate Zet sygnatu wyjsciowego: Y(z) = H(2z)X(z) i stosujac
transformate odwrotna Zet otrzymujemy sygnat na wyjsciu uktadu.

Znajac potozenia biegundw i zer transmitancji uktadu, mozna niekiedy okresli¢, jaki przebieg ma
charakterystyka czestotliwosciowa. Zatézmy, ze uktad ma 3 bieguny jak na rys. 50. Bieguny (jak i zera) moga
by¢ rzeczywiste (lezg na osi rzeczywistej) lub zespolone parami sprzezone. Wynika to z faktu, ze sg to
pierwiastki wielomiandéw A(z) i B(z), ktorych wspoétczynniki sg rzeczywiste. Wielomiany o wspétczynnikach
rzeczywistych moga mieé pierwiastki rzeczywiste lub zespolone parami sprzezone.

Alm
r
/ : §
— = - : >
P / Re
F e
Rysunek 50 Przyktadowe potozenie biegundw filtru

Charakterystyka jest odczytywana na okregu o promieniu jednostkowym (rys.41). Biegun znajdujacy sie w
poblizu okregu wywotuje wzrost wartosci charakterystyki (rezonans filtru). Z kolei zero wywotatoby
zmniejszenie sie charakterystyki (antyrezonans). Na rys. 51 pokazano wartos¢ bezwzgledng charakterystyki
czestotliwosciowej. Rezonans wystepuje na czestotliwosci okreslonej katem ¢ (rys.50). 3-decybelowe pasmo



rezonansu ma zwigzek z odlegtoscig bieguna od okregu. Ponadto wystepuje ,podbicie” charakterystyki na
czestotliwosci rownej pofowie czestotliwosci probkowania. Ma to zwigzek z trzecim biegunem lezagcym na osi
rzeczywiste;.
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Rysunek 51 Charakterystyka czestotliwosciowa filtru z rys.50

Rozpatrzmy jeszcze przykfad prostego filtru o transmitancji H(z) = 1—z"1 = Zz;l Jest to filtr FIR (biegun w

poczatku uktadu wspotrzednych oznacza tylko opédznienie). Jako FIR jest on stabilny. Jego odpowiedz
impulsowa sktada sie z dwdch prébek: hy =1 i hy = —1. Charakterystyke czestotliwo$ciowag otrzymamy
przez podstawienie z = e/2™T = /2% /fs; H (f) = 1 — e /2™T Jedli interesuje nas czestotliwos¢ f=0, éwieré
czestotliwosci prébkowania f=1/(4T) czy potowa czestotliwosci prébkowania f=1/(2T), to mozna podstawic
odpowiednie wartosci zmiennej z tab. 2. | tak, dla f=0 otrzymujemy H,(0) = 0, a dla f=1/(2T), HS(%) = 2.
Miejsce zerowe transmitancji to z;=1. Lezy ono na okregu jednostkowym i sprawia ze sygnaty o okreslonej
czestotliwosci sg catkowicie ttumione. Wartosci z;=1 odpowiada czestotliwos¢ zerowa. Tak wiec prébki
sygnatu o wartosci statej (czyli ciggi tych samych probek) zostang wyttumione. Z kolei sprébkowane sygnaty o
czestotliwosci réownej potowie czestotliwosci probkowania bedg wzmocnione dwukrotnie -rys.52. Filtr jest
gornoprzepustowy, spadek wzmocnienia dla czestotliwosci wiekszych od potowy czestotliwosci prébkowania
wynika jedynie z lustrzanego odbicia , ktérego przyczyng jest probkowanie.

|H.(F)]
2
i >
1
0 57 + f
Rysunek 52 Charakterystyka czestotliwosciowa filtru 1-z*

7.6 Projektowanie filtrow

Najczesciej rozwigzywanym problemem jest synteza filtru spefniajgcego okreslone wymagania odnoszace sie
do charakterystyki czestotliwosciowej. Jako przyktad wezmy filtr dolnopasmowy. Na rys.53 pokazano
charakterystyke czestotliwosciowg idealnego filtru (linia przerywana) o czestotliwosci granicznej fc. Typowy
filtr zrealizowany w praktyce odbiega od idealnego. Celem projektowania jest powiekszenie ttumienia w
pasmie zaporowym (zwykle okredla sie je w decybelach — dB), zmniejszenie wahan w pasmie przepuszczania i
zawezenie pasma przejsciowego.
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Rysunek 53 Filtr dolnopasmowy

7.6.1 Projektowanie filtrow FIR metoda probkowania w dziedzinie czestotliwosci
Metoda ta opiera sie na wykorzystaniu odwrotnej Dyskretnej Transformaty Fouriera (IDFT):

1. Prébkujemy idealng charakterystyke czestotliwosciowg (linia przerywana na rys.53) w
o k
czestotliwosciach f;, = ot
obejmujemy zakres czestotliwosci od O do czestotliwosci prébkowania 1/T (T jest okresem
prébkowania). Oznacza to, ze X;_j, = X, (gwiazdka oznacza sprzezenie.)
2. Utworzony w ten sposéb wektor H poddajemy odwrotnej transformacji DFT:
— I —
h=W H=IDFT(H) (92)
3. Otrzymany wektor h zawiera probki odpowiedzi impulsowe] filtru dolnopasmowego. Mozna go

k=0,1,..,L— 1. Pamietamy o odtworzeniu ,lustrzanego odbicia”, gdyz

wykorzysta¢ do filtracji sygnatu {xn}: ¥, = X52g by Xp_i.

4. Aby porownaé zaprojektowany filtr z filtrem idealnym, obliczamy DTFT odpowiedzi impulsowej, czyli
charakterystyke czestotliwoéciowa zaprojektowanego filtru, podstawiajac z = e/?2™/T = e/27f/fs do
wzoru na transmitancje: H(z) = Y=} h; z 7%

Przyktadowe wyniki podano na rys.54, gdzie wykreslono wartos¢ bezwzgledng charakterystyki
czestotliwosciowej w decybelach w zakresie czestotliwosci od 0 do potowy czestotliwosci prébkowania. Na
rys.55 podano potozenie zer transmitancji zaprojektowanego filtru. W zakresie do potowy czestotliwosci
probkowania wystepuje 8 zer w pasmie zaporowym. Ich wpltyw widaé na rys.54: charakterystyka
czestotliwosciowa osigga warto$é zerowa (w decybelach to —o) w 8 réwnoodlegtych punktach. S3 to
czestotliwosci, w ktérych pobralisSmy probki idealnej charakterystyki czestotliwosciowe]. Zaprojektowany filtr

ma niskg wartos$¢ ttumienia w pasmie zaporowym, okoto 20 dB.
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Rysunek 54 Charakterystyka czestotliwosciowa zaprojektowanego filtru
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Rysunek 55 Potozenie zer transmitancji zaprojektowanego filtru

7.6.2 Projektowanie filtrow FIR metodq okien czasowych

sin(2mBt)
2Bt
pasmem filtru (patrz zadanie 4, p.8.1). Aby ograniczy¢ czas trwania odpowiedzi impulsowej, mnozymy h(t)

Idealny filtr dolnopasmowy czasu ciggtego ma odpowiedz impulsowa h(t) = 2B , gdzie B jest

przez okno prostokatne w(t) o czasie trwania LT i pobieramy L prébek (T jest okresem prébkowania).
Otrzymujemy w ten sposéb wektor h zawierajacy prébki odpowiedzi impulsowej filtru dolnopasmowego.
Dalej postepujemy jak w p. 7.6.1.

Mnozenie w dziedzinie czasu oznacza splatanie w dziedzinie czestotliwosci. Zaprojektowany filtr bedzie miat
charakterystyke czestotliwosciowg, ktéra jest splotem charakterystyki filtru idealnego z widmem okna. Na
rys.56 pokazano wartos¢ bezwzgledng charakterystyki czestotliwosciowej filtru otrzymanego tg metoda.
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Rysunek 56 Charakterystyka czestotliwosciowa filtru idealnego i otrzymanego
metodg naktadania okna prostokatnego

Zaprojektowany filtr charakteryzuje sie niewystarczajgcym ttumieniem w pasmie zaporowym (okoto 20 dB) i
duzymi wahaniami w pasmie przepuszczania. Ttumienie mozna poprawic¢ i zarazem zmniejszy¢ wahania
charakterystyki, jesli zastosujemy okno o innym ksztatcie, np. okno Hamminga (rys.57).

Odpowiedz impulsowa
0b T T T T T T

05t b

04 b

02t A

01r b

01 1 1 1 1 1 1
0

Rysunek 57 Okno Hamminga i jego dziatanie na odpowiedz impulsowa filtru
dolnopasmowego
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Rysunek 58 Charakterystyka czestotliwosciowa filtru dolnopasmowego
otrzymanego z wykorzystaniem okna Hamminga

Na rys.58 pokazano charakterystyke czestotliwosciowsa filtru otrzymanego przez naktadanie okna Hamminga.
Nastgpita znaczna poprawa ttumienia (wzrosto o okoto 30 dB) kosztem niewielkiego poszerzenia pasma
przejSciowego.
7.6.3 Filtr Butterwortha jako przyktad filtru o nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej
Dzieki wykorzystaniu nie tylko zer, ale i biegunéw, uzyskujemy wieksze mozliwosci ksztattowania
charakterystyki czestotliwosciowej. Przyktadem moze by¢ filtr Butterwortha o nastepujgcej transmitancji:

B(z z+ 1M

Hp <2 _ 9@+ D
A(z) i=1(Z2 — z;)

(93)
Transmitancja jest funkcjg wymierng o M zerach i M biegunach. Wszystkie zera lezg w punkcie z = —1, ktéry
odpowiada czestotliwosci réwnej potowie czestotliwosci probkowania (rys.41). Zapewnia to bardzo dobre
ttumienie wysokich czestotliwosci i brak wahan w pasmie zaporowym. Potozenie biegundw zi, z, ..., zZm
zapewnia statg wartosé charakterystyki czestotliwosciowej w pasmie przepuszczania, gdyz HIL-W:1|(Z —z)| =
const dla z lezgcych na okregu jednostkowym w zakresie niskich czestotliwosci — rys.59. W efekcie otrzymuje
sie charakterystyke czestotliwosciowg bez wahan w pasmie przepuszczania i zaporowym — rys.60.. Pewng

wadag jest szerokie pasmo przejsciowe, jednak mozna je zawezi¢, zwiekszajgc liczbe zer i biegundw.
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Rysunek 59 Bieguny i zera filtru Butterwortha
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Rysunek 60 Charakterystyka czestotliwosciowa filtru Butterwortha

7.6.4 Filtr eliptyczny (Cauera)

Akceptujgc niewielkie wahania charakterystyki w zakresie pasma przepuszczania i zaporowego, mozna
osiggnac¢ waskie pasmo przejsciowe. Te zatozenia spetnia filtr eliptyczny, ktérego zera i bieguny pokazano na
rys.61. Nierdwnomierny rozktad zer w zakresie pasma zaporowego zapewnia wysokie ttumienie (100 dB,
rys.62). Rozktad biegundw gwarantuje bardzo niskie wahania w pasmie przepuszczania (utamek decybela,
rys.63), a skupienie zer i biegundw w poblizu wartosci zmiennej z odpowiadajacej czestotliwosci granicznej
filtru zapewnia waskie pasmo przejsciowe — patrz rys.62.
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Rysunek 61 Bieguny i zera filtru eliptycznego
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Rysunek 62 Charakterystyka czestotliwosciowa filtru eliptycznego
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7.6.5 Cwiczenie laboratoryjne — filtry cyfrowe

W Module 4 znajdg Panistwo opis ¢éwiczenia laboratoryjnego z projektowania filtréw cyfrowych. Obejmuje ono
symulacje wymienionych w podrozdziale 7.6 metod projektowania filtrow, porédwnanie ich charakterystyk
czestotliwosciowych, badanie wptywu dtugosci odpowiedzi impulsowej, ksztattu okna, liczby zer i biegundéw na
charakterystyki filtrow. Do éwiczenia opracowano instrukcje i film demonstrujgcy obstuge programu i
wykonywanie symulacji.

8 Zadania i testy

8.1 Przyktadowe zadania z rozwigzaniami

1. Oblicz energie sygnatu jak na rysunku

Moc chwilowa wynosi P(t) = x%(t) = [AVt]? = A%t
AZ

Energia E = fOsz(t)dt = A? fol tdt=—

2. Oblicz splot sygnatéw x(t) i h(t) jak na rysunku



Catka splotowa:  y(t) = x(t) * h(t) = [ x(0)h(t — T)dT

Pierwszym krokiem jest obliczenie lustrzanego odbicia h(-t).

Funkcja h(t-t) to h(-t) przesunieta w prawo o t.

Funkcje h(t-t) mnozymy przez x(t) — w tym wypadku otrzymujemy prostokat bedacy wspdlng czescia
h(t-t) i x(t). Obliczenie catki (pola tego prostokata) nie nastrecza trudnosci.

Jezeli funkcje h(-t) przesuniemy w prawo lub w lewo o wiecej niz 1, woéwczas cze$¢ wspdlna zaniknie i
splot bedzie réwny 0. Przy przesunieciu zerowym (t=0) h(t-t) i x(t) pokrywajg sie catkowicie i splot
przyjmuje najwiekszg warto$é rowna 1.
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Ponizej pokazano wykres splotu y(t) = x(t) * h(t).
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3. Oblicz transformate Fouriera sygnatu x(t)



0 T

t

Oczywiscie mozna skorzystac z definicji (wzor 12). Mozna tez unikng¢ catkowania, wykorzystujgc wynik
dla impulsu prostokatnego z rys. 14. Naszym zadaniem jest obliczenie transformaty Fouriera sygnatu z
rys.14 przesunietego w prawo o t/2.

T
x(t) =rect (t — E)
sin(rft)

Wynik dla nieprzesunietego impulsu (wzér 19): F[rect.(t)] =7

nft

=7 sin(nf'[) e_j”fT

Z twierdzenia o przesunieciu (20):  F[rect (t — %)] e

4. Oblicz transformate odwrotng Fouriera majgc dane widmo X(f) jak na rysunku

Y

Tym razem obliczymy catke (14):

X0 = (D) = [ x(Perrtaf = [ erntar =
—oo -B

j2tBt —j2nBt
b [e/2mBt — g=J2TBt] = 1 e —sin(2nBt) =
j2mt Tt 2j mt
sin( 2nBt)
B 2nBt

Obliczong funkcje czasu pokazano na rysunku

5. Sprawdz stuszno$¢ wzoru Parsevala (28), postugujac sie przyktadowym sygnatem x(t) = 1(t)e™%,

gdzie 1(t) — skok jednostkowy (patrz rysunek).



A\

Wg twierdzenia Parsevala energie sygnatu mosna obliczyé w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci.
W dziedzinie czasu otrzynujemy:
E= xztdtzf e‘atzdtzfe‘zatdtz—e_zatw=—0—1 =—
| wde=| o= | e = —[0-1]
Widmo sygnatu x(t):

oo

X(H) = FlL@e 1 = | e

0

ate—j21tft dt :f e(—a—j2nf)t dt = 1. e( a— ]21tf)t| 1

0 —a — j2nf ~a+j2nf
Gestosc energii:
1 1

a+j2rnf a—j2nf T a2 + 4m2f?

IX(OIZ =XHX"(f) =

Energia jako catka z gestosci energii

f . . f 1 f‘x’ df _ 1 1 , f )\ B 1 & = _ 1
| (f)l f a? +47T2f2 4_7.[2 . a’ 5 - 4_7.[2161TC g a |- = mal2 " 2 - 2a
W-{_f 21T 2T
tan (x) arotg( )
n/2
0 " x

| -m/2

Ten sam wynik otrzymalismy w dziedzinie czasu, zgodnie ze wzorem Parsevala:

E = f_ixza)dt -/ :IX(f)Ide -

6. Na rysunku podano gestos¢ mocy sygnatu x(t): Gx(f) oraz warto$¢ bezwzgledng charakterystyki
czestotliwosciowej filtru liniowego niezaleznego od czasu (LTI): |H(f)|. Oblicz i naszkicuj gesto$¢ mocy
sygnatu y(t) na wyjsciu tego filtru: Gy(f). Oblicz moc sygnatu na wejsciu i wyjsciu filtru: Px i Py.

Rozwigzanie:
Stosujemy réwnanie (41): G, (f) = |H()|?G,(f). Reszte wyjasniono na rysunku.
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Majgc gestosci mocy obliczamy moce:

oo

Po= | Gupar=aw B = G(af=sw

—oo

7. Widmo sygnatu x(t) pokazano na rysunku. Sygnat poddano prébkowaniu z czestotliwoscia f; = % = 2.
Narysuj widmo sygnatu prébek. Czy mozna odtworzyé sygnat x(t) z probek? A jesli tak, to w jaki

sposob?

X(f)

.
>

-1 0 1 f

Rozwigzanie:

Widmo sygnatu prébek zawiera kopie widmowe sygnatu ciggtego, powtarzajace sie co fs , co pokazano na
rysunku ponizej. Kopie widmowe nie pokrywajg sie, wiec jest mozliwe odzyskanie sygnatu bez znieksztatcen.
Wynika to zresztg z twierdzenia o prébkowaniu: pasmo sygnatu wynosi 1 a czestotliwos¢ prébkowania jest 2
razy wieksza. Do odtworzenia sygnatu x(t) z probek potrzebny jest filtr dolnopasmowy o czestotliwosci

granicznej rownej 1, co réwniez pokazano na rysunku.

-1/T=-2 0 w=1 1T=2 2T=4 ¢

\ 4




8. Tres¢ zadania jak poprzednio, z tym, ze sygnat x(t) jest sygnatem harmonicznym o czestotliwosci 1.1.
Na rysunku pokazano widmo sygnatu ciggtego i widmo sygnatu prébek. Nieprzesunieta kopie
widmowg, odpowiadajacg sygnatowi ciggtemu x(t), oznaczono kolorem. Po zastosowaniu filtru
dolnopasmowego o czestotliwosci granicznej réwnej 1, na wyjsciu pojawi sie sygnat o czestotliwosci
2-1.1=0.9. Oczywiscie wszystkie te problemy wynikajg z nieprzestrzegania twierdzenia o prébkowania:
Czestotliwos$¢ prébkowania powinna w tym wypadku przekraczac warto$é 2.2.

X(f)

. A
110 11 0 f
A N
TR | B
=% 0 f,=11 1T=2 2T=4

z2

9. Oblicz odwrotng transformate Zet, dane X(z) = 0505
z? 1z 122

(z—0.5)(z-0.6) - (z-0.5) + (z—0.6)

Rozktad na utamki proste: X(z) =

Obliczamy wspotczynniki ri, ra:

. z—0.5 z

™= Zl_l)ToT.lSX(Z) 7 = z—0.6l,_¢5 =
' z—0.6 Z

Ty = zl—l>7(;r."6X(Z) 7 - z—0.5 z=0.6 =°

Otrzymujemy
2

X, = z r(z)™M,, = 11(2)™, + 75 (2)", = (=5 - 0.5" + 6 - 0.6™)1,,

i=1

. . . . . e . 1 1
10. Filtr jest opisany rownaniem réznicowym  y, = x, + 2Vn-1 + 3 Yn-2

Czy jest to filtr o skonczonej odpowiedzi impulsowej (FIR), czy o nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej (lIR)?
Oblicz transmitancje tego filtru H(z).

Czy ten filtr jest stabilny?

Rozwigzanie:

Juz na podstawie rownania réznicowego mozna stwierdzic, ze jest to lIR, gdyz prdobka biezgca sygnaty
wyjsciowego yn zalezy od poprzednich prébek sygnatu wyjsciowego.

L NP . 1 1 .
Po przepisaniu rownania réznicowego w postaci ¥, — - ¥n—1 ~ 3 ¥n-2 = Xn obliczamy transformate Zet obu

stron réwnania, korzystajac z twierdzenia o przesunieciu: Z[y,_;] = z‘iY(z). Otrzymujemy

Y(z) — %z_lY(z) — %Z_ZY(Z) = X(2)

Y(2)[1 - lz_1 — lZ‘z] = X(2)
4 8"



H(D) Y(2) 1 z?
Z) = = =
X(2) 21, 1, 21, 1
1 17 g2 z 2273
Transmitancja jest funkcjg wymierng, w mianowniku jest wielomian, co potwierdza fakt, ze jest to lIR.

Stabilno$¢ zalezy od potozenia biegundéw, czyli zer wielomianu z% — 275 Wielomian ma 2 pierwiastki(zera),

ktére sg biegunami transmitancji H(z): z; = % Zy = —i. Ich wartosci bezwzgledne sg mniejsze niz 1, bieguny

lezg wewnatrz kota o promieniu jednostkowym, a wiec filtr jest stabilny.

11. Uktad jest opisany schematem blokowym. Oblicz transmitancje tego uktadu. Jaki jest warunek jego
stabilnosci?

(o}
\ /

az' |«

a Yo
Ze schematu mozna odczyta¢ réwnanie réznicowe: y, = b(x, + ay,_1).
Przepiszemy je w postaci y,, — aby,,_1 = bx,, a nastepnie obliczymy transformate Zet obu stron réwnania:
Y(z) — abz~'Y(z) = bX(z). Po przeksztatceniu otrzymujemy transmitancje:
Y(2) b bz
X(z2) 1-abz' z-—ab
Transmitancja ma biegun w punkcie z; = ab. Filtr bedzie stabilny gdy |ab| < 1.

Y(2)[L—abz '] =bX(z) - H(z)=

8.2 Zadania do rozwigzania

12. Oblicz transformate Fouriera sygnatow przedstawionych na rysunku

-1 0 |1 " 2 0 1t
A
K
13. Oblicz korelacje sygnatow x(t) i y(t) jak na rysunku:
‘X(t) ‘y(t)
1 1
| » \ >
0 1 t 0 1 t

Korelacje Ryy (ty) = [ x(t)y(t — ty)dt oblicza sie podobnie jak splot: to jest teraz przesunieciem funkgji y(t).
Nie oblicza sie lustrzanego odbicia, jak to miato miejsce w splocie. Dla utatwienia naszkicowano przesunietg
funkcje y(t) i czes¢ wspdlng x(t) i y(t-to).



—~Y

1
1-¢
1
1 l\ 0<f0<]

1 0<i, <1

o
st
—
-~V

to+1

-1<,<0

-1<t,<0
‘Ru(fl))

14. Na rysunku podano gestos$¢ energii sygnatu x(t): |X(f)|?> oraz warto$é¢ bezwzgledng charakterystyki
czestotliwosciowej filtru liniowego niezaleznego od czasu (LTI): |H(f)|. Oblicz i naszkicuj gestos$¢ energii
sygnatu y(t) na wyjsciu tego filtru: | Y(f)|2. Oblicz energie sygnatu na wejsciu i wyjsciu filtru: Ex i E,.

A [H®)| A IX(HP
1 1 W/kHz
M » »
-2 0 2 flkHz] 2 0 2 flkHz]

15. Na rysunku podano gesto$é mocy telefonicznego sygnatu mowy. Czy czestotliwos$é prébkowania 8 kHz,
stosowana w systemie PCM, jest wtasciwa dla tego sygnatu? Jaka jest gesto$é mocy sygnatu prébek?

G(f)

3.4 03 03 3.4 “flkHz]



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
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Jaka jest najnizsza czestotliwos¢ probkowania dla sygnatu pasmowego gestosci mocy pokazanej na
rysunku? Narysuj gestos¢ mocy sygnatu probek.
G(f)
5 3 3 5  flkHz]

Oblicz transformate Zet ciggu xn, ktérego wartosci sg rdwne zeru dla n < 1, natomiast dla pozostatych
wartoscin, x, = 0.9""1
Transformata Zet wynosi X (z) =
Zet).

Sygnat x, ma transformate Zet: X(z) =

(Z:) 5 Oblicz prébki sygnatu x, (tzn. oblicz transformate odwrotna

Z
z2+4240.25
wzmocnionego 2 razy i opdznionego o 2 probki).
Wskazdowka: skorzystaj z wiasciwosci transformaty Z.

Oblicz splot dwdch sygnatéw dyskretnych: x,, = §,, — 0.56,,_; (ma on 2 prébki: xo=1 i x1=-0.5) i sygnatu
h, =056, + 6,_1 + 6,_2 (ma on 3 prébki: hp=0.5, h1=1i hp=1).
Wskazowka: Mozna to wykonaé mnozgc transformaty Zet.

Oblicz transformate Zet sygnatu y, = 2 x,,_, (tzn.

Uktad dyskretny (filtr cyfrowy) jest opisany rGwnaniem réznicowym: y,, = x,, — %yn_l + gyn_z Czy jest
to uktad o skonczonej czy nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej? Jakg ma transmitancje? Czy jest to
uktad stabilny?

Czy filtr o transmitancji H(z) = ——

Sporzadz orientacyjny wykres modutu charakterystyki czestotliwosciowe;j filtru o transmitancji H(z) =

jest stabilny? Uzasadnij odpowiedz.

o W zakresie czestotliwosci od zera do czestotliwosci prébkowania. Jakie jest wzmocnienie filtru
dla sygnatu o wartosci statej, sygnatu o czestotliwosci rownej potowie czestotliwosci prébkowania i

sygnatu o czestotliwosci rownej czestotliwosci prébkowania?

Biblioteka

Laboratorium (¢wiczenie ,Filtracja cyfrowa” i materiaty pomocnicze (,Prébkowanie” i ,Transformaty DFT,
DCT”) opisano w Module 4.
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