Przyktadowe zadania z rozwigzaniami

1. Oblicz energie sygnatu jak na rysunku
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Moc chwilowa wynosi P(t) = x2(t) = [AVt]? = A%t
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Energia E = [ x*(t)dt = A* [ tdt ==

2. Oblicz splot sygnatow x(t) i h(t) jak na rysunku
Catka splotowa:  y(t) = x(t) x h(t) = [ x(D)h(t — 1)dt

Pierwszym krokiem jest obliczenie lustrzanego odbicia h(-1).

Funkcja h(t-t) to h(-t) przesunieta w prawo o t.

Funkcje h(t-t) mnozymy przez x(t) —w tym wypadku otrzymujemy prostokat bedacy wspdlng czescig
h(t-t) i x(t). Obliczenie catki (pola tego prostokata) nie nastrecza trudnosci.

Jezeli funkcje h(-t) przesuniemy w prawo lub w lewo o wiecej niz 1, wéwczas cze$é wspdlna zaniknie
i splot bedzie rowny 0. Przy przesunieciu zerowym (t=0) h(t-t) i x(t) pokrywajg sie catkowicie i splot
przyjmuje najwiekszg warto$¢ rowna 1.
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Ponizej pokazano wykres splotu y(t) = x(t) * h(t).
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3. Oblicz transformate Fouriera sygnatu x(t)
aX(t)
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Oczywiscie mozna skorzystac z definicji (wzér 12). Mozna tez unikng¢ catkowania, wykorzystujac
wynik dla impulsu prostokatnego z rys. 14. Naszym zadaniem jest obliczenie transformaty Fouriera

sygnatu z rys.14 przesunietego w prawo o t/2.
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x(t) = rect (t — E)

Wynik dla nieprzesunietego impulsu (wzér 19):  F[rect,(t)] = Ak
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Z twierdzenia o przesunieciu (20): F[rect,(t — g)] =T

4. Oblicz transformate odwrotng Fouriera majgc dane widmo X(f) jak na rysunku
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Tym razem obliczymy catke (14):
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Obliczong funkcje czasu pokazano na rysunku
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5. Sprawdz stuszno$¢ wzoru Parsevala (28), postugujac sie przyktadowym sygnatem x(t) = 1(t)e™%,
gdzie 1(t) — skok jednostkowy (patrz rysunek).
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Wg twierdzenia Parsevala energie sygnatu mozna obliczy¢ w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci.



W dziedzinie czasu otrzymujemy:
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Widmo sygnatu x(t):
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Gestosc energii:
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Energia jako catka z gestosci energii
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Ten sam wynik otrzymalismy w dziedzinie czasu, zgodnie ze wzorem Parsevala:
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6. Na rysunku podano gestos¢ mocy sygnatu x(t): Gg(f) oraz wartos¢ bezwzgledng charakterystyki
czestotliwosciowej filtru liniowego niezaleznego od czasu (LTI): |H(f)|. Oblicz i naszkicuj gestos¢ mocy
sygnatu y(t) na wyjsciu tego filtru: Gy(f). Oblicz moc sygnatu na wejsciu i wyjsciu filtru: Px i Py.

Rozwigzanie:
Stosujemy réwnanie (41): G, (f) = |H()|?G,(f). Reszte wyjasniono na rysunku.
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Majac gestosci mocy obliczamy moce:
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7. Widmo sygnatu x(t) pokazano na rysunku. Sygnat poddano prébkowaniu z czestotliwoscia f; = % = 2.
Narysuj widmo sygnatu prébek. Czy mozna odtworzy¢ sygnat x(t) z prébek? A jesli tak, to w jaki

Sposob?
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Rozwigzanie:
Widmo sygnatu prébek zawiera kopie widmowe sygnatu ciggtego, powtarzajgce sie co fs, co pokazano na
rysunku ponizej. Kopie widmowe nie pokrywajg sie, wiec jest mozliwe odzyskanie sygnatu bez
znieksztatcen. Wynika to zresztg z twierdzenia o prébkowaniu: pasmo sygnatu wynosi 1 a czestotliwos¢
probkowania jest 2 razy wieksza. Do odtworzenia sygnatu x(t) z probek potrzebny jest filtr dolnopasmowy

o czestotliwosci granicznej réwnej 1, co rdwniez pokazano na rysunku.
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8. Tresc zadania jak poprzednio, z tym, ze sygnat x(t) jest sygnatem harmonicznym o czestotliwosci 1.1.
Na rysunku pokazano widmo sygnafu ciggtego i widmo sygnatu prébek. Nieprzesunieta kopie
widmowg, odpowiadajgcy sygnatowi ciggtemu x(t), oznaczono kolorem. Po zastosowaniu filtru
dolnopasmowego o czestotliwosci granicznej rdwnej 1, na wyjsciu pojawi sie sygnat o czestotliwosci
2-1.1=0.9. Oczywiscie wszystkie te problemy wynikajg z nieprzestrzegania twierdzenia o
probkowania: Czestotliwos¢ prébkowania powinna w tym wypadku przekracza¢ wartosé 2.2.
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9. Oblicz odwrotna transformate Zet, dane X(z) = 03 (—0.8) 5§(z—o )
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Rozktad na utamki proste: X(z) =
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Otrzymujemy
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10. Filtr jest opisany réwnaniem réznicowym Vp = X + %yn_l + %yn_z
Czy jest to filtr o skonczonej odpowiedzi impulsowej (FIR), czy o nieskoriczonej odpowiedzi
impulsowe;j (lIR)?
Oblicz transmitancje tego filtru H(z).
Czy ten filtr jest stabilny?

Rozwigzanie:
Juz na podstawie réwnania réznicowego mozna stwierdzi¢, ze jest to IR, gdyz probka biezgca sygnaty

wyjsciowego yn zalezy od poprzednich préobek sygnatu wyjsciowego.
L, . . 1 1 .
Po przepisaniu réwnania réznicowego w postaci y,, — 2Yn-1 = 5Vn-2 = Xn obliczamy transformate

Zet obu stron réwnania, korzystajac z twierdzenia o przesunieciu: Z[y,_;] = z‘iY(z). Otrzymujemy

Y(z) - %Z_lY'(Z) — %Z_ZY(Z) = X(2)
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Transmitancja jest funkcjg wymierng, w mianowniku jest wielomian, co potwierdza fakt, ze jest to IIR.

Stabilnos$¢ zalezy od potozenia biegundéw, czyli zer wielomianu zz—zz—g . Wielomian ma 2

pierwiastki(zera), ktére sg biegunami transmitancji H(z): z, = %Zz = —%. Ich wartosci bezwzgledne sg

mniejsze niz 1, bieguny lezg wewnatrz kota o promieniu jednostkowym, a wiec filtr jest stabilny.

11. Ukfad jest opisany schematem blokowym. Oblicz transmitancje tego uktadu. Jaki jest warunek jego
stabilnosci?
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Ze schematu mozna odczytac¢ réwnanie réznicowe: y, = b(x, + ay,_1).

Przepiszemy je w postaci y, —aby,_1 = bx,, a nastepnie obliczymy transformate Zet obu stron
réwnania:

Y(z) — abz™1Y(z) = bX(z). Po przeksztatceniu otrzymujemy transmitancje:

Y(2) B b _ bz

X(z) 1—abz! z-—ab

Transmitancja ma biegun w punkcie z; = ab. Filtr bedzie stabilny gdy |ab| < 1.

Y(2)[1—abz '] =bX(z) - H(z)=
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