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1 Analogowa modulacja amplitudy

1.1 Transmisja analogowa — kryteria jakosci

Aby przesta¢ sygnat analogowy (mowa, muzyka) mozna wykorzysta¢ analogowe lub cyfrowe tacze
transmisyjne. To ostatnie wymaga przetworzenia sygnatu analogowego na strumied binarny droga
probkowania i kwantyzacji. Schemat analogowego i cyfrowego facza transmisyjnego podano w Module 1,
jednak zostanie on tu przypomniany dla wygody czytelnika. Modulator w systemie analogowym (Rys.1) stuzy
do przeniesienia sygnatu modulujgcego m(t) w odpowiednie pasmo czestotliwosci, udostepniane przez kanat
transmisyjny. W przypadku potgczenia kablowego mozna zastosowac transmisje w pasmie podstawowym bez
modulatora, jednak i wowczas modulacja staje sie niezbedna, jesli udostepniamy kabel kilku uzytkownikom.
Sygnat zmodulowany s(t) zajmuje najczesciej szersze pasmo czestotliwosci niz sygnat modulujacy, wyjgtkiem
jest jednowstegowa modulacja amplitudy. Kanat transmisyjny bedziemy modelowa¢ jak filtr o pasmie B,
przenoszacy wszystkie sktadowe czestotliwosciowe zawarte w sygnale s(t). Ponadto uwzglednimy szum n(t)
pochodzenia termicznego. Na wyjsciu kanatu otrzymamy sygnat v(t) o mocy S i szum o mocy N. Stosunek mocy

sygnatu do szumu: SNR =% charakteryzuje jako$¢ odebranego sygnatu, a co za tym idzie, jakos¢ kanatu

transmisyjnego. Demodulator ma za zadanie wydzielenie z sygnatu v(t) kopii sygnatu modulujgcego so(t). Ze
wzgledu na szum, udaje sie to tylko czesciowo: na wyjsciu demodulatora otrzymuje sie sygnat z szumem:
m*(t) = so(t) + no(t) (1)

Stosunek mocy sygnatu uzytecznego na wyjsciu demodulatora (So) do mocy szumu (No) jest pewnym

wskaznikiem jakosci otrzymanego sygnatu: SNR, = Ifl—o
0

Aby oceni¢ odpornos¢ systemu transmisyjnego na szum w kanale, nalezy poréwnac¢ SNRo i SNR. Duzy przyrost
wartosci SNR w demodulatorze swiadczy o duzej odpornosci systemu na zaktécenia.

Innym parametrem charakteryzujgcym jakos¢ systemu transmisyjnego jest wykorzystane pasmo B. Oczywiscie
pasmo zajete przez sygnat zmodulowany (B) jest proporcjonalne do pasma sygnatu modulujgcego (fm).

Oszczedny system charakteryzuje sie niewielkim wspodtczynnikiem poszerzenia pasma fi. Niestety oba
M

kryteria jakosci systemu (odpornos¢ na zaktécenia i waskopasmowosé) sg sprzeczne. Duzg odpornoscig na
zaktdcenia charakteryzujg sie systemy szerokopasmowe.

é n(t)

m(t) s(t) v(t)
— + modulator kanat demodulator
moc P pasmo B moce: l
max. czestotl. f, sygnatu S
szumu N m*(t) = so(t) + ng(t)

/

moc S, moc N,

Rysunek 1 Analogowe tgcze transmisyjne




1.2 Modulacje dwuwstegowe i jednowstegowe AM

1.2.1 Modulacja amplitudy — dwuwstegowa z wyttumiong falg nosng (AM — DSB-SC double sideband

suppressed carrier)

Schemat modulatora AM DSB-SC zawiera uktad mnozenia sygnatu modulujgcego m(t) (moze to by¢ sygnat

mowy lub muzyki) przez sygnat fali nosnej (wzor 2 i rys.2).
s(t) = m(t) cos(2mfyt)

>
'

\T:os(hfut)

m(t) N s(t)=m(t) cos(2nf,t)
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Rysunek 2 Schemat modulatora DSB-SC i przebieg sygnatu zmodulowanego

(2)

Na tym samym rysunku pokazano sygnat DSB-SC w dziedzinie czasu. Zmniejszono czestotliwosé sygnatu fali

nosnej zeby pokaza¢ zmiane fazy w momencie przejscia sygnatu modulujacego przez zero.

Zatézmy,ze znamy widmo (transformate Fouriera) sygnatu modulujacego: M(f) = F[m(t)]. Wéwczas widmo

sygnatu zmodulowanego wyraza sie wzorem:

S(f) = Fm(¢) cos(2mfyt)] = F[m(t)] * Flcos(2mfyt)] =
= M(f) * 5 [6(f = fo) + 8(f + fo)] = s M(f = fo) + 3 M(f + f5)

(3)

Wyprowadzajac wzér, wzieto pod uwage, ze transformata Fouriera iloczynu jest splotem widm, a splot z
impulsem Diraca jest przesunieciem funkcji w miejsce potozenia impulsu. Widma sygnatéow na wejsciu i
wyjsciu modulatora DSB-SC pokazano na Rys.3. W widmie sygnatu zmodulowanego nie widaé prazkéw widma

fali nosnej, dlatego méwimy o wyttumionej fali nosnej.

0 fu
S(M
0.5 M(f+f,) 0.5 M(f-f))
-f, f,
B=2fu

Rysunek 3 Widmo sygnatu modulujgcego i zmodulowanego w systemie DSB-SC

Pasmo czestotliwosci zajete przez sygnat zmodulowany jest dwukrotnie szersze niz pasmo sygnatu

. . . . B s
modulujgcego. Wspdtczynnik poszerzenia pasma » ma wartosé 2.
M

Energie sygnatu modulujgcego i zmodulowanego wyrazajg sie wzorami (4) i (5):

Ev = [11 M(P)I2df

(4)



Es = [IS()Idf = By +Ey = 5By (5)
Wzér (5) jest stuszny gdy amplituda sygnatu fali nosnej rowna sie 1. Ogdlnie, energia podaza za kwadratem
amplitudy i prawa strone réwnania (5) nalezy pomnozy¢ przez kwadrat amplitudy sygnatu fali nosnej.
Pamietajmy tez o ogdlnym zatozeniu, ze obliczamy energie i moce, jakie wydzielajg sie w oporniku o opornosci
1 Q, gdy napiecie i prad majg identyczng warto$é. Projektujgc konkretne uktady nadajnikow, musimy
przeskalowac¢ wartosci energii i mocy.
Wz6r (5) mozna réwniez zastosowaé do mocy sygnatéw (uwzgledniajgc powyisze zatozenia). Po modulacji
moc sygnatu maleje zatem do potowy: S = %P, gdzie P jest mocg sygnatu modulujgcego.
Na Rys.2 mozna zaobserwowaé, ze tzw. obwiednia sygnatu DSB-SC (mozna jg otrzymac za pomocy detektora
szczytowego, rys.9) nie jest kopig sygnatu modulujgcego m(t), tylko jego wartosci bezwzglednej. Taki detektor
nie nadaje sie do odbioru sygnatu DSB-SC. Nalezy uzy¢ innego uktadu, zwanego detektorem synchronicznym
(Rys.4).

filtr filte
———— > asmow . »| dolno- |—
DsB-sC [P+ pasmowy | s,(t)+n,(t)
+ szum -
pasmo f,
pasmo B cos(2xft)
detektor

synchroniczny

Rysunek 4 Odbiornik z detektorem synchronicznym

Sygnat uzyteczny na wejsciu odbiornika jest sygnatem DSB-SC: s(t) = m(t) cos(2mfyt). Ten sam sygnat
pojawi sie na wyjéciu filtru pasmowego. Uwzgledniajac zalezno$¢ cos? a = % + %cos(Za), otrzymamy sygnat
na wyjéciu detektora synchronicznego: m(t) cos?(2mfyt) =m(t)[§+%cos(4rrf0t)]. Sygnat o wysokiej
czestotliwosci zostanie zatrzymany w filtrze dolnopasmowym, w zwigzku z czym na wyjsciu odbiornika
otrzymamy sygnat uzyteczny

1
So(t) =;m(t) (6)
0 mocy Sy = %P. Dwukrotne zmniejszenie amplitudy oznacza czterokrotne zmniejszenie mocy. Na rys. 5

pokazano wyniki symulacji: przebiegi czasowe i widma sygnatow w odbiorniku z detektorem synchronicznym.
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Rysunek 5 Sygnaty w odbiorniku synchronicznym DSB-SC




Z modulacjg DSB-SC stykamy sie niemal codziennie, gdy stuchamy analogowego radia FM. Sygnat
stereofoniczny dociera do nas dzieki modulacji czestotliwosci, ale modulacje amplitudy DSB-SC wykorzystuje
sie do potgczenia sygnatdw kanatu lewego L(t) i prawego R(t) w jeden sygnat stereofoniczny modulujacy
nadajnik FM. Analogowy sygnat stereofoniczny otrzymuje sie w nastepujacy sposoéb:

m(t) = [L(t) + R()] + [L() — R(t)] cos(2nfyt) + acos(2mLe) (7)
Sygnat L(t)+R(t) wstawia sie w pasmie podstawowym, natomiast L(t)-R(t) moduluje w systemie DSB-SC sie z
wykorzystaniem fali nosnej o niewielkiej czestotliwosci fo=38 kHz. Ponadto transmituje sie sygnat harmoniczny
o czestotliwosci 38:2=19 kHz, zwany sygnatem pilota. Sygnat stereofoniczny (bez pilota) pokazano na Rys. 6.

A A :
w \f\ U~ t
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\
\

m(t) bez pilota

Rvsunek 6 Analogowyv svgnat stereofonicznv

Ze wzoru (7) wynika, ze sygnaty L(t) i R(t) mozna rozdzieli¢, dokonujgc prébkowania sygnatu stereofonicznego
w odpowiednich momentach. Potrzebne sg dwa uktady prébkujace, jeden pobiera prébke gdy fala nosna
osigga szczytowqg wartosc¢ réwng 1, a drugi, gdy osigga ona wartos¢ rowna -1. Momenty préobkowania okresla
sie na podstawie analizy sygnatu pilota.

Widmo (kompleksowego) sygnatu stereofonicznego pokazano na rys.7. Pasmo czestotliwosci zajete przez
sygnaty L(t) i R(t) wynosi 15 kHz.Pasmo kompleksowego sygnatu stereofonicznego wynosi 38+15=53 kHz.

Sygnat pilot” DSB-SC
monofoniczny 19kHz fo=38kHz

T

0.5 [L(f-fy) —R(f-fy)]

/—\ .
0 15 19 23 53 flkHz]

Rysunek 7 Widmo analogowego sygnatu stereofonicznego

1.2.2 Modulacja amplitudy — dwuwstegowa z falg nosna (AM — DSB double sideband)

W?zér na modulacje dwuwstegowg AM mozna zapisa¢, dodajgc fale nosng do sygnatu DSB-SC, cho¢ oczywiscie
nie jest to sposdb wykorzystywany w technice. Mozna tez interpretowac ten wzér jak wynik mnozenia sygnatu
m(t) z dodang sktadowg statg (réwng 1) przez fale nosna:

s(t) = m(t) cos2mfyt + cos2mfyt = [1 + m(t)] cos2mfyt (8)



Na Rys.8 pokazano przebieg czasowy sygnatu AM-DSB. Jesli w kazdej chwili t spetniony jest warunek
[1+ m(t)] > 0, wéwczas méwimy ze brak jest przemodulowan i obwiednia sygnatu AM-DSB jest kopig
sygnatu modulujgcego.

1+m(t) N\ s(t)=m(t) cos(2xf,t)+cos(2xf.t)

\T:os(anOt)

NANAWSN)

-1-m(t)

Rysunek 8 Modulator AM-DSB i przebieg czasowy sygnatu
zmodulowanego

Wodwczas jako demodulatora mozna uzy¢ bardzo prostego uktadu detektora szczytowego z diodg i obwodem
RC (Rys.9).

Widmo sygnatu AM-DSB naszkicowano na Rys.10. Jest to widmo sygnatu DSB-SC, do ktérego dodano prazki
widma fali nosnej (poréwnaj z Rys.3. Transmisja fali nosnej wymaga dodatkowej mocy nadajnika. Ta
dodatkowa moc nie niesie zadnej informacji — jest ona zawarta we wstegach bocznych. Jej wielky zaletg jest
wykorzystanie prostego detektora, niewymagajgcego generowania fali nosnej po stronie odbiorczej. Taki
detektor nazywamy niekoherentnym.

T
Y

Rysunek 9 Detektor obwiedni w ukfadzie detektora
szczytowego
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Rysunek 10 Widmo sygnatu AM-DSB

1.2.3 Modulacja amplitudy — jednowstegowa z wyttumiong falg nosng (AM — SSB-SC single sideband
suppressed carrier)

Informacja osygnale modulujgcym jest ukryta we wstegach bocznych widma. Ze wzgledu na symetrie,
zawierajg one te samg informacje. Sygnat zmodulowany moze wiec zawiera¢ jedng wstege, drugg mozna
wyttumié. Zmniejsza sie w ten sposéb pasmo kanatu wykorzystywanego do transmisji (Rys.11). Wspodfczynnik

) B iy
poszerzenia pasma — ma wartosé 1.
M

Gdy zachowana zostaje wstega gérna, méwimy o gérnowstegowej modulacji SSB (USSB — Upper Single
Sideband). W przeciwnym przypadku mamy do czynienia z modulacjg dolnowstegowg (LSSB — Lower Single
Sideband).

Do odbioru sygnatow AM-SSB stuzy detektor synchroniczny (Rys.4). Na Rys.12 pokazano wyniki symulacji:
przebiegi czasowe i widma sygnatow w rdéznych punktach nadajnika i odbiornika. Prosze zwréci¢ uwage na
fakt, ze prawa cze$é widma sygnatu modulujgcego staje sie gdérng wstegg sygnatu USSB, po czym w odbiorniku,
na wyjsciu detektora synchronicznego, niejako wraca na swoje miejsce. To samo mozna powiedzieé¢ o lewej
czesci widma, ktora jest lustrzanym odbiciem czesci prawe;j.

Ze wzgledu na oszczedno$¢ pasma, modulacja SSB jest chetnie wykorzystywana przez amatoréw -
krétkofalowcow.

DSB-(SC) SSB-(SC)

~— 5 Hf) —

Yy

Rvsunek 11 Generowanie svenatu AM-SSB metoda filtracvina




sygnat modulujgcy

sygnat dwuwstegowy DSBSC

sygnat jednowstegowy SSB

na wyjsciu detektora synchronicznego

na wyjsciu odbiornika

czas 0 czestotliwosé

Rysunek 12 Przebiegi czasowe i widma sygnatow w modulatorze i demodulatorze AM-SSB

Aby zbada¢ odpornos¢ modulacji AM-SSB na szum w kanale transmisyjnym, porédwnajmy stosunek mocy
sygnatu do szumu na wyjsciu kanatu i na wyjsciu odbiornika. Zatézmy, ze sygnat modulujagcy ma moc P,
amplituda sygnatu fali nosnej jest réwna 1 a gestos¢ mocy szumu w kanale wynosi n W/Hz. Wdwczas na

wyjsciu modulatora dwuwstegowego (DSB-SC) otrzymujemy sygnat o mocy Spsp =%P (p.1.2.1). Po

sttumieniu jednej wstegi moc zmniejsza sie dwukrotnie: S =i P. Sygnat SSB o tej mocy pojawia sie na
wejsciu odbiornika. Detektor synchroniczny to uktad mnozacy przez fale nosng, podobnie jak modulator
dwuwstegowy (Rys.3). Na jego wyjsciu pojawiajg sie dwie przesuniete kopie widmowe sygnatu wejsciowego o
amplitudzie zmniejszonej do potowy, a wiec 0 mocy zmniejszonej 4 razy. Catkowita moc sygnatu na wyjsciu
detektora synchronicznego wynosi %S + %S = %S. Potowa tej mocy znajduje sie w zakresie wysokich
czestotliwosci i zostanie wyttumiona w dolnopasmowym filtrze (Rys.4). W pasmie podstawowym pozostanie
potowa mocy: S, = % . %S = %S . Jest to moc sygnatu uzytecznego na wyjsciu odbiornika.

Podobnie przeprowadzimy analize mocy szumu. Pasmo zajete przez sygnat SSB wynosi fm, a wiec szum na
wyjéciu kanatu ma moc : N = nfy,. W detektorze synchronicznym pojawia sie dwie niepokrywajace sie kopie
widmowe szumu, podobnie jak to byto z sygnatem SSB (Rys.12). Na wyjsciu detektora synchronicznego moc

- . 1 1 1 o o,
szumu zmniejszy sie dwukrotnle:ZN+ZN = ;N, z czego na pasmo podstawowe (niskich czestotliwosci)

przypada potowa:N, = % . %N = iN. Moc szumu na wyjsciu odbiornika zmalata wiec 4 razy w poréwnaniu z

mocy szumu na jego wejsciu. To samo stato sie z mocg sygnatu uzytecznego: rowniez zmalata czterokrotnie.
Oznacza to, ze stosunek mocy sygnatu uzytecznego do mocy szumu nie zmienit sie po przejsciu przez
odbiornik:

SNR, = fv—‘; =2 = SNR (9)

Nie jest to wysoka odpornosé na szum w kanale (s3 modulacje oferujace znaczne powiekszenie SNR w
odbiorniku, jednak wymagajg one szerokiego pasma). Przy wspotczynniku poszerzenia pasma réwnym 1 nie
jest mozliwe uzyskanie wiekszej odpornosci na zaktécenia , tzn. SNRy < SNR. Uzyskana rownosé (wzor 9) jest
najwiekszg wartoscig SNRo, jakg mozna uzyskaé. Wynika to z twierdzenia Shannona o przepustowosci kanatu x

1.3 Modulacja czestotliwosci i modulacja fazy
1.3.1 Modulacja kata i jej podstawowe parametry

Modulacja czestotliwosci (FM — Frequency Modulation) i modulacja fazy (PM = Phase Modulation) nalezg do
tzw. modulacji kata. Kopia sygnatu modulujgcego jest transmitowana w fazie lub w czestotliwosci sygnatu
zmodulowanego, natomiast nie jest mozliwe jej odzyskanie z amplitudy tego sygnatu. Na rys.13 pokazano
modulator katowy i naszkicowano mozliwy sygnat wyjsciowy modulatora. Rysunek ma charakter pogladowy.
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Rysunek 13 Modulacja kata

Sygnat modulujgcy m(t) moze wptywaé na faze chwilowa O(t) bezposrednio lub przez catke. W tym pierwszym
przypadku méwimy o modulacji fazy

o(t) = 2nfot + Dym(t) (10)
W tym drugim przypadku mamy do czynienia z modulacjg czestotliwosci:
o(t) = 2mfyt + Dy ft’; m(A)dA (11)

Wspotczynniki Dp i Df mozemy traktowac jako wzmocnienie toru akustycznego w nadajniku, mozna tez je
wykorzystac jako amplitude sygnatu modulujgcego (wéwczas przyjmujemy, ze m(t) ma najwiekszg wartos$é
rowng 1).

Czestotliwos$é chwilowa sygnatu to szybkos$¢ zmian fazy tego sygnatu

f(t) ===0(t) (12)

We wzorze dzielimy pochodng fazy przez 2m, aby uzyskaé czestotliwos¢ w Hz, w przeciwnym wypadku
mielibysmy predkos$¢ katowa w radianach ma sekunde. Rézniczkujgc wzory (10) i (11), otrzymujemy wzory na
czestotliwos¢ chwilowg sygnatu PM i FM.

Dp a

PM: O =fo+3ts
FM: () = fo+32m(®) (14

Sygnat modulujacy wptywa wiec bezposrednio na czestotliwosé chwilowg w modulacji FM.

m(t) (13)

Dla harmonicznego sygnatu modulujgcego okresla sie parametry sygnatu zmodulowanego, takie jak indeks
modulacji i dewiacja czestotliwosci Weimy sygnat harmoniczny o amplitudzie réwnej 1 i czestotliwosci
fm:m(t) = cos(2mfy,t). Jesli chcemy zmieni¢ amplitude tego sygnatu, to mozemy wykorzysta¢ wspotczynniki
wzmocnienia Dy i Dr. Po podstawieniu do wzoru (10), otrzymujemy faze chwilowg sygnatu PM:

O(t) = 2nfot + Dy cos( 21 ft) (15)
Najwieksza warto$¢ odchytki fazy chwilowej sygnatu zmodulowanego od fazy fali nosnej nosi nazwe indeksu
modulacji i jest oznaczana przez . W modulacji fazy, indeks modulacji wynosi f = D,,, czyli zalezy od
amplitudy sygnatu modulujgcego. Podstawiajac m(t) = cos(2mf,t) do (13), otrzymujemy wzér na
czestotliwos¢ chwilowg sygnatu PM:

f@®=fo+ f—,’;anm(— Sin( 21 fint)) = fo = Dpfin SiN( 21 f ) (16)
Najwieksza wartos$é odchytki czestotliwosci chwilowej sygnatu zmodulowanego od czestotliwosci fali nosnej
nosi nazwe dewiacji czestotliwosci. Dewiacja czestotliwosci okresla w pierwszym przyblizeniu pasmo
czestotliwosci zajete przez sygnat zmodulowany. Dla modulacji PM wynosi ona AF = D, f,, i zalezy zaréwno
od amplitudy jak i czestotliwosci sygnatu modulujgcego. Ponadto stuszna jest zaleznos¢:

g = % (17)

Obliczmy teraz indeks modulacji i dewiacje czestotliwosci dla modulacji FM. Faza chwilowa wyraza sie
wzorem (11), co po podstawieniu sygnatu harmonicznego wynosi



O(t) = 2nfyt + Dy [, cos(2mfpA) dA = 2mfot + % sin(2nft) (18)

D
Najwieksza odchytka fazy, czyli indeks modulacji wynosi wiec f8 =#. Z kolei dewiacje czestotliwosci

otrzymujemy ze wzoru (14), co po podstawieniu sygnatu harmonicznego wynosi
f®) = fo + 3% cos(2mft) (19)
Dewiacja czestotliwosci zalezy od amplitudy sygnatu modulujgcegoi nie zalezy od czestotliwosci: AF = py Nie

oznacza to, ze czestotliwos¢ sygnatu modulujgcego nie wptywa w ogdle na pasmo czestotliwosci sygnatu FM.
Wptyw ten istnieje, ale jest znacznie mniejszy niz w przypadku modulacji PM. M.in. z tego wzgledu analogowa
modulacja czestotliwosci jest bardziej popularna niz analogowa modulacja fazy. W radiofonii komercyjnej na
falach ultrakrétkich (czestotliwosci rzedu 100 MHz) wykorzystuje sie modulacje FM. Z tego wzgledu w dalszej

czesci podrecznika zajmiemy sie modulacjg FM.

Zauwazmy, ze dla modulacji FM réwniez spetniona jest zaleznos¢ (17): f = ]AC—F.

1.3.2 Widmo i pasmo sygnatu FM
Faza sygnatu FM jest opisana wzorem (11), a jego przebieg czasowy wynosi

s(t) = Acos[ 2nfyt + Dy ftto m(A)dA] (20)
Gdy odchytka fazy chwilowej D¢ ftz m(A)dA jest duza, np. przekracza 1 radian, méwimy o szerokopasmowej

modulacji czestotliwosci: (wideband frequency modulation — WBFM). Na rys.14 pokazano wyniki symulacji
nadajnika FM. Sygnat modulujacy jest sygnatem harmonicznym o amplitudzie m: m(t)=m cos(2nfmt). Mozna

zaobserwowac powiekszanie sie odchytki czestotliwosci chwilowej wraz ze wzrostem amplitudy sygnatu,

zgodnie ze wzorem (14): f(t) = fo + s—; m(t)
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Rysunek 14 Sygnaty FM dla m(t)=m cos(2nfmt)

W ogdlnym przypadku obliczenie widma lub gestosci mocy sygnatu WBFM nie jest sprawg prosta.
Przyblizonego oszacowania gestosci mocy, a co za tym idzie, pasma sygnatu FM mozna dokonaé metodg
aproksymacji quasi-statycznej. Przyjmuje sie woéwczas, ze sygnat modulujgcy m(t) jest wolnozmiennym
sygnatem przypadkowym o znanej gestosci prawdopodobienistwa wartosci chwilowych (prébek) pm(x).
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Rysunek 15 Aproksymacja quasi-statyczna: gestos¢ prawdopodobienstwa wartosci chwilowych
sygnatu modulujgcego, gestos¢ prawdopodobienstwa wartosci czestotliwosci chwilowej i
oszacowana gesto$¢ mocy sygnatu FM

Zgodnie ze wzorem (14) wartosci chwilowej sygnatu modulujgcego réwnej x, odpowiada czestotliwosé

chwilowa sygnatu FM, réwna f = f, + —x Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej f pokazano na rys.15.
Nastepnie przyjmujemy, ze moc sygna’fu FM podaza za czestotliwoscig chwilowa. Jest to przyblizenie, jednak
tym dokfadniejsze, im wolniej zmienia sie czestotliwos¢ chwilowa f (stad nazwa aproksymacja quasi-
statyczna). Przy tym zatozeniu gestos¢ mocy sygnatu FM jest kopig gestosci prawdopodobieristwa
czestotliwosci chwilowej. Na rys.15 narysowano dwustronng gestosé mocy.

Znajac kraicowe wartosci czestotliwosci chwilowej, mozna oszacowac pasmo sygnatu FM. Wynosi ono
B = xmax =2AF (21)

Gdzie xmax jest amplitudg sygnatu modulujgcego, a AF = xmax jest dewiacja czestotliwosci, czyli najwiekszg

jej odchytka od czestotliwosci fali nosne;j.

Doktadne obliczenie widma sygnatu FM jest mozliwe dla harmonicznego sygnatu modulujgcego:
m(t)=cos(2nfmt). Woweczas przebieg czasowy sygnatu FM o amplitudzie fali nosnej A=1, wynosi:
s(t) = cos[ 2nfyt + Df fot cos(2mfpA) dA] =

= cos|[ 2rtfyt + ZDf sin( 2nft)] = cos[ 2nfot + B sin(2nf,t)] =

= cos[ 2nfyt] cos[ B sin(2mf,,t)] — sin| 2rfyt] sin[ f sin(2rf,t)] (22)
Wz6r (22) przedstawia w istocie dwie modulacje AM — dwuwstegowe z wytlumiong nosng. Sygnatami
modulujacymi sg cos(Bsin(2nfmt)) i sin(Bsin(2ntfmt)). Sq to funkcje okresowe, ich okres wynosi 1/fm. Na rys.16-
18 pokazano przebiegi tych sygnatéw w obrebie jednego okresu dla wybranych wartosci indeksu modulacji .



Gdy indeks modulacji B wynosi 1 zauwaza sie drugg harmoniczng sygnatu cos(Bsin(2nfmt)) i pierwsza
harmoniczng sygnatu sin(Bsin(2nfmt)) — rys.16. Przy =3 wida¢ wyraznie wptyw czwartej harmonicznej sygnatu
cos(PBsin(2nfmt)) i trzeciej harmonicznej sygnatu sin(Bsin(2nfmt)) — rys.17. Przy b=10 oba sygnaty maja liczne
sktadowe -odpowiednio parzyste i nieparzyste harmoniczne —rys.18.
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Rysunek 16 Sygnaty cos[Psin(2mt)] (po lewej) i sin[Bsin(2mt))] (po prawej), =1
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Rysunek 17 Sygnaty cos[Bsin(2rt)] (po lewej) i sin[Bsin(2mt))] (po prawej), f=3




Rysunek 18 Sygnaty cos[Bsin(2nt)] (po lewej) i sin[Bsin(2xt))] (po prawej), =10

Amplitudy skftadowych harmonicznych omawianych sygnatéw opisane sg funkcjami Bessela, ktérych
argumentem jest indeks modulacji 3. Potozenie prazkéw widma obu sygnatéw pokazano na rys.19, a na rys.20
— potozenie prazkéw widma sygnatu FM, dla harmonicznego sygnatu modulujgcego o czestotliwosci fm.
Modulacja amplitudy opisana wzorem (22) przesuwa widmo sygnatu modulujgcego w prawo i w lewo o
czestotliwos¢ sygnatu modulujgcego. Jesli amplituda fali mosnej wynosi 1, wéwczas amplituda sktadowych
widmowych zmniejsza sie dwukrotnie (Rys.3). Na rys.20 pokazano prawostronng czes¢ widma, nie opisano
réowniez fazy sktadowych harmonicznych.

Jo(B)
JA(B)
Ju(B)
1 [
0 2f | 4f f
Ji(B)

Ju(B)

' 0 f 3f 5f £
Rysunek 19 Potozenie prazkdéw widmowych sygnatu cos(Bsin(2nfmt)) (u gory) i sygnatu
sin(Bsin(2nfmt)) (u dotu)
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Rysunek 20 Potozenie pragzkéw widmowych sygnatu FM dla harmonicznego sygnatu
modulujgcego




Z wykreséwfunkcji Bessela (rys.21) wynika, zedlamatychwartosciindeksumodulacji x=3, tylkonieliczne z
nichosiggajgwartoscinatylerézneodzera, zebymozna byto mdwic¢ o ich wptywienawidmoipasmosygnatu. | tak,
dlawartoscif bliskichzeru, widmosktadasie z falino$nej (amplituda Jo) i dwdchprazkdwbocznych (amplituda J1).
Jest to tzw. waskopasmowamodulacjaczestotliwosci.

S0

Rysunek 21 Rodzina funkcji Bessela argumentu x

Zwiekszenie indeksu modulacji o 1 powoduje “oderwanie sie” kolejnej funkcji Bessela od wartosci bliskich zeru
i pojawienie sie dwodch prazkow w widmie sygnatu FM, co skutkuje poszerzeniem pasma o podwojong
czestotliwos¢ sygnatu modulujgcego. Ta obserwacjastoi u podstawtzw. prawaCarsona. Prawo Carsona okresla
szerokos¢ pasma, w ktérym zawarte jest 98% mocy sygnatu FM:

B =2(8 + Dfpn = 2+ Dfyn = 2(4F + f) (23)
W komercyjnej radiofonii FM obowigzuje norma ustalajgca wartos¢ dewiacji czestotliwosci rowngAF=75kHz.
Pasmo sygnatu modulujgcego wynosi fM=53 kHz (jest nim sygnat stereofoniczny, rys.7). Obliczamy stagd pasmo
B=256 kHz dla transmisji stereofonicznej w pasmie UKF
Jezeli czestotliwo$é sygnatu modulujgcego jest niewielka, wéwczas pasmo jest rowne podwojonej dewiacji
czestotliwosci, co juz otrzymaliSmy metodg aproksymacji quasi-stacjonarnej (wzér 21).

1.3.3 Odbior sygnatu FM

Odbiornikiem sygnatu FM moze by¢ kazdy dyskryminator czestotliwosci, tj. uktad przetwarzajacy
czestotliwos¢ na sygnat napieciowy lub pradowy. Jest bardzo wiele takich uktaddw, np. zliczanie przejs¢ przez
zero w jednostce czasu. Odbiornik z dyskryminatorem czestotliwosci pokazano na rys.22. Oprdcz
dyskryminatora zawiera on filtr pasmowy na wejsciu i dolnopasmowy na wyjsciu. Ma to na celu ograniczenie
mocy szumu na wyjsciu odbiornika.

filt dyskryminator filtr dolno-

i paS'l””LWV cZesﬁgtliwoéci > FIJaFS”?OT‘?Y >

FM So(t)+n,(t)
pasmo B pasmo f,

Rysunek 22 Odbiornik FM z dyskryminatorem czestotliwosci




Czestotliwosé chwilowa sygnatu FM jest opisana wzorem (14): f(t) = f, + ZD—j;m(t), jednak dyskryminator jest

tak skalibrowany, ze nie odtwarza statego sygnatu odpowiadajgcego czestotliwosci fali nosnej, tylko sygnat
proporcjonalny do m(t).

Modulacja czestotliwosci jest bardziej odporna na szumy w kanale, niz modulacja amplitudy czy fazy. Szum w
kanale w podobny sposéb ,atakuje” amplitude i faze fali nosnej przenikajgc, jako szum o ptaskiej gestosci
mocy, na wyjscie odbiornika. W modulacji czestotliwosci szum tez przenika na wyjscie odbiornika, jednak jego
gestos¢ mocy nie jest stata, tylko narasta w funkcji czestotliwosci. Ma ona ksztatt paraboli przechodzacej przez
punkt (0,0). Oczywiscie pasmo szumu jest ograniczone filtrem wyjsciowym, przepuszczajgcym sygnat tylko w
pasmie sygnatu modulujacego (od O do czestotliwosci fm). W zakresie niskich czestotliwosci gestos¢ mocy
szumu na wyjsciu odbiornika FM jest mniejsza niz na wyjsciu odbiornika PM czy AM. Mniejsza jest tez
catkowita moc szumu na wyjsciu.

Dla wyjasnienia tego problemu poréwnajmy wzory (10) i (11). Wynika z nich, ze modulator fazy, jesli poda¢ na
jego wejscie scatkowany sygnat modulujacy, dziata jak modulator czestotliwosci. Jesli do demodulacji
zastosujemy dyskryminator fazy, to na jego wyjsciu otrzymamy scatkowany sygnat mowy czy muzyki, trzeba
wiec go bedzie zrézniczkowaé. Wraz z nim przez uktad rdzniczkujgcy przejdzie szum z dyskryminatora fazy.
Uktad rézniczkujacy jest filtrem gérnopasmowym, ktérego charakterystyka czestotliwosciowa rosnie w funkcji
czestotliwosci. W ten sposdb na wyjsciu odbiornika FM pojawia sie szum gestosci mocy rosngcej w funkcji
czestotliwosci.

Dla sygnatu modulujgcego m(t)=cos(2nfmt) mozna otrzymaé nastepujgcy zaleznos¢, charakteryzujgca

odpornos¢ na szumy w kanale:
3 Df

SNRy =3 iz

SNR = %,BZSNR (24)
Mozna ten wzor przepisaé, wyrazajgc wartosci SNR w decybelach:
SNRo[dB] = 10 logo > + 201ogyo f + SNR[dB] (25)

Jako$¢ sygnatu na wyjsciu demodulatora, wyrazona przez SNRo, zalezy od indeksu modulacji . Jedli
porownamy ten wzér z zaleznoscia SNRy = SNR , charakteryzujacg modulacje AM-SSB, widzimy znaczng
przewage modulacji FM. SNRo moze znacznie przewyzszac stosunek mocy sygnatu do szumu na wyjsciu kanatu
(SNR). Ptacimy jednak za to poszerzeniem pasma, gdyz pasmo zalezy od indeksu modulacji B: wzér (23).

Wzory (24) i (25) sg stuszne dla niezbyt zaszumionych kanatéw. Przy bardzo duzym szumie, czestotliwos$¢
chwilowa sumy sygnatu i szumu nie podgza za czestotliwoscig chwilowg sygnatu i na wyjsciu odbiornika
pojawia sie silny szum impulsowy, uniemozliwiajgc odbidr. Ten tzw. efekt progowy pokazano na rys.23.

1 SNR, [dB] B.>B,
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Rysunek 23 Efekt progowy w modulacji FM

Poréwnanie modulacji AM i FM mozna w skrécie podsumowaé nastepujaco:



AM:
waskie pasmo (zwtaszcza modulacja jednowstegowa SSB)
mata odpornos¢ na szumy w kanale
FM:
szersze pasmo sygnatu zmodulowanego
wieksza odpornos¢ na szumy w kanale

2 Kody transmisyjne imodulacjecyfrowe

2.1 Jakos¢ systemu transmisji cyfrowe;j

Schemat blokowy cyfrowego tgcza transmisyjnego byt pokazany w Module 1, tym niemniej zostat tu
powtdrzony (Rys.24).

W procesie prébkowania, kwantyzacji i kodowania sygnat modulujacy zostaje przetworzony na cigg bitéw. Do
ich transmisji wykorzystuje sie szereg elementarnych sygnatéw, zwanych symbolami transmisyjnymi. Zbior
symboli tworzy kod transmisyjny lub modulacje cyfrowa. To pierwsze okreslenie jest stosowane najczesciej
do opisu transmisji w pasmie podstawowym, w zakresie niskich czestotliwosci. Do opisu transmisji w zakresie
wysokich czestotliwosci, gdy wykorzystywana jest fala no$na, uzywamy pojecia modulacji cyfrowej. Nie zawsze
jest to regutg, czasem mowimy o modulacji w pasmie podstawowym.

? n(t)

m(t) si(t) v(t) P m*(t)
| Koder Modulator | ™ kanat »| odbiornik ° _, dekoder |,
zrodta cyfrowy SNR
symbole
strumien Y strumien
binarny pasmo B binarny*

| |

transmisja cyfrowa

modulator demodulator

Rysunek 24 Cyfrowe tgcze transmisyjne

Jesli wykorzystujemy dwa symbole, mamy do czynienia z kodem binarnym (modulacjg binarng). Wdwczas
symbole transmisyjne bedziemy oznaczaé przez so(t) i si(t), przypisujagc odpowiednim symbolom wartosci
logiczne 0 i 1.. Majac M symboli, bedziemy je numerowaé od 1 do M i bedziemy méwi¢ o modulacji M-
wartosciowej. W modulacji M-wartosciowej jeden symbol moze transmitowac log, M bitdw. Np. symbolom
modulacji 4-wartosciowej przypisujemy pary bitow: 00, 01, 10, 11.

Cigg transmitowanych symboli opisujg nastepujgce parametry:

e Szybko$¢ modulacji, czyli liczba symboli na sekunde. Jesli czas trwania symbolu wynosi T, to szybkos¢
modulacji wynosi R,, =% bodéw (jednostka bod [Bd] pochodzi id nazwiska francuskiego badacza
E.Baudota).

e Szybkos$¢ transmisji binarnej (przeptywnos$é binarna)R, [bit/s] zalezy od szybkosci modulacji i od
wartosciowosci modulacji:

Ry = IR, l=log, M (26)
Gdzie | jest liczbg bitow przenoszona w jednym symbolu.



e Energia symbolu E; = fOT sZ(t)dt isrednia energia E; = ¥ P,E; (Pjjest prawdopodobiefstwem
nadania i-go symbolu).
Es

e Moc $rednia sygnatu (mierzona zwykle na wyjsciu kanatu) S = T = EsR,,

e EnergianabitE, = = czyli energia wydatkowana na przeniesienie jednego bitu.
b

e Pasmo czestotliwosci B jest proporcjonalne do szybkosci modulacji: W typowych warunkach B =
R, = % (patrz rys.8 Modut 1). Najmniejszg wartoscig, wynikajaca z twierdzenia Nyquista, jest B =
R, /2

e Efektywnos$¢ widmowa jest miarg wykorzystania pasma czestotliwosci. Méwi ona, ile bitdw mozna
przestac¢ na sekunde w pasmie 1 Hz:

E; = % (27)

e Stopa bteddéw binarnych BER (bit error rate), czyli prawdopodobieristwo przektamania jednego bitu Pe.
Zalezy ona nie tylko od jakosci odebranego sygnatu (SNR), ale od szybkosci transmisji Ry, oraz od
zastosowanej modulacji.

e Stosunek mocy sygnatu do szumu na wyjsciu kanatu SNR = S/N , wyrazany najczesciej w decybelach
[dB]. Czesto stosowana jest inna miara jakosci sygnatu na wyjsciu kanatu: stosunek energii na bit (Ep)
do gestosci mocy szumu na wyjsciu kanatu (1). W transmisji binarnej, gdy kazdy symbol przenosi 1 bit,
R, = R,, = B iobie miary s3 zblizone:

SNR =3 ="~ 2oim = 20 (28)

e Jesli uzywamy transmisji cyfrowej do przenoszenia dZzwieku lub obrazu, to odpornos¢ systemu
transmisyjnego na szumy w kanale mozemy przedstawic jako funkcje SNR, = f(SNR) , podobnie jak

w transmisji analogowej (p.1.1)

Wiele z wymienionych wyzej parametréw stanowi kryterium jakosci systemu transmisyjnego. Pozadana bytaby
duza szybko$¢ transmisji bez bteddéw binarnych, waskie pasmo (ze wzgledu na oszczednos$¢), wysoka
efektywnos$é¢ widmowa i odpornos¢ na szumy. Niestety postulaty te sg sprzeczne. Graniczne wartosci
niektérych z wymienionych parametréw bedg podane na koricu tego modutu.

2.2 Kody transmisyjne

Na rys.8 w Module 1 naszkicowano przebiegi czasowe popularnych kodéw. Strumienie binarne w uktadach
cyfrowych przesyta sie na bliskie odlegtosci, wéwczas stosuje sie binarny kod unipolarny:

s;(t) #0, so0)) =0 0<t<T (29)
Symbol si(t) moze mieé ksztatt prostokatny, moze stanowié poétokres funkcji sinus, itp. Wadga tego kodu jest
niezerowa wartos¢ srednia, co oznacza przepuszczanie pradu statego przez tacze kablowe. Nie ma tej wady
binarny kod bipolarny:

s;(t) #0, so(t) =—s.(t) 0<t<T (30)
Do prawidtowego odbioru symboli niezbedna jest synchronizacja elementowa — zlokalizowanie potozenia
symboli na osi czasu. Oba wymienione kody nie zapewniajg synchronizacji gdy nadawany jest np. dtugi ciagg
jednakowych symboli o ksztatcie prostokatnym. Z tego wzgledu stosuje sie kody z powrotem do zera (return
to zero, RZ), do transmisji wykorzystujgc potowe szczeliny czasowej. Prowadzi to jednak do podwojenia
szerokosci pasma. Pewnym kompromisem jest kod AMI (alternate mark inversion) — rys.25.
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Rysunek 25 Kod transmisyjny AMI i zmodyfikowany kod AMI

W kodzie AMI wartosci logicznej ,0” odpowiada brak sygnatu, a wartosci ,1” impuls, na przemian dodatni i
ujemny. Zagrozeniem dla utrzymania synchronizacji elementowej bytaby dtuga sekwencja zer, z tego wzgledu
zmodyfikowano kod, przypisujgc niektérym zerom logicznym impulsy wstawione niezgodnie z zasadg zmiany
znaku. W ten sposob, bez skrécenia impulséow (a wiec bez poszerzenia pasma) udato sie utrzymac
synchronizacje elementowa.

2.3 Modulacje cyfrowe

Aby wykorzysta¢ wyzisze czestotliwosci, np. do transmisji bezprzewodowej, potrzebna jest fala nosna o
odpowiedniej czestotliwosci fo. Najprostszg modulacje otrzymamy, mnozac sygnat kodu unipolarnego przez
nosnga. Jest to cyfrowa modulacja amplitudy zwana OOK (on-off-keying). Na rys.26 naszkicowano przebieg
czasowy i gesto$¢ mocy sygnatu OOK.
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Rysunek 26 Modulacja OOK w dziedzinie czasu i czestotliwosci, wg [skrypt]

Widmo sygnatu OOK jest przesunietym do czestotliwosci fo widmem sygnatu kodu unipolarnego. Patrz rys.3
przedstawiajgcy efekt mnozenia sygnatu m(t) przez fale nosna. To samo odnosi sie do gestosci mocy. Sygnat
kodu unipolarnego posiada sktadowg statg, wiec w jego widmie istnieje prazek na czestotliwosci rownej zero.
Po pomnozeniu przez fale nosng prazek przemieszcza sie w prawo i w lewo o czestotliwosé fo(na rys. 26
pokazano tylko prawg czes¢ gestosci mocy). Koncentracja mocy na czestotliwosci fo nie przenosi informacji,
lecz wymaga zwiekszenia mocy nadajnika. Brak tej koncentracji mocy poprawitby parametry modulacji , w
szczegblnosci obnizytaby sie wartos¢ SNR na wyjsciu kanatu przy tej samej jakosci sygnatu na wyijsciu
odbiornika (czyli przy tej samej wartosci SNRo). Wiekszy stosunek SNRo/SNR (lub wieksza rdznica, jesli
wielkosci te wyrazono w dB) swiadczytaby o lepszej odpornosci na szumy w kanale.



Prazek fali nosnej zniknie, jesli w modulatorze (rys.26) uzyjemy kodu bipolarnego zamiast unipolarnego.
Sygnat kodu bipolarnego ma zerowg sktadowa stata. Otrzymamy w ten sposdb binarng modulacje fazy (BPSK
— binary phase shift keying), zwang tez niekiedy dwuwartosciowg modulacjg amplitudy. Symbolami
transmisyjnymi sg tu sygnaty harmoniczne o przeciwnej fazie (i co za tym idzie, przeciwnej polaryzacji), np.

s1(t) = cos 2mfyt, So(t) = —cos2mfyt 0<t<T (31)
Popularng modulacjg cyfrowg jest réznicowa modulacja fazy (DPSK -differential phase shift keying). Tutaj
wykorzystuje sie te samg pare sygnatéw, co w PSK. Informacja jest jednak kodowana w réznicy faz pomiedzy
kolejnymi sygnatami. Np. zmiana fazy o 180 stopni oznacza logiczne ,,1”, a utrzymanie tej samej fazy logiczne
,0” (konwencja moze tez byé odwrotna). Przyktad podano na rys.27.
Symbole opisane réwnaniem

si(t) = A; cos2mfot + ¢y) (32)

czyli sygnaty o tej samej czestotliwosci, roznigce sie amplitudg o fazg poczatkowa, sg przedstawiane w postaci
punktu na ptaszczyznie zespolonej — rys.28. Zbiér M takich punktéw tworzy konstelacje opisujgcq danag
modulacje.
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Rysunek 27 Dwuwartosciowa modulacja PSK i DPSK wg [skrypt]
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Rysunek 28 Punkt konstelacji przedstawiajacy sygnat (32)

Na rys.29 pokazano konstelacje 4 — 8-wartosciowych modulacji PSK. Umozliwiajg one transmisje odpowiednio
2 i 3 bitow w jednym symbolu. 4-wartosciowa modulacja PSK jest jednoczednie 4- wartosciowg QAM
(quadrature amplitude modulation), gdyz mozna jg otrzymac z dwdch 2-wartosciowych modulacji amplitudy:



jedna wykorzystuje nosng kosinusoidalng a druga sinusoidalng. Na rys.30 pokazano konstelacje 16- i 32-
wartosciowej modulacji QAM, oraz jedng z licznych kombinacji AM-PM (modulacja amplitudy i fazy).
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Rysunek 30 Modulacje 16-wartosciowe QAM i AM-PM oraz 32-wartosciowa QAM

Modulacje wielowartosciowe umozliwiajg lepsze wykorzystanie pasma kanatu. Pasmo zalezy od czasu trwania
symbolu (T). Nieskoriczenie dtugi symbol opisany wzorem (32) miatby nieskoriczenie waskie pasmo. Im czesciej

zmieniajg sie parametry sygnatu (amplituda, faza), tym szersze jest pasmo. Pasmo jest wiec proporcjonalne do
szybkosci modulacji R, = % . W modulacji 2-wartosciowe] kazdy symbol przenosi jeden bit, a w M-
wartosciowej [ =log, M bitéw. Rosnie zatem efektywnos¢ widmowa:

Rty (33)
We wzorze (33) podstawiono R,, = 2B, jest to wartos¢ graniczna, w praktyce szybkos¢ modulacji jest nieco
mniejsza.
Innym rodzajem modulacji jest kluczowanie czestotliwosci (FSK-frequency shift keying). W binarnej FSK
wystepujg dwie czestotliwosci fali nosnej — jednej z nich jest przypisana wartos¢ logiczna 1, a drugiej O.
Nosnych moze by¢ wiecej, najczesciej tworzg one rownoodlegty na szereg prgzkéw widmowych. Tak powstaje
OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing). [1]
Strumien binarny jest rozdzielany miedzy N modulatoréwamplitudy pracujgcych z falami nosnymi o réznych
czestotliwosciach (rys.31). Widma sygnatéw zmodulowanych pokrywajg sie czesciowo, tym niemniej sygnaty
mozna rozdzieli¢ po stronie odbiorczej, dzieki ich wzajemnej ortogonalnosci.
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Rysunek 31 Modulator OFDM (wg [1])

Sygnat OFDM mozna wygenerowac, stosujgc odwrotng dyskretng transformate Fouriera (IDFT) — rys.32.
Wybierajagc N symboli do jednoczesnej transmisji z wykorzystaniem N modulatoréw, tworzymy pozgdane
widmo DFT. Nalezy pamietac¢ o, lustrzanym” odbiciu i o tym, ze prébka o indeksie zerowym i prébka w pozycji
srodkowej sg liczbami rzeczywistymi, a wiec nie mozna in nadaé pozgdanej fazy. Potrzeba zatem 2N+2 prébek
widma. Po zastosowaniu IDFT otrzymuje sie sygnat OFDM w dziedzinie czasu. Modulator amplitudy pozwoli
na przeniesienie go w dowolny zakres czestotliwosci.
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Rysunek 32 Widmo DFT sygnatu OFDM

3 Odbior optymalny sygnatow cyfrowych
3.1 Optymalna reguta decyzyjna w transmisji binarnej

W kanale transmisyjnym wystepuje wiele czynnikdw utrudniajgcych odbidr: szum termiczny, ograniczone
pasmo, ttumienie, zaniki, zaktécenia impulsowe, znieksztatcenia nieliniowe. Zatézmy, ze wystepuje jedynie
szum pochodzenia termicznego o gestosci mocy n W/Hz (dwustronnie m/2 W/Hz). Kod transmisyjny jest
binarny, a pasmo kanatu réwne pasmu sygnatu zmodulowanego (rys.33). Wéwczas mozna przyjaé, ze symbole
transmisyjne pojawiajg sie na wyjsciu kanatu w swym pierwotnym ksztatcie: s(') = So, s'1 = §;. Moc szumu na
wyjsciu kanatu jest réwna N=nB. Zaktadamy réwniez, ze zapewniona jest synchronizacja elementowa, tzn.
znane sg momenty rozpoczecia i zakoczenia kolejnych symboli.
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Rysunek 33 Uproszczony model kanatu transmisyjnego

Zaszumiony sygnat v(t), pojawiajacy sie na wyjsciu kanatu, powinien by¢ zmierzony w taki sposéb, aby wynik
pomiaru zawierat catg informacje o odebranym symbolu i szumie Ze wzgledu na ograniczone pasmo (B),
wtasciwg metodg pomiarowq jest probkowanie w czestotliwoscia 2B. W czasie trwania jednego symbolu
zgromadzimy w ten sposdb N=2BT prébek — rys.34.
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Rysunek 34 Pomiar odebranego symbolu metodg préobkowania

Majac wynik pomiaru, czyli wektor v = [vy, V5, ..., vy]%, (t — transpozycja), nalezy teraz opracowa¢ algorytm
decyzyjny, ktéry kazdemu mozliwemu wektorowi v przypisywatby decyzje: 0 lub 1. Oznacza to, ze N-
wymiarowg przestrzen nalezy podzieli¢ na dwa zbiory decyzyjne: Vo i Vi. Na rys.35 pokazano podziat
przestrzeni 2-wymiarowej. Punkty s,, s; to wyniki pomiaru symboli bez szumu, a py(v), p;(v) to gestosci
prawdopodobienstwa otrzymania wyniku pomiaru réwnego v przy nadaniu sy i s;. Oznaczmy jeszcze przez Po
i P1 prawdopodobienstwa nadania obu symboli (oczywiscie Po+P1=1).
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Rysunek 35 Algorytm decyzyjny w przestrzeni 2-wymiarowe;j




Btad wystgpi w dwdch przypadkach: podjecia decyzji 1 gdy nadano O i podjecia decyzji 0 gdy nadano 1.
Prawdopodobienstwo btednego odbioru wynosi:

Prawdopodobieristwa warunkowe sg réwne P(1|0) = fvl po(v)dv, P(0|1) = fVO p1(v)dv.
Ze wzgledu na fakt, ze fVO pi(v)dv + fvl p,(v)dv = 1, to ostatnie mozna przepisa¢ w postaci fVO pr(v)dv =
1- fvl p1(v)dv . Ostatecznie (34) mozna zapisac nastepujaco:

F =P fvl po(v)dv + Py [1— fvl p1(v)dv] = P; + fVI[PoPO(U) — Pip;(v)]dv (35)
Minimalizujgc Pe, mamy wptyw jedynie na podziat przestrzeni obserwacji sygnatu na dwa zbiory decyzyjne,
mozemy jedynie zdefiniowa¢ Vi. Optymalna reguta decyzyjna polega na zakwalifikowaniu do V1 wszystkich
obserwacji v, dla ktérych funkcja podcatkowa jest ujemna. Catka we wzorze (35) przyjmie wéwczas wartosc
ujemng o jak najwiekszej wartosci bezwzglednej. Reasumujgc, optymalna reguta decyzyjna jest nastepujaca:

Pypo(v) < Pipy(v) 2 v eV,

Popo(v) =2 Pip1(v) > v eV, (36)
Najczesciej oba symbole pojawiajg sie z tym samym prawdopodobienstwem: P, = P; =% . Woéwczas na
decyzje ma wptyw jedynie wartos$¢ gestosci prawdopodobienstwa: gdy p;(v) > po(v) podejmujemy decyzje
,1” i odwrotnie.
Nalezy zauwazy¢, ze ksztatt funkcji gestosci prawdopodobienstwa p, (v) i po(v) jest identyczny, gdyz zalezy
jedynie od szumu (jest to dwuwymiarowa zmienna o rozktadzie gaussowskim). Warunek p;(v) >
po(v)bedzie spetniony w punkcie v, ktéry lezy blizej centralnego punktu s; niz punktu s,. Zamiast obliczaé
wartosci p; (v) i po(v), mozna poréwnywac odlegtosci ||[v — so||, ||v — s1]|. Chodzi o odlegtosci euklidesowe

[1x]| = N x?, gdyz gaussowska gestos¢ prawdopodobienstwa jest stata w punktach jednakowo odlegtych

od punktu centralnego (rys.35). Ostatecznie optymalna reguta decyzyjna w przypadku gdy P, = P; =% jest
nastepujaca:

||v —s'1|| < ||v —s(',|| SvEV

v =51l 2 |lv = sol| > v € Vg (37)
Oczywiscie mozna tez poréwnywaé kwadraty odlegtosci.Zasada minimum odlegtosci opisana wzorem (37) jest
1

tatwa w stosowaniu i intuicyjnie prosta, trzeba jednak pamieta¢ o warunku P, = P; = >

3.2 Realizacje odbiornika optymalnego

Zasade optymalnego odbioru w transmisji binarnej (wzér 37) mozna przepisa¢ w taki sposéb, aby odnosita sie
do sygnatéw ciagtych:

jT[v(t) — s;,(D)]2dt < fT[v(t) — so(t)]2dt = "1"
0 0

jT[v(t) — s,(D)]2dt = f [v(t) — so(t)]2dt = "0"
0

0
(38)
Pierwszy wiersz (38) mozna przepisa¢ w nastepujacej postaci:

fTvz(t)dt -2 fTv(t)sl(t)dt + fTslz(t)dt < fTvz(t)dt — zf
0

0 0 0 0
a nastepnie uproscic¢ i podzieli¢ stronami przez (-2):

T T

v(t)so(t)dt +f sg(t)dt = "1"
0
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f v(t)sl(t)dt—%f s¥(t)dt >f
(39)

Wzér (39) przedstawia zasade dziatania odbiornika optymalnego w uktadzie korelatora — rys.36.
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Rysunek 36 Odbiornik optymalny kodu binarnego w uktadzie korelatora

Istotnie, catka fT v(t)s,(t)dt przedstawia korelacje sygnatu odebranego z jednym z symboli. Z kolei E; =

0
fOT s?(t)dt jest energia symbolu.
Wz6r (39) mozna przepisa¢ w nieco inny sposob:

T
j; v(t)[s1(t) — so(t)]dt > %El - %Eo ="1"
(40)
Jesli korelacja sygnatu odebranego v(t) z sygnatem rdéznicowym p(t) = s1(t) — so(t) przekracza proég
decyzyjny %El - %EO , wowczas podejmujemy decyzje, ze odebrany sygnat jest zaszumionym sygnatem sa(t).
W przeciwnym wypadku uznajemy ten sygnat za so(t). Schemat zmodyfikowanego korelatora pokazano na
rys.37. Korelacje oznaczono przez y.
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Rysunek 37 Korelator z progiem decyzyjnym

Przy okazji warto zapoznaé sie z popularnym w teorii sygnatow pojeciem filtru dopasowanego. Ukfad
obliczania korelacji (mnozenie i catkowanie na rys.37) mozna zastgpic filtrem dopasowanym do sygnatu p(t).

Z wyjscia filtru pobieramy prébke pod koniec szczeliny czasowej przeznaczonej na odbior symbolu — rys.38.
Jest ona réwna korelacji y z rys.37, co wynika z nastepujgcych przeksztatcen.
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Rysunek 38 Odbiornik optymalny z filtrem dopasowanym

Odpowiedz impulsowa filtru wynosi h(t) = p(T-t). Sygnat wyjsciowy filtru jest splotem sygnatu wejsciowego z
odpowiedzig impulsowa:

oo

y(t) = v(t) * h(t) = f_wv(r)h(t —T)dr = ] v(@p(T — t + 1)dt

—oco

Prébka sygnatu y(t) pobrana w momencie t=T wynosi

y=y®le = 7 = [ v@p@)dr = [] v(@®p(r)de (41)
Konczy to dowdd, ze obliczanie korelacji mozna zastgpic filtracjg dopasowana.
Odbiornik przetwarzajgcy probki sygnatéw (wzér 37), jak i odbiorniki przetwarzajace sygnaty ciggte: wzor 38,
rys. 26, rys.37, rys.38, realizujg te samg zasade minimum odlegtosci i sg sobie réwnowazne. W szczegdlnosci
oferujg te samga stope btedéw. Wynosi ona
Eqo

1
P, =§erfc( an )

(42)
gdzie Ejy = fOsz(t)dt jest energia sygnatu réznicy p(t) = s1(t) — so(t), n jest gestoscia mocy szumu na
wyjsciu kanatu, a erfc(x) = \/Z—Ef: exp( —u?)du jest tzw. komplementarng funkcjg btedu. Jest ona silnie

malejgca (rys.39), dlatego dazymy do jak najwiekszej wartosci Eio. Jest to oczywiste, gdyz energia Eio jest
miarg roznicy miedzy symbolami, ktéra powinna by¢ jak najwieksza, jesli mamy te sygnaty rozpozna¢ w
obecnosci szumu. Pamietajmy poza tym, ze wzor (42) obowigzuje dla transmisji binarnej przy zatozeniu, ze
oba symbole pojawiajg sie z jednakowym prawdopodobienstwem.
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Rysunek 39 Komplementarna funkcja btedu

3.3 Kod unipolarny i kod bipolarny

Dla kazdej pary symboli s;(t), sq(t) mozna zastosowac odbiornik optymalny. Prawdopodobieristwo
btednego odbioru symbolu Pe (42) bedzie tym mniejsze, im wieksza jest réznica sygnatéw, ktorej miarg jest



energia Eio. Energie te moina zwiekszy¢ przez zwiekszenie amplitud obu symboli, wymagatoby to jednak
zwiekszenia mocy nadajnika. Moc nadajnika mozemy obliczy¢, dzielgc s$rednig energie symbolu

transmisyjnego przez czas jego trwania:
E1P1+EgP,

S = p (43)
Te sama moc zmierzymy na wyjsciu kanatu, gdyz zaktadamy ze kanat nie ttumi sygnatu (rys.33). Jezeli P, =
P, = % woéwczas S = %(El + E;). Problemem jest taki dobor symboli s,(t), so(t) aby osiggna¢ maksimum
Eioprzy danej mocy sygnatu S. Nietrudno wykaza¢, ze taka para symboli powinna réznié sie znakiem, sam
ksztatt symbolu nie ma znaczenia:

51(t) = —so(t) (44)
Jest to bipolarny kod transmisyjny. Oba sygnaty tego kodu majg jednakowa energie E; = E, = ST. Sygnat
réznicowy p(t) wynosi p(t) = s1(t) — so(t) = 2s,(t), a jego energia jest 4 razy wieksza niz E1 (pamietamy ze
energia jest catka z sygnatu podniesionego do kwadratu):E;, = 4E; = 4ST. Podstawiajac E1io do wzoru (42),
otrzymuje sie wzor na stope bteddw kodu bipolarnego:

1 Ep . 1 ST
e—zerfc( E)_Eerfc( 7)
(45)

Stopa btedéw maleje, gdy zwieksza sie moc sygnatu S i czas jego trwania T. W kodzie binarnym transmituje sie

1/T symboli na sekunde i tyle samo bitédw na sekunde. Oznacza to, ze powolna transmisja jest bardziej

odporna na szumy w kanale. Wzér (45) jest stuszny dla kazdej pary sygnatdw spetniajgcych warunek (44):

moze to by¢ para impulséow prostokatnych, ale takze dwuwartosciowa modulacja PSK (31).

Zajmijmy sie teraz kodem unipolarnym, w ktérym jeden z symboli jest sygnatem rownym zero: s,(t) = 0.
E{P1+EgPy E{Pq Eq

Srednia moc sygnatu wynosi S = - === Sygnat réznicowy p(t) = s;(t) — so(t) = s5,(t), w

zwigzku z tym ) E;o = E; = 2ST. Podstawiajac E1p do wzoru (42), otrzymuje sie wzor na stope bteddéw kodu

unipolarnego:

1 Eio 1 ST
Fe = serfe( T ) =5erfc( 7 )

(46)
Poréwnujgc ze wzorem (45), zauwazamy, ze przy tej samej mocy nadajnika, szybkosci transmisji i szumie w
kanale, we wzorze (46) mamy mniejszy argument funkcji erfc, a wiec wiekszg wartosc tej funkcji i wieksze
prawdopodobienstwo btednego odbioru symbolu. Reasumujac, kod bipolarny jest bardziej odporny na szumy
w kanale— rys,40. Wzér (46) okresla stope btedéw dla kazdej modulacji binarnej, w ktérej jeden z dwéch
sygnatéw jest réowny zeru, np. modulacji OOK (rys.26).
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Rysunek 40 Stopa bteddéw kodu unipolarnego i bipolarnego

Pamietamy, ze poréwnywalismy kod unipolarny i bipolarny w warunkach, gdy oba sygnaty byty nadawane z
jednakowym prawdopodobienstwem. Jedynie w tych warunkach obowigzuje zasada minimum odlegtosci (37)
i wzor (42) jest stuszny.

Naruszenie tego warunku wydawatoby sie korzystne w przypadku kodu unipolarnego. Jezeli sygnat sy(t) = 0

pojawia sie czesciej nizs;(t) # 0, czyli P; < P, , wdwczas $rednia moc sygnatu unipolarnego wynosi S =
Elpl;EOPO = ElTpl Zmniejszajac P1, mozna zwieksza¢ energie E1, zachowujgc stata moc nadajnika S. Wieksza

energia to wieksza amplituda symbolus, (t), co sprawia, ze tatwiej ten symbol odrézni¢ od symbolu zerowego.

Mozna sie zatem spodziewa¢ zmniejszenia stopy bteddw P.. Czytelnik bedzie sie mdégt o tym przekonad,
wykonujac éwiczenie symulacyjne (Cw.4 — transmisja cyfrowa — kody transmisyjne).
Dlaczego nie stosujemy w praktyce tego sposobu zwiekszania odpornosci na szumy w kanale? Odpowiedz
podsuwa teoria informacji — naruszajgc réwnowage prawdopodobiedstw Pii Po, zmniejszamy ilos¢
transmitowanej informacji.
llos¢ informacji przenoszona przez jeden sygnat jest odwrotnie proporcjonalna do prawdopodobieristwa
nadania tego sygnatu. Jest to intuicyjnie jasne: rzadko wystepujgce zdarzenie, gdy juz wystapi, dostarcza nam
duzej porcji informacji. Definiujgc ilos¢ informacji uzywa sie tez logarytmu, gdyz przy zaistnieniu dwdch
niezaleznych zdarzen, ich prawdopodobieristwa sie mnozy, a ilosci informacji dodaje. Przy podstawie
logarytmu réwnej 2, wyrazamy ilos¢ informacji w bitach. | tak, sygnat sy(t) przenosi logzPl0 bitow, a sygnat
s1(t) przenosi logzpl1 bitow. Srednia iloéé informacji przenoszona przez jeden symbol jest nazywana
entropia i wyraza sie wzorem:

bit
symbol

1 1
HpolOgZP_O-I-PllOgZP_l [ ] (47)

Bioragc pod uwage, ze Py + P; = 1, otrzymujemy entropie jako funkcje Pi. Wykres tej funkcji (rys.40) zostat
otrzymany przez C.Shannona w potowie XX w. Przesytamy 1 bit informacji na symbol transmisyjny, gdy oba
sygnaty pojawiajg sie z jednakowym prawdopodobienstwem. Gdy naruszymy te réwnowage, zmniejszamy
ilos¢ transmitowanej informacji.
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Rysunek 41 Entropia w transmisji binarnej

3.4 Odbiorniki modulacji wielowartosciowe;j

Modulacje wielowartosciowe zapewniajg lepsze wykorzystanie pasma kanatu. Pasmo ogranicza liczbe symboli
przesytanych w ciggu sekundy (baud rate), natomiast z wartosciowoscia zwigzana jest liczba bitéw
zakodowanych w jednym symbolu (log, Mbitédw na symbol w modulacji M-wartosciowej).

Jezeli symbole s;(t),s,(t), ... sy(t) pojawiajg sie z jednakowym prawdopodobienstwem (P; = %), wowczas
obowigzuje zasada minimum odlegtosci: poszukuje sie symbolu najblizszego (w sensie odlegtosci
euklidesowej) odebranemu sygnatowi v(t). Dla M=4 — warto$ciowej modulacji i sygnatéw reprezentowanych

przez N=2 prébki pokazano to na rys. 42. Granice obszaréw decyzyjnych przebiegajg w rownej odlegtosci od
najblizszych punktow reprezentujgcych niezaszumione symbole.

Rysunek 42 Zasada minimum odlegtosci — modulacja 4-wartosciowa

Zasada minimum odlegtosci prowadzi réwniez do innej rownowaznej struktury odbiornika optymalnego — do
korelatora. Przetwarzajgc sygnaty ciggte, wygodniej jest sformutowadé te zasade w nastepujacy sposéb:



T
min||v—s]||? - minf [v(t) — s;(t)]?dt
0
(48)
Minimalizacje  wyrazenia fOT v2(t)dt — ZfOTv(t)si(t)dt+ fOT[si(t)]zdt mozna zastgpi¢ maksymalizacja

wyrazenia o przeciwnym znaku. Po usunieciu pierwszej catki (nie zalezy ona od symbolu) i podzieleniu przez 2
otrzymujemy regute decyzyjna:

max{ fOT v(t)s;(t)dt — %Ei} (49)

Jej implementacja jest identyczna jak dla modulacji binarnej — poréwnaj rys. 36 i rys.43.
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Rysunek 43 Odbiornik optymalny w uktadzie korelatora

Powiekszenie warto$ciowosci prowadzi do szybszej transmisji, jednak czyni modulacje bardziej wrazliwg na
szumy w kanale. Mozna sie o tym przekonaé, wykonujgc ¢wiczenie 5: transmisja cyfrowa — modulacje cyfrowe.

Wartosciowo$é modulacji moze siegac kilkudziesieciu (rys.30) a nawet kilkuset, szczegdlnie w przypadku
modulacji QAM i AM-PM. Odbiornik z rys.43 musiatby wéwczas zawiera¢ wielka liczbe elementarnych uktadéw
korelujacych. Dla sygnatéw typu PSK, QAM, AM-PM, opisanych wzorem (32): s5;(t) = A; cos(2rfyt + @;)liczbe
korelatorow mozna zredukowaé¢ do dwéch. Taki odbiornik nazywa sie odbiornikiem kwadraturowym (rys.44).
Jest on réwnowazny uktadowi korelatora w tym sensie, ze dla tych samych sygnatéw wejsciowych zwraca te
same decyzje. Odbiornik kwadraturowy oblicza korelacje sygnatu wejsciowego z ortogonalng parg sygnatow
cos i (-sin). Gdyby nie bytlo szumu, to otrzymana para korelacji (x,y) stanowitaby wspétrzedne punktu
konstelacji, opisujgcego odebrany sygnat: (x, y) = (A4; cos ¢;, A; sin ;) —rys.28. Pokazmy, ze x = A; cos ¢; .

T
»@ > f X Minimum
vt , 0 odlegtosci decyzja
—_—) = cos2Ttf t (x,y)
— od R
y X
° > f (A Cosd)i’AiSlnd)i)
0
- .IZ. sin27Tf t

Rysunek 44 Odbiornik kwadraturowy




Na wejscie podajemy i-ty symbol bez szumu: v(i) = A;cos(2nfyt + ¢;). Po pomnozieniu przez

%cos( 2mfyt) otrzymamy, stosujac wzér cosa cosff = %[cos(a: — )+ cos(a + B)] :

2 24;
v(t) T cos(2mfyt) = Tl {cos(2mfyt + @;) cos(2mfyt)} =
2A;1 A; A;
= Tz{cosq)i + cos(4nfot + @)} = T COS; + ?cos(4nf0t + ;)
Catkujac sygnat o wartosci statej : A;/T cos( @;), otrzymamy A; cos( @;). Jesli w przedziale czasu O-T znajduje
sie catkowita liczba okreséw sygnatu cos(4mfyt) , wowczas catka z tego sygnatu jest réwna zeru. Ostatecznie

otrzymujemy

T 2 T A,
X = ] v(t)Tcos(anot)dt = f ?lcos(q)i)dt + 0 = A; cosy;
0 0

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze y = A; sing; . Gdy na wejscie podamy symbol z szumem, otrzymamy
pare korelacji x, y , czyli zmierzone z btedem wspétrzedne punktu konstelacji odebranego symbolu. Nalezy
teraz obliczy¢ odlegtos¢ euklidesowa od punktu (x,y) do wszystkich punktéw konstelacji stosowanej modulacji,
wybraé najmniejszg odlegtos$c i podjgé decyzje.

Na rys.45 pokazano wyniki pomiaru (x,y) dla 25000 symboli modulacji 16QAM. Przy silnym szumie(SNR=6 dB)
odbiornik optymalny nie dziata prawidtowo — stopa btedéw przekracza 0.1.

Pe= 8.11113

Rysunek 45 Odbiér 25000 symboli 16QAM z wykorzystaniem
odbiornika kwadraturowego

Stopa btedéw odbiornika optymalnego modulacji wielowartosciowej zalezy od wartosciowosci modulacji (in
wieksza wartosciowosé, tym trudniej wybra¢ wtasciwy symbol), konstelacji punktéw i szumu. Konstelacja
pokazana na rys 45 do$¢ réwnomiernie wypetnia ptaszczyzne, mozna jednak znalez¢ lepszg (patrz éwiczenie
symulacyjne nr 5). Poréwnujgc modulacje, nalezy tez wzig¢ pod uwage pasmo i efektywnos¢ widmowg. Na
rys.46 poréwnano szereg modulacji, notujgc efektywnos$é widmowg i SNR na wyjsciu kanatu przy ustalonej
stopie btedéw 0.0001.0Obnizenie dopuszczalnej stopy btedéw w niewielkim stopniu wptywa na wyniki. SNR
wyrazono jako stosunek energii przypadajgcej na 1 bit do gestosci mocy szumu na wyjsciu kanatu (28).
Zbadano nastepujgce modulacje:



e Modulacje amplitudy AM (zwane tez ASK — Amplitude Shift Keying). Wszystkie punkty konstelacji lezg
na prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspodtrzednych. Dopuszcza sie rozmieszczanie
punktéw po obu stronach poczgtku uktadu.

e Modulacje fazy (kluczowanie fazy - PSK — Phase Shift Keying). Wszystkie symbole majg te samg
amplitude, punkty konstelacji lezg wiec na okregu.

e QAM (Quadrature Amplitude Modulation)-rys.30.

Modulacje wielowartosciowe oferujg lepszg efektywnosé¢ widmowg, ale wymagaja lepszego kanatu (wyzsze
wartosci SNR). QAM jest bardziej odporna na szumy w kanale niz ASK i PSK, dzieki wykorzystaniu réznych
amplitud i faz swoich konstelacjach. Nie jest mozliwe jednoczesne osiggniecie wysokiej efektywnosci
widmowej i odpornosci na szum w kanale. Na lewo od krzywej oznaczonej jako granica Shannona nie istnieje
zadna modulacja. Jedli stosunek energii na bit do gestosci mocy szumu jest nizszy niz % (czyli -1.505 dB),
woéwczas transmisja z niskg stopa btedéw w ogodle nie jest mozliwa. O granicznych parametrach transmisji

bedzie mowa w koncowej czesci tego modutu.
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Rysunek 46 Poréwnanie modulacji cyfrowych

3.5 Modulacja DPSK

Optymalne odbiorniki modulacji PSK sg odbiornikami koherentnymi — wymagajg dokfadnego odtworzenia
sygnatéw referencyjnych (w odbiorniku kwadraturowym s3 to sygnaty cos(2mfyt) i —sin(2mf,t)
zsynchronizowane fazowo z sygnatem v(t) docierajgcym do odbiornika). Synchronizacje najczesciej osigga sie
przed rozpoczeciem transmisji danych. W przypadku jej utraty mozna jg odzyskaé sledzac cigg odebranych
symboli. Zatézmy, ze w dwuwartosciowej (binarnej) modulacji PSK odbierane sg symbole tsin(2rf,t), rys.47.
Synchronizator moze zaczgc $ledzié jeden z tych dwdch sygnatéw. W przypadku gdy jest to sygnat niewtasciwy,
wszystkie decyzje odbiornika bedg btedne. Aby temu zapobiec, koduje sie kolejne bity nie bezposrednio w
fazie, ale w rdznicy faz dwdch sgsiednich sygnatéw. Np. zachowanie tej samej fazy poczatkowej oznacza
logiczne 1, a przesuniecie fazy o 180 stopni - logiczne 0. W ten sposéb zdefiniowalismy dwuwartosciowg



roznicowg modulacje fazy (DPSK — Differential Phase Shift Keying). W modulacji DPSK, nawet przy btednej
fazie sygnatu referencyjnego, jesteSmy w stanie wykry¢, czy w odbieranym sygnale wystgpito, czy nie
wystgpito przesuniecie fazy.
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Rysunek 47 Sygnat binarnej modulacji PSK, wtasciwy sygnat
referencyjny i sygnat referencyjny przesuniety o 180 stopni

Odbiornik DPSK moze by¢ zrealizowany jako odbiornik koherentny lub niekoherentny. Odbiornik koherentny
odtwarza sygnat referencyjny (wtasciwy lub przesuniety), rozpoznaje kolejne sygnaty +sin(2rf,t) i poréwnuje
dwie kolejne decyzje: jesli s identyczne to wyprowadza wartos¢ logiczna 1 a jesli przeciwne — wyprowadza O.
W pierwszym etapie dziata tak, jak odbiornik PSK. Gdyby nie byto szumu w kanale, to rozpoznawatby wszystkie
sygnaty witasciwie lub wszystkie niewtasciwie. Pordwnywanie dwdch kolejnych decyzji pozwolitoby na
bezbtedny odbiér w systemie DPSK. Gdy w kanale jest szum, wéwczas rozpoznawanie kolejnych sygnatéw

odbywa sie z btedem, ktérego prawdopodobieristwo podano we wzorze (45): PeP5K=%erfc(\/i]E).

Pojedynczy, izolowany btad doprowadzi do powstania dwdch btedow w systemie DPSK, poniewaz btedna
decyzja bedzie poréwnana z poprzednig i z nastepng. Dokfadny wzdér na stope btedéw koherentnego
odbiornika DPSK otrzymamy, biorgc pod uwage dwa zdarzenia, ktére do tego btedu prowadza:

1. Pierwszy z poréwnywanych sygnatow jest rozpoznany dobrze, a drugi Zle. Prawdopodobienstwo
takiego zdarzenia wynosi (1 — PFSK)pPSK

2. Pierwszy z poréwnywanych sygnatéw jest rozpoznany Zle, a drugi dobrze. Prawdopodobienstwo
takiego zdarzenia wynosi PFSK(1 — PPSK)

Pozostate przypadki, tzn. dwa sygnaty rozpoznane zle i dwa sygnaty rozpoznane dobrze — nie prowadzg do
btedu w systemie DPSK.
Ostatecznie otrzymujemy prawdopodobieristwo btedu koherentnego odbiornika DPSK:

PeDPSK — ZPePSK(l _ PePSK) ~ ZPQPSK = @rfc\/snE (50)

Odbiornik niekoherentny mierzy bezposrednio przesuniecie fazowe dwéch sgsiednich sygnatéw. Moze byé
zrealizowany jako odbiornik kwadraturowy. Btgd fazowy f w odtworzeniu sygnatéw referencyjnych powoduje
rotacje odebranych punktéow (x,y), co nie przeszkadza w prawidfowym pomiarze kata A¢pmiedzy kolejnymi
sygnatami — rys.48.Bezposredni pomiar kata jest jednak obarczony wiekszym btedem niz btad rozpoznawania
jednego z dwéch sygnatdw. Skutkiem tego jest wieksza stopa btedéw odbiornika niekoherentnego niz
koherentnego:

Pe:le n :le n (51)
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Rysunek 48 Bezposredni pomiar kata w odbiorniku
kwadraturowym DPSK

Cwiczenie symulacyjne nr 5 pozwoli Padstwu na poréwnanie modulacji PSK, oraz DPSK z odbiorem
koherentnym i niekoherentnym.

4 Graniczne parametry transmisyjne

W p.2.1 zostaly sformutowane kryteria jakosci transmisji cyfrowej. Pozgdane bytoby waskie pasmo
zmodulowanego sygnatu, a jednoczesnie duza szybkos¢ modulacji (liczba symboli transmitowanych w ciggu
sekundy). Niestety sg to wymagania sprzeczne: symbole o krétkim czasie trwania majg szersze pasmo (rys.8,
Modut 1). Pozgdana bytaby duza przeptywnos¢ binarna (liczba bitow na sekunde) i niska stopa btedéw. Tu tez
jest sprzecznosc - ze wzoru 45 dla kodu bipolarnego wynika, ze krétki czas przeznaczony na transmisje bitu (T)
prowadzi do wzrostu prawdopodobienstwa btednego odbioru. Cenna bytaby duza efektywno$é widmowa, ale
jest ona osiggalna tylko przy wysokim stosunku mocy sygnatu do szumu w kanale (rys.46). Poza tym, dgzymy
do jak najwiekszej odpornosci na szumy w kanale, czyli jak najwyiszej jakosci odtworzonej po stronie
odbiorczej mowy czy muzyki (maksimum SNRo) przy danym stosunku mocy sygnatu do szumu na wyjsciu
kanatu (SNR).

Rozpatrzmy dokfadniej wymienione problemy, zaczynajac od szybkosci modulacji (liczba symboli na sekunde).
Niech nadawane symbole majg postac krdtkich impulsow (rys.49). Przesytana informacja jest zakodowana w
ich amplitudach : xg, x1, x5 ... Jest to tzw. PAM (pulse amplitude modulation). Impulsy s3 nadawane co T
sekund (w praktyce beda to mikro- lub nanosekundy). Stosujgc odpowiedni filtr, mozna tym impulsom nada¢
dowolny ksztatt, pod warunkiem nieprzekraczania czasu trwania réwnego T.

X x
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Rysunek 49 Sygnat nadawany (PAM)

Kanat transmisyjny jest dolnopasmowy o pasmie B [Hz]. Modelem kanatu jest filtr idealny o charakterystyce
czestotliwosciowej podanej na rys.50.



Rysunek 50 Charakterystyka czestotliwosciowa kanatu

Odpowiedz impulsowa kanatu jest odwrotng transformatg Fouriera charakterystyki czestotliwosciowe] (patrz
zad.4, p.8.1, Modutl).

h(t)
N P >
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Rysunek 51 Odpowiedz impulsowa kanatu

Na rys.52 pokazano odpowiedz kanatu na 3 impulsy z rys.49 (zachowano ten sam kolor impulsu i odpowiedzi
kanatu). Oczywiscie na wyjsciu kanatu obserwujemy sume tych sygnatéw i w ogélnym przypadku nie mozna
odczyta¢ amplitud xg, x4, X5 ... Jest to tzw. interferencja miedzysymbolowa (ISI — Intersymbol Interference).

1_
T<2B

0O T 2T

Rysunek 52 Odpowiedz kanatu na sygnat PAM

Interferencje miedzysymbolowg mozna zneutralizowaé, jesli wykorzysta sie regularne przejscia przez zero
1 2

2B’2B’2B "
idealng demultipleksacje, gdyz w kazdym z tych momentéw nie zeruje sie reakcja kanatu tylko na jeden

odpowiedzi impulsowej kanatu (rys.51). Nadajgc kolejne impulsy w momentach 0, .., umozliwiamy

impuls (rys.53).
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Rysunek 53 Odpowiedz kanatu na sygnat PAM gdy T=1/(2B)




Nadajgc impulsy co 1/(2B) sekund, transmitujemy 2B symboli na sekunde. W ten sposéb otrzymujemy
Twierdzenie Nyquista o szybkosci modulacji: W kanale o pasmie B [Hz] mozna przesyta¢ do 2B impulséw
(symboli) na sekunde bez interferencji miedzysymbolowe;.

W twierdzeniu Nyquista nie méwi sie nic o szumie w kanale i btedach w transmisji. Gdy nie ma szumu w
kanale, wéwczas mozna transmitowac (oczywiscie w teorii, nie w praktyce) impulsy o nieskonczonej liczbie
réznych amplitud. Wéwczas nawet jeden impuls moze przeniesé nieskoriczong ilos¢ informacji.

Szum w kanale istnieje zawsze, w zwigzku z tym rozpatrzmy problem jego wptywu na stope btedow w

transmisji. Wezmy dla przyktadu wzoér na stope btedéw w kodzie bipolarnym (45): P, = %erfc(\/g). Czy

. , . . . I - ST .
mozna otrzymaé stope btedéw dowolnie bliskg zeru? Teoretycznie jest to mozliwe, gdy ;—> oo, a wiec

nieograniczonej mocy nadajnika lub nieskoriczenie dtugim symbolu, a wiec szybkosci transmisji dgzgcej do
zera. W swoich pracach opublikowanych w potowie XX w. Claude Shannon wykazat, ze mozna jednak uczynic¢
stope btedéw dowolnie bliskg zeru, jesli rozpoznawac bedziemy catg przestang wiadomos¢ a nie pojedyncze
symbole. Idee Shannona realizuje sie w praktyce, tworzac kody zabezpieczajgce przed btedami, wymagajgce
opdznionej decyzji [2].

Jakie warunki muszg by¢ spetnione, aby udato sie zredukowanie stopy btedéw do wartosci bliskiej zeru?
Zatézmy ze nadajemy pewng wiadomos$é sktadajaca sie z duzej liczby (k) impulséw: s;, S5, ..., Sx. Potrzebny
nam bedzie nadajnik o mocy S = E(siz). Kanat ma pasmo B i charakterystyke czestotliwosciowa jak na rys.50.
Aby zneutralizowa¢ interferencje miedzysymbolowe, impulsy nadajemy co 1/(2B), czyli przesytamy 2B
impulsow na sekunde. Na wyjsciu kanatu obserwujemy sygnat uzyteczny s(t) jak na rys.53 i szum n(t) o mocy
N = nB. Ich suma to sygnat v(t)=s(t)+n(t), ktéry podajemy na wejscie odbiornika. Pasmo tego sygnatu wynosi
B, wiec mozna przeprowadzi¢ jego pomiar, pobierajgc 2B préobek na sekunde (twierdzenie o prébkowaniu).
Jednoczesnie mamy 2B impulséw na sekunde, wiec wystarczy jedna prdobka na nadany impuls. Cata
wiadomos$¢ zawiera zatem k probek, a jej transmisja trwa k/(2B) sekund.

Tak wiec wiadomosé mozemy przedstawi¢ w postaci k-wymiarowego wektora s = 54,5, ...,S, @ szum w
postaci wektora n = ny, n,, ..., n,. Sygnat odebrany z szumem to wektor v = s + n.

Typowa wiadomo$é wykorzystuje catg moc nadajnika, czyli S = %Z{-‘zl(si)z = %Iléllz. Stad kwadrat normy
wektora s mozna oszacowa¢ jako ||s]|? = kS. Tak wiec wektory wiadomosci lezg w odlegtosci zblizonej do
VkS od poczatku uktadu wspdtrzednych.

Moc szumu mozna oszacowaé jako N z%ﬂ‘zl(ni)z Z%”T_IHZ. Oszacowanie jest tym doktadniejsze, im

wieksze k. Stad |[n]|> = XX ,(n;)? ~ kN. Wektory szumu lezg przy powierzchni kuli o promieniu VkN.
Rysunek 54 to rysunek pogladowy przedstawiajgcy wektory wiadomosci, szumu i sygnatu odebranego.

Jis/\VkN

Y k(S+N)

Rysunek 54 Wektory wiadomosci, szumu i
sygnatu odebranego oraz ich normy

Istotne znaczenie ma norma wektora szumu w przestrzeni wysokowymiarowej. Zmienna losowa ||n||? =
{‘zl(ni)z ma rozktad chi kwadrat o k stopniach swobody, gdyz prébki szumu to nieskorelowane zmienne o



rozktadzie gaussowskim [2]. Na rys.55 pokazano rozktady znormalizowanej zmiennej %||fl||2 dla réznych

wartosci k. Wariancja szumu wynisi 1. Norma wielowymiarowych wektoréw szumu dazy do wartosci statej.

m k=1000

Rysunek 55 Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej % {-‘:1 n?

Ta obserwacja ma znaczenie kluczowe. Wskazuje ona, ze nadajagc pewna wiadomo$¢ s, odbierzemy wektor

lezgcy przy powierzchni kuli o promieniu VkN i srodku w punkcie s —rys.56.

_n
n

S|

n

Rysunek 56 Wynik pomiaru wiadomosci lezy na
powierzchni otaczaiacei ia kuli

W odbiorze stosujemy zasade minimum odlegtosci. Jesli zatem transmitowane wiadomosci bedg lezaty
dostatecznie daleko od siebie, to otaczajgce je kule szumu nie zetkng sie. Kazdy wynik pomiaru lezgcy na
powierzchni kuli wskaze nam s$rodek kuli jako najblizszg wiadomos¢ i bedzie to decyzja nieobcigzona btedem.
Tak wiec mozliwa jest bezbtedna transmisja wiadomosci pod warunkiem ze bedg dtugie (duza wartos¢ k).

Pozostaje problem, ile takich niezachodzacych na siebie kul szumu mozna rozmiescié. JesteSmy ograniczeni
mocg nadajnika. Sygnat odebrany v(t)=s(t)+n(t) ma moc srednig S+N, a wiec wektory sygnatéw odebranych
v = 5 + n leza w odlegtoéci okoto VkS + kN od poczatku uktadu wspétrzednych. Wewnatrz kuli o promieniu

R = VkS + kN musimy rozmiesci¢ kule szumu o promieniu r = VkN. lle takich kul mozna rozmiescic¢? Tyle,

S+N

ile wynosi ich stosunek objetosci, a wigc [;]k = [ > ]k/2 =1 +%]k/2. Tyle réznych wiadomosci mozna

odebrac bezbtednie. Oznacza to bezbtedne przestanie log, [1 + %]k/Z = Slog2 [1+ %] bitéw.



Transmisja catej wiadomosci trwa % sekund, a wiec w ciggu sekundy wysytamy (bez interferencji

miedzysymbolowych) C = % glogz [1 + %] = Blog, [1 + %] bitdw. W sposdéb uproszczony pokazalismy
uzasadnienie bardzo waznego twierdzenia w telekomunikacji:
Tw. Shannona o przepustowosci kanatu

L. - . s S
W kanale o szerokosci pasma B, przy stosunku mocy sygnatu do szumu na wyjsciu kanatu réwnym ~= s

mozna przesyta¢ z dowolnie niskg stopg btedow
C =B log,[1+5] = B log,[1+ niB] bit/s (52)
Te najwiekszg szybkos$¢ transmisji nazywa sie przepustowoscig kanatu (channel capacity). Im wiekszy stosunek

mocy sygnatu do mocy szumu, tym wieksza przepustowos¢. Kanat bez szumu ma przepustowosé
nieskonczong, gdyz jestesmy w stanie bezbtednie rozpoznac nieskoriczong liczbe réznych sygnatéw.

Gdy%—wx toC — oo (53)
Ciekawszym problemem jest wptyw pasma na przepustowos¢ kanatu. Pasmo B wystepuje we wzorze (52)
dwukrotnie. Zmniejszajac pasmo do zera, zmniejszamy szum na wyjsciu kanatu (N = nB), ale maleje rowniez
liczba transmitowanych symboli (twierdzenie Nyquista). Stosujac regute de I’'Hospitala mozna obliczy¢ granice
(pozostawiam to czytelnikowi jako ¢wiczenie):

GdyB—->0toC -0 (54)
Tak wiec zmniejszanie pasma nie jest korzystne z punktu widzenia szybkosci transmisji. Z drugiej strony,
poszerzenie pasma zapewnia wiekszg przepustowos¢ kanatu mimo wiekszej mocy szumu:

Gdy B — oo to € =B log,[1+-]=3log,(1+>)% =51 55
y ol = 08, nB]—nO.gz( 173) —,70929 (55)

1 X
gdyz lim (1 + —) =e
X—o00 X
Pomimo ze noc szumu dazy do nieskoriczonosci (N = nB — <o) , kanat jest zdolny do bezbtednej transmisji z
maksymalng przeptywnoscig okreslong wzorem (55).
Poréwnajmy waskopasmowg (pasmo Bi Hz) i szerokopasmowg (pasmo B, Hz) transmisje w kanale,
charakteryzujgcym sie gestoscig mocy szumu  W/Hz - rys.57. Mamy do dyspozycji nadajnik o mocy S watow i
dwie mozliwosci:

1. Transmisja waskopasmowa: wykorzystujemy waskie pasmo B1 Hz aby otrzyma¢ wysoki stosunek mocy

sygnatu do szumu SNR = S
1B

2. Transmisja szerokopasmowa: wykorzystujemy szersze pasmo B, >> B; Hz

S
G(f) G(f)
A

A

< >

B,

-~ Y

Rysunek 57 Wykorzystanie kanatu w transmisji wgskopasmowej (po lewej) i
szerokopasmowej (po prawej)

Rysunek 57 sugeruje, ze bardziej odporna na szum jest transmisja waskopasmowa, gdyz gestos¢ mocy sygnatu
jest wieksza niz gestos¢ mocy szumu. Z kolei w transmisji szerokopasmowej gestos¢ mocy sygnatu znajduje sie



ponizej gestosci mocy szumu. Wynika to z faktu, ze oba prostokaty na rys.57 majg to samo pole réwne mocy
sygnatu S.

Wrazenie to jest jednak fatszywe — wieksza szybkos¢ transmisji otrzymujemy w przypadku
szerokopasmowym. Prosze sie o tym przekonaé przegladajac rozwigzane zadanie 11,.p.5.1

Waznym parametrem transmisyjnym jest efektywno$¢ widmowa. Mowi ona o tym, ile bitéw na sekunde
mozna przestaé w kanale o szerokosci pasma 1 Hz. Przypomnijmy sobie oznaczenia:

Rb — szybkos$é transmisji [bit/s],

Rb/B — efektywnos¢ widmowa [bit/s/Hz]

Ex— energia zuzyta na transmisje 1 bitu [J=Ws]

Zatézmy, ze osiggneliémy graniczng szybkosc¢ transmisji rowng przepustowosci kanatu:

R, = C = Blog, [1 + %] = Blog, [1 + %] . Przeksztatcajgc wzdr Shannona (52) wykorzystalismy fakt, .ze
moc sygnatu S jest to energia na sekunde, czyli energia na bit (Ep) razy liczba bitdw na sekunde (Rp).
Przeksztatcajac dalej, otrzymuje sie: % = log, [1 + %] a w koncu

Ep
n
Wzér (56) okresla najmniejszg wartos$é SNR (wyrazong jako stosunek energii na bit i gesto$ci mocy szumu) jaka

B [ R
=—|2B —1 (56)
Rp

jest niezbedna do zapewnienia bezbtednej transmisji z efektywnoscig widmowga Ryp/B. Jest to granica
Shannona przedstawiona na Rys. 46. Gdy pasmo kanatu rosnie do nieskoriczonosci, wéwczas efektywnosc
widmowa maleje do zera. Graniczna wartos¢ SNR wynosi w tej sytuacji In(2), czyli okoto -1.6 dB:

Gdy B — o to % - In(2) (57)

Przy nizszych wartos$ciach SNR nie moze by¢ mowy o bezbtednej transmisji.

Z twierdzeniem Shannona o przepustowosci kanatu wigze sie graniczna odporno$¢ na zaktdcenia.
Przypominamy ze chodzi o zaleznos¢ wartosci SNR na wyjsciu odbiornika od wartosci SNR na wyjsciu kanatu:
SNRo=f(SNR). Pozgdana bytaby jak najwyzsza jakos¢ sygnatu na wyjsciu odbiornika (np. mowy czy muzyki) przy
niskiej jakosci sygnatu na jego wejsciu: SNR, > SNR. Niestety, istnieje graniczna wartos$¢ odpornosci na
zaktdcenia, ktdra wyraza sie wzorem:

B
SNRy < [1+22sNR|™ -1 (58)
Parametrem jest tu wspotczynnik poszerzenia pasma B/fu czyli pasmo sygnatu zmodulowanego przez pasmo
sygnatu modulujgcego (np. sygnatu mowy). We wzorze (58) stosunek mocy sygnatu do szumu w kanale jest

zdefiniowany nastepujgco: SNR = % = 17% Jako moc szumu w kanale przyjeto moc szumu przypadajacg na
M

pasmo sygnatu przed modulacja.

Rodzine funkcji opisang wzorem (58) pokazano na rys.58. Waskopasmowe modulacje nieposzerzajgce pasma
(B=fm) majag niskg odpornos¢ na szum w kanale (SNRo=SNR). Im szersze pasmo, tym wieksza odpornosé. Nie
wzrasta ona jednak do nieskorficzonosci, nawet przy nieograniczonym pasmie istnieje krzywa graniczna —
rys.58. Ograniczenie SNR sygnatu wyjsciowego (np. muzyki transmitowanej bezprzewodowo) odnosi sie do
kazdej transmisji — nawet analogowej. Potwierdza to analiza poréwnawcza modulacji AM i FM.
Szerokopasmowa modulacja FM jest bardziej odporna na szumy w kanale.
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Rysunek 58 Graniczna odpornos¢ na zaktécenia

Wz6r (58) mozna wyprowadzi¢ z twierdzenia Shannona o przepustowosci kanatu.

Graniczna szybkos$¢ transmisji w kanale:

_ Sy = fm_S N _ fm
C—Blog2(1+n3)—Blog2(1+ T = Blog,(1+ - SNR).

Szybkos¢ transmisji na wyjsciu odbiornika: Cy = fy; log,(1 + SNRy).

Liczba bitdw na wyjsciu odbiornika nie moze by¢ wieksza niz na jego wejsciu, gdyz odbiornik nie jest zrédtem
informacji, on tylko przetwarza otrzymang informacje: Cy, < C. Przepisujac te nierdwnos¢ otrzymujemy
kolejno:

log,(1+ SNR,) < filogzu + L1 NR)
M
B
log,(1+ SNRy) < log,(1+ 22 SNR)TM
B
1+ SNRy < (1+ L SNR)7m

B
SNRy < (1+4SNRYM — 1

Ostatnia postac jest identyczna ze wzorem (58).

5 Zadania i testy

5.1 Przyktadowe zadania z rozwigzaniami
1.

Sygnat modulujgcy m(t)=cos(2 ® fmt), fm =1 kHz, podano na wejscie modulatora gérnowstegowej modulacji
amplitudy (USSB). Czestotliwos¢ fali nosnej fo=100 kHz. Naszkicuj widmo sygnatu zmodulowanego, zaktadajac,
ze fala nosna jest wyttumiona. Jaki jest przebieg czasowy sygnatu zmodulowanego?

Rozwigzanie:
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Sygnat USSB jest wiec sygnatem harmonicznym o czestotliwosci 101 kHz.

2.

Mamy dwa detektory: detektor obwiedni i detektor synchroniczny. Mamy tez dwa sygnaty zmodulowane:
DSBSC
s1(t) = m(t) cos [2 wt fo t]
i DSB
so(t) = [1+m(t)]cos [2 mfot], |m(t)]|<1

gdzie m(t) — wolnozmienny sygnat modulujacy (np. sygnat mowy), fo— czgstotliwos¢ fali nosne;.
Wybierz odpowiedni detektor dla kazdego z tych sygnatéw. Uzasadnij wybér.

Rozwigzanie: Detektor synchroniczny moze byé¢ zastosowany w obu przypadkach. Dla DSBSC otrzymamy na

wyijsciu %m(t). —wzbr (6). Po pomnozeniu sygnatu DSB przez generowang w odbiorniku nosng, otrzymamy

(1 +m(t))(cos 2nfyt)? = % + %m(t) + %cos Atfot +% m(t) cos4mnfyt .

Po wyttumieniu wysokich czestotliwosci filtrem dolnopasmowym, pozostanie sktadowa stata L sygnat

uzyteczny %m(t). Sktadowa stata nie jest zaktdceniem, zresztg bardzo tatwo jg wyttumic.

Detektor obwiedni nie nadaje sie do odbioru sygnatéw z wyttumiong nosng, a wiec moze by¢ zastosowany

tylko do odbioru sygnatu DSB (rys.8). W przypadku DSBSC otrzymamy na wyjsciu warto$¢ bezwzgledng sygnatu

modulujgcego | m(t)|, a wiec sygnat bardzo znieksztatcony (rys.2).

3.

Sygnat DSBSC s(t) = m(t) cos [2 &t fot] podano na wejscie odbiornika z detektorem synchronicznym (rys.)
Fala nosna jest generowana z btedem fazowym ¢:

c(t) = cos [2 mt fot+ @]
Oblicz sygnat na wyjsciu odbiornika. Przy jakich wartosciach ¢ odbidr nie jest mozliwy?



s(t)

P filtr dolnopasmowy ———J»

c(t)

Wskazowka: : cos(a) cos(B) = i[cos(a —pB) +cos(a+p)]

Rozwigzanie: Na wyjsciu uktadu mnozacego:
1
m(t) cos 2nfyt cos(2rft + @) = Em(t)[cos @ + cos(4nfyt + )]

Na wyjsciu filtru dolnopasmowego pozostanie sygnat uzyteczny %m(t) cos @. Btad fazowy zmniejszy

amplitude sygnatu, obnizy SNRo, a przy btedzie fazowym réwnym 90 stopni sygnat wyjsciowy zaniknie.

4,

Sygnat FM jest opisany wzorem: s(t) = 10 cos [2 © 107t + 3 cos(2 103 t)]
Pasmo B wynosi okoto 100 kHz. ZnajdZ nastepujgce parametry :

e Moc $rednig sygnatu

e (Czestotliwosc fali nosnej

e C(Czestotliwos¢ sygnatu modulujgcego
e indeks modulacji

e (najwiekszg) dewiacje czestotliwosci

2
Rozwigzanie: Sygnat ma ksztatt cosinusoidalny, amplituda A=10, a wiec moc $rednia wynosi P = L =50

~ =
(Modutl, p.2.2). Czestotliwo$é fali nosnej wynosi 107 Hz = 10 MHz. Czestotliwo$é sygnatu modulujgcego
fm=103 Hz = 1 kHz.

Indeks modulacji obliczymy z prawa Carsona (wzér 23). Otrzymujemy p=49. W koncu, ze wzoru (17)

wyznaczamy dewiacje czestotliwosci AF=49 kHz.

5.

Sygnat FM: s(t) = A cos [2 wfot + B cos(2 m fm t)] ma pasmo B okoto 100 kHz. Dewiacja czestotliwosci wynosi
45 kHz. Oblicz czestotliwos$é sygnatu modulujgcego (fm) i index modulacji B.

Rozwigzanie: Wykorzystamy prawo Carsona: B = 2(f + 1)f,, oraz zalezno$¢ (17): B = ?—F. Znajdujemy fm=5 kHz i
m

B=9.

6.

Sygnaty si(t) i so(t) sg transmitowane z jednakowym prawdopodobieristwem (Po=P1=0.5) | odebrane z szumem
o gestosci mocy n [W/Hz]:



s:(t) + 50(1)=0

T=1

—
1

1

e Narysuj schemat odbiornika optymalnego
e Oblicz energie obu sygnatéw
e Oblicz stope bteddw (Pe), przyjmujac gestos¢ mocy szumu w kanale n =1/12 [W/Hz]

Rozwigzanie: Odbiornik optymalny jest pokazany na Rys.36, 37 lub 38. Dla odbiornika z rys.37 prég decyzyjny
WYynosi %[E1 —Ey] = %, poniewaz energia Eo=0 a energia pierwszego sygnatu (s;(t) =t, 0<t<T) jest
réwna: E; = fol t2dt = g

Sygnat réznicowy p(t) = s1(t) — so(t) = s1(t) a jego energia jest réwna E g = E; = % Ostatecznie

1 E 1 1 1
P, =erfc( 4%70) = erfc( E) =-erfc(1)

7.

Ktora para symboli transmisyjnych:

pierwsza:
4s,(t) 4s0(t)
1
0.5
0 T=1 t 0 T=1 t
czy druga:
As,(t) Ase(t)
1
0 T=1 "t 0 =1 't
-0.5

Jest bardziej odporna na szum w kanale? Odpowiedz uzasadnij przyjmujac, ze w obu przypadkach uzywamy
odbiornika optymalnego.

Rozwigzanie: Im wieksza energia sygnatu rdznicowego tym mniej btedédw w rozpoznaniu zaszumionych
sygnatéw. Szukamy wiec najwiekszej wartosci E g = fOsz(t)dt, gdzie p(t) = s1(t) — so(t).

Dla pierwszej pary p(t)=0.5 iE;y = i. Dla drugiej pary p(t)=3/2i E;y, = 2. Druga para zapewnia mniej btedow w
transmisji.

8.

Poréwnaj dwie pary symboli transmisyjnych: (a) i (b).



$s,(t) Sy(H)=0

v
N

4s,0 As,M) =-s,@®

(b) 1-—|
0 T=1 %t 0 |=1 t
_1-

v

Dla kazdej pary:
e Oblicz energie E1 i Eo.
e Oblicz srednig moc nadajnika S zaktadajac, ze oba sygnay sg transmitowane z tym samym
prawdopodobieristwem Po=P1=0.5 .
e Oblicz E1o: energie sygnatu réznicowego p(t) = s1(t) — so(t).
e Oblicz prawdopodobienstwo btednego odbioru Pe. Podstaw gestos¢ mocy szumu w kanale n rowng 1
W/Hz.
Ktdéra para symboli jest bardziej odporna na szum w kanale? Uzasadnij odpowiedz.
Rozwigzanie: Dla pierwszej pary E1=2, Eo=0, S = %(ElPl + EyPy) = 1.
Dla drugiej pary Ei=Eg=1, S=1. W obu przypadkach mamy te samg moc nadajnika S. Poréwnujac modulacje,
badamy P. przy tej samej wartosci SNR na wyjsciu kanatu. Poniewaz SNR = %to oznacza te samg moc szumu
N w obu przypadkach. Teraz nawet bez obliczert mozna stwierdzié, ze parg bardziej odporng na szum jest para
(b). Roznica amplitud wynosi tu 2, a dla pierwszej pary V2. Wieksza réznica to mniej btedéw rozpoznawania
sygnatéw przy tym samym szumie.
Ten sam wniosek mozna wysnu¢ poréwnujac wartosci E1o. Dla pary (a) E10=2, a dla pary (b) E10=4. Wieksza
wartos¢ E1p to mniej przektaman bo funkcja erfc jest malejaca.

9.

Ktdra para sygnatow transmisyjnych:
pierwsza:

s1(t) = A cos [2 mfot] so(t) =-A cos [2 wt fo t]
czy druga:

s1(t) = Acos [2 wfot] so(t) = Asin [2 mfot]

jest bardziej odporna na szum w kanale? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: Stopa btedéw w transmisji binarnej, przy tym samym prawdopodobienstwie nadania obu
sygnatéw wynosi P, = %erfc( i—t;’). Komplementarna funkcja btedu erfc jest malejaca, wiec szukamy pary o
wiekszej wartosci energii réznicy p(t) = s1(t) — so(t): Ejo = fOsz(t)dt. Dla pierwszej pary E;, = 2A%T, a
dla drugiej E;, = A?T. Pierwsza para (binarna modulacja PSK) jest lepsza.

Obliczajac energie zaktadalismy, ze w czasie trwania symbolu T miesci sie catkowita liczba okreséw sygnatu o
czestotliwosci fo.

10.



Wyijasnij dlaczego binarna modulacja PSK jest bardziej odporna na szum w kanale niz binarna modulacja DPSK.
Dla przypomnienia, w PSK sygnat s1(t) =A cos [2 7 fot] reprezentuje wartos¢ logiczng “1”, a sygnat

so(t) = - A cos [2 & fot] = A cos [2 & fot + m], reprezentuje wartos¢ logiczng “0”. W modulacji DPSK “1” jest
transmitowana jako brak przesuniecia fazy dwdch sasiednich symboli, a “0” jest transmitowane jako
przesuniecie fazy sgsiednich symboli o © (180 stopni). Zaktadamy, ze nie ma problemoéw z synchronizacjg,
odtworzeniem sygnatéw referencyjnych w odbiorniku, itp.

Rozwiazanie: Prawdopodobienstwo btednego rozpoznania pojedynczego sygnatu wynosi P, = %erfc( %),

gdzie E; = 2AT. W modulacji PSK, btedne rozpoznanie symbol oznacza jeden btedny bit: P”SK = P,.
Izolowany btad w rozpoznaniu sygnatu tworzy dwa btedne bity w DPSK, gdyz btednie rozpoznany sygnat jest
powdwnywany z poprzednim i nastepnym sygnatem. Doktadniej, btagd w DPSK wystepuje, gdy pierwszy z
dwéch sasiednich sygnatdw jest rozpoznany btednie, a drugi — bezbtednie (lub odwrotnie: pierwszy —
bezbtednie, a drugi — btednie). Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi

PPPSK = p.(1—P,) + (1 — P,)P, = 2P, — 2P,%. Ta wartos¢ jest wieksza niz PP = P,.

11.

Gestos¢ mocy szumu w kanale wynosi n=1 [W/kHz], srednia moc nadajnika jest rdwna S=42[W], a pasmo
kanatu wynosi B=6[kHz].
Oblicz:

e Moc szumu na wyjsciu kanatu (N)
e Najwiekszg szybko$¢ modulacji, czyli liczbe symboli transmisyjnych na sekunde (w bodach)
e Przepustowosc kanatu, czyli najwiekszg szybkos¢ transmisji z dowolnie niska stopg bteddéw.

Powtdrz obliczenia dla szerokosci pasma B=14[kHz] i poréwnaj z wynikami dla B=6[kHz].

Rozwiazanie:

Przypadek waskopasmowy (B= 6 kHz): Moc szumu N; = nB = 6 W. Najwieksza szybko$¢ modulacji (zgodnie z
twierdzeniem Nyquista) jest réwna 2 B =12000 Bd (symboli na sekunde).

Najwieksza szybkos¢ transmisji (przepustowosc kanatu zgodnie z twierdzeniem Shannona):

C; = Blog,(1+ %) =6000log,(1 + %) = 18000 bits/s.

Przypadek szerokopasmowy (B= 14 kHz): Moc szumu N, = nB = 14 W. Najwieksza szybkos¢ modulacji wynosi
2 B =28000 Bd (symboli na sekunde).

Najwieksza szybkos¢ transmisji: C, = B log,(1 + %) = 14000log,(1 + g) = 28000 bit/s.

System szerokopasmowy zapewnia szybszg transmisje mimo wiekszej mocy szumu na wyjsciu kanatu.

12.

Kanat transmisyjny jest opisany nastepujgcymi parametrami: szerokos¢ pasma B = 1000 Hz i gestos¢ mocy
szumu Nn=10"° W/Hz . Oblicz érednig moc sygnatu S, zapewniajaca bezbtedna transmisje (BER=0, P¢=0) z
szybkoscig 1000 bitéw na sekunde.

Rozwigzanie: Wykorzystujemy wzér Shannona: C = Blog,(1 + %). Podstawiamy C=1000 bit/s, N =nB =
1 W, B=1000 Hz. Otrzymujemy S=1W.

13.



Sprawdz czy jest mozliwa bezbtedna transmisja danych z szybkoscig 5000 bit/s , gdy mamy nadajnik o mocy
S=9[W], oraz niettumigcy kanat o szerokosci pasma B=3[kHz] i gestosci mocy szumu na wyjsciu n=1 [W/kHz] ?

Rozwigzanie: Wykorzystujemy wzér Shannona C = Blog,(1 + %). Podstawiamy B=3000 Hz, S=9 W,

N =nB = 3 W. Obliczamy przepustowos¢ kanatu C=6000 bit/s. Jesli mozna transmitowaé 6000 bit/s bez
bteddw, to mozna i 5000 bit/s

5.2 Zadania do rozwigzania

1.

Sygnat modulujgcy m(t)=cos(2 m fmt), fm =10 kHz, podano na wejscie modulatora dolnowstegowej modulacji
amplitudy (LSSB). Czestotliwos$¢ fali nosnej fo=100 kHz. Naszkicuj widmo sygnatu zmodulowanego, zaktadajgc,
ze fala nosna jest wyttumiona. Jaki jest przebieg czasowy sygnatu zmodulowanego?

2.

Sygnat FM jest opisany wzorem:
s(t) =4 cos [2 w108t + 20 cos(2 103 t)]

Znajdz:

e Moc srednig sygnatu

e Czestotliwosc fali nosnej fo

e (Czestotliwos¢ sygnatu modulujgcego fm

e indeks modulacji 3

e (najwiekszg) dewiacje czestotliwosci AF

e Szerokos¢ pasma czestotliwosci B

3.

Wartos¢ logiczna “1” jest reprezentowana przez sygnat s;(t) jak na rysunku. Wybierz najlepszy sygnat s, (t)
reprezentujgcy wartos¢ logiczng “0”. Poréwnaj trzy sygnaty (a, b, c), wybierz sygnat gwarantujacy najmniejszg
stope bteddw i uzasadnij odpowiedz.




Wskazéwka: Najbardziej odporna na szumy jest para s;(t), so(t) o najwiekszej energii sygnatu réznicowego

E1o.

4.

Porédwnaj dwie pary symboli transmisyjnych. Ktéra z nich zapewnia mniejsza stope btedéw?

Pierwsza para:

+s,(t)
A=1
/ +S,(t)
> T:1 >
T=1 t t
-t
-1
Druga para:
4s(t) 4 S(t)=0
A=1 /ft
=1t T=1 t

Wskazowka: Najbardziej odporna na szumy jest para s,(t), so(t) o najwiekszej energii sygnatu réznicowego

E1o.

5.

Strumien binarny nalezy przestaé bezprzewodowo. Wybierz z listy modulacje, ktére nadajg sie do tego celu i
uzasadnij wybor.

¢ Analogowa modulacja amplitudy DSB-SC

e Kluczowanie fazy (PSK)

e Rodznicowe kluczowanie fazy (DPSK)

e Kod unipolarny oparty na impulsach prostokatnych

e Kod bipolarny jak wyzej

e Kluczowanie czestotliwosci (FSK)

e Kwadraturowa modulacja amplitudy (QAM)

Wskazéwka: Wybierz modulacje cyfrowe wykorzystujace fale nosna.

6.

Gestos¢ mocy szumu w kanale wynosi n=1 [W/kHz], srednia moc nadajnika jest rowna S=12[W], a pasmo
kanatu wynosi B=4[kHz].



Oblicz:

e Moc szumu na wyjsciu kanatu (N)

e Stosunek mocy sygnatu do mocy szumu na wyjsciu kanatu (SNR)

e Najwiekszg szybkos¢ modulacji, czyli liczbe symboli transmisyjnych na sekunde (w bodach)
e Przepustowosc kanatu, czyli najwiekszg szybkos¢ transmisji z dowolnie niska stopg btedéw.

Powtdrz obliczenia dla szerokosci pasma B=12[kHz] i poréwnaj z wynikami dla B=4[kHz].

7.

Kanat transmisyjny ma pasmo B = 1000 Hz i gesto$¢ mocy szumu 1*|=1O'3 W/Hz . Oblicz najmniejszg moc
nadajnika S, zapewniajaca bezbtedng transmisje z szybkoscig 2000 bit/s.
Wskazéwka: Wzér Shannona na przepustowos¢ kanatu.

6 Biblioteka

Z Modutem 2 sg zwigzane dwa ¢éwiczenia symulacyjne: Transmisja cyfrowa — kody transmisyjne i Transmisja
cyfrowa — modulacje cyfrowe. Pierwsze z nich zapoznaje studenta z kodem transmisyjnym unipolarnym i
bipolarnym. Mozna poréwnaé¢ odpornos¢ obu koddéw na szum w kanale w sytuacji, gdy oba symbole
nadawane sg z tym samym prawdopodobienstwem i réznym prawdopodobiedstwem. Drugie ¢wiczenie
wprowadza w binarne i wielowartosciowe modulacje oparte na fali nosnej: modulacje PSK, QAM, DPSK.
Zapoznaje studenta z dziataniem odbiornika kwadraturowego, pozwala na konstruowanie wtasnych modulacji.
Laboratorium i materiaty pomocnicze opisano w Module 4.
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