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Rewolucyjny rozwdj technologii mikroelektronicznych spowodowat, ze projektowanie systemoéw
cyfrowych moze by¢ realizowane wytgcznie za pomocg komputerowych narzedzi projektowania
przystosowanych do przetwarzania duzych ilosci réznorodnych danych. Celem materiatéw
dydaktycznych jest oméwienie zaawansowanych metod syntezy logicznej niezbednych zaréwno
w projektowaniu systeméw cyfrowych jak tez w analizie i eksploracji danych. Dlatego gtéwnymi
zagadnieniami omawianymi w materiatach s3 metody minimalizacji i dekompozycji funkgji
boolowskich, jak tez redukcja atrybutow i indukcja regut decyzyjnych. Takie ujecie tych
zagadnien jest zgodne z pilng potrzebg waznych zastosowan takich jak: dystrybucja adresow [P,
skanowanie wiruséw, wykrywanie niepozgdanych danych, itp. Nie mniejsze potrzeby
stosowania zaawansowanych metod syntezy logicznej dotyczg analizy i eksploracji danych.
Inaczej mowigc celem tego podrecznika jest przygotowanie przysztych inzynieréw do
umiejetnego wykorzystania ogromnego potencjatu syntezy logicznej o czym Swiadczg wyniki

prezentowanych metod i algorytmow.
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1 Minimalizacja funkcji boolowskich

1.1 Funkcje boolowskie

Uktad kombinacyjny jest podstawowym uktadem logicznym umozliwiajagcym realizacje funkcji boolowskich.
Uktad kombinacyjny konstruujemy z elementéw logicznych po to, aby realizowac¢ funkcje lub ich zespoty
opisujgce bardziej skomplikowane ukfady cyfrowe. Dlatego rozwazania o uktadach kombinacyjnych
rozpoczynamy od pojecia funkcji boolowskiej.

Pojecie funkcji boolowskiej jest pojeciem podstawowym umozliwiajgcym modelowanie zjawisk
fizycznych reprezentowanych jako odwzorowanie ciggéw (wektoréw) binarnych nalezgcych do zbioru X
w ciggi binarne (wektory) ze zbioru Y, gdzie zbiory X, (Y) sg podzbiorami n-krotnego, (m-krotnego) iloczynu
kartezjanskiego zbioru B = {0, 1}.

Formalnie funkcjg boolowska zmiennych binarnych x, ..., X, nazywamy odwzorowanie:
f:X—Y, gdzie X B", YC B™.

Jezeli X = B", to funkcje takg nazywamy zupetng; w przeciwnym przypadku jest to funkcja
niezupetna, zwana réwniez funkcja nie w petni okreslong.

Najczesciej stosowane reprezentacje funkcji boolowskich to tablica prawdy oraz formuta
(wyrazenie) boolowskie.

Funkcja f moze by¢ przedstawiona w postaci tablicy prawdy. Jest to tablica o n+1 kolumnach i 2"
wierszach. W kolejnych wierszach sg zapisywane wszystkie wartosci ciggu xi, ..., xn, czyli wszystkie
wektory x. W ostatniej kolumnie podana jest wartos$¢ y przyporzagdkowywana danemu wektorowi lub ,—”,
jezeli funkcja dla tego wektora nie jest okreslona. Kolejne wektory s3 numerowane, przy czym wartos¢ i
podana z lewej strony w dodatkowej kolumnie jest dziesiethym odpowiednikiem wektora x traktowanego

jako liczba w zapisie dwojkowym:

n-1
Ap = L(Anks) =Zaj-2j =ap_ 12"+ a2 +a 2 +ay- 2°
j=0

Na przyktad przeliczenia liczb binarnych (0101)s oraz (1010)s (podanych w NKB — naturalnym kodzie

binarnym) na liczby dziesietne 5p i 10p dokonujemy nastepujgco:

(0101)g=0-23+1-22+0-2'+1-20=5)
(1010)s=1-23+0-22+1-21+0-2°=10p



Przyktady tablicowej reprezentacji funkcji boolowskiej podane sg w tabl. 2.1a (funkcja zupetna) i

tabl. 2.1b — funkcja niezupetna.

Tablica 2.1
a) b)
x1 X2 Xx3|f X1 X2 x3|f
0/0 O O0]O 0/j0 0 0]O0
110 0 1|1 110 0 1|1
2|0 1 010 2/0 1 0 |-
3/0 1 11 3/]0 1 11
411 0 0|0 411 0 0]O0
5/1 0 1|1 5/1 0 11
6|11 1 0|1 6/1 1 0 |-
711 1 11 711 1 1|1

Tablice te specyfikujg funkcje boolowskie, ktorych wektory wejsciowe sg dodatkowo okreslone
liczbami dziesietnymi. Stad pomyst, aby specyfikacje funkcji boolowskich podawac w uproszczonej formie.
Dla funkcji z tabl. 2.1a odpowiedni zapis powinien by¢:

f= 2(11 3’ 5’ 6’ 7)

Natomiast funkcje z tabl. 2.1b zapisa¢ nalezy z dodatkowym specyfikowaniem wektoréw

nieokreslonych:

f=2[1,3,5,7,(2, 6)].

Typowym zastosowaniem tablic prawdy do specyfikacji funkcji

¢
Dekoder — d

— € ——

- b H H boolowskich moze by¢ opis dekodera wskaznika siedmiosegmentowego
] f b
g

Xo —

powszechnie stosowanego do wyswietlania cyfr w urzadzeniach

X1 —

Xg — . f
—9 eH HC pomiarowych i monitorujgcych. Dekoder taki to uktad kombinacyjny o
d

wejsciach x3, x2, X1, Xo oraz wyjsciach a,b, ¢, .., g (rys. 2.1a),

Rys. 2.1. Dekoder (a) wskaznika o o o
siedmiosegmentowego (b) odpowiadajgcych segmentom wskaznika (rys.2.1lb). Na wejscia x
podawane sg liczby binarne 0000, 0001,...,1000,1001 (dziesietnie:
0,1,...,8,9). Wyjscia a, b, c, ..., g sterujg diodami swiecgcymi. Dioda zostaje podswietlona, gdy odpowiednie
wyijscie jest w stanie 1. W rezultacie dziatanie dekodera jest opisane tablicg prawdy, podang w tablicy 2.2.

W tym przypadku mamy do czynienia z funkcjami niezupetnymi. Jak sie pdzniej przekonamy, omdwiony

dekoder nie nastrecza zadnych trudnosci w syntezie odpowiadajgcego im uktadu kombinacyjnego.



Tablica 2.2

X3 X2 X1 Xo |a b ¢ d e f g
0O |0 0O 0O 01 111110
1 /0 0 0 1 |01 10000
2 |0 01 O (21 011 01
3 /0 01 1 12111 001
0O |11 0 0|01 10 011
50 1 0 1 12 01 1 0 1 1
6 [0 112 O (2 0 1 1 1 1 1
7 |0 11 1 |12 11 0 0 O O
8 1 0 0 0|1 1 1 1 1 1 1
9 1 0 0 1 (1 1 1 1 0 1 1

Mozna jednak podac zastosowania bardziej skomplikowane. Na przyktad uktad kryptograficzny
realizujgcy tzw. algorytm DES (Data Encryption Standard), jest wyposazony w klucze S, ktérych dziatanie
specyfikuje sie funkcjami boolowskimi o 6 wejsciach i 4 wyjsciach. Przyktadowa specyfikacja dla klucza S:

jest podana w tablicy 2.3.

Tablica 2.3
14 4 13 1 2 15 11 8 3 10 6 12 5 9 O 7
0 15 7 4 14 2 13 1 10 6 12 11 9 5 3 8
4 1 14 8 13 6 2 11 15 12 9 7 3 10 5 O
15 12 8 2 4 9 1 7 5 11 3 14 10 O 6 13

Jesli wejscia klucza S1 oznaczymy xi,...,Xs, @ Wyjscia y1, y2, ¥3, ya, to zapis w tablicy 2.3 rozumiemy
nastepujgco: dla wektora x = (000000) wyjscia y sg liczbg binarng, ktérej zapis dziesietny jest L = 14 (czyli
1110), dla x = (000001), L = 4, wreszcie dla x=(111111), L =13.

Funkcje boolowskie reprezentowane odwzorowaniem f, jakkolwiek mozliwe do bezposredniej
realizacji technicznej, nie s3 najlepszg formg do zastosowan w strukturach bramkowych. Znacznie
wygodniejsze w tym przypadku sg reprezentacje funkcji w postaci wyrazen boolowskich (formut
boolowskich). Ich zaleta wynika przede wszystkim z tatwe] realizacji elementéw logicznych zwanych
bramkami logicznymi, ktére to elementy stanowig naturalng realizacje wyrazen boolowskich, gdzie
wystepujg w postaci operatorow.

Dla funkcji opisanej tablicg prawdy podang w tabl. 2.1a odpowiednia formuta boolowska jest

nastepujaca:

f = X1Xx3 + X1X3X3 + X1 XX3 + X1 X3X3 + X1 XpX3

a jej realizacja na bramkach AND, OR, NOT pokazana jest na rys. 2.2.



W ukfadzie kombinacyjnym z rys. 2.2 funkcja f, realizowana na jego wyjsciu f, reprezentuje
odwzorowanie z tabelki prawdy, co tatwo sprawdzi¢ wprowadzajgc na wejscia uktadu odpowiednie wektory
binarne i obliczajgc wartos¢ uzyskang na wyjsciu y. Na przyktad dla x1 = x2 = 0, x3 = 1 na wyjsciu bramki
AND1 pojawi sie sygnat o wartosci 1, i w rezultacie wyjscie y przyjmie wartosc 1.

Natomiast dla x1 = x2 = x3 = 0 na wyjsciach wszystkich bramek AND bedzie 0, a wiec jednoczesnie y

przyjmie warto$é 0, co jest zgodne z tablicg prawdy.

X; >_
. ™.

2

X3

a)

%

Rys. 2.2. Realizacja funkgji f: a) bezposrednio, b) po uproszczeniu wg zasad algebry Boole’a

Niekwestionowang zaletg formut boolowskich jest mozliwos¢ ich upraszczania, a co zatem idzie
mozliwos¢ uzyskiwania realizacji oszczedniejszych z punktu widzenia liczby bramek. Zasady formalne
upraszczania formut boolowskich zwigzane sg z prawami i wtasnosciami algebry Boole’a. Stosujgc prawa
algebry Boole’a, poprzednio podane wyrazenie na f mozna uprosci¢ w sposdb podany w nastepujgcym

przyktadzie.

PRZYKLAD 2.1
f = X1Xx3 + X1X,X3 + XXXz + X1 X,X3 + X1 XpX3 =
= X1XyX3 + X1X3X3 + X1 X3X3 + X1X5X3 + X1X3X3 + X1X3X3 =
= X,x3(X, + x5) + x72%3(%, + x3) + x,%,(%5 + x3) = X1x3 + X, %3 + X%, =

= X3 (fl + xl) + X1Xy = X3 + X1Xo

Ostatecznie wyrazenie to mozna zrealizowa¢ w ukfadzie kombinacyjnym, ktérego struktura —
znacznie prostsza od poprzedniej realizacji — jest pokazana na rys. 2.2b.

Sens fizyczny minimalizacji i jej ogromne znaczenie praktyczne wynika z faktu, ze oba uktady:
pierwotny i zminimalizowany dziatajg identycznie. Zatem upraszczajgc wyrazenia boolowskie bedziemy

mogli jednoczesnie uprosci¢ ich realizacje, np. zmniejszy¢ liczbe zastosowanych bramek co decyduje o



kosztach realizacji i tym samym jest gtéwnym czynnikiem zwiekszajgcym konkurencyjno$é¢ naszego
produktu na rynku.

Zasygnalizowany tu proces upraszczania wyrazen boolowskich ma ogromne znaczenie praktyczne i
opracowano dla jego potrzeb wiele zaawansowanych metod syntezy, ktére ztechnicznego punktu
widzenia nazywa sie metodami minimalizacji funkcji boolowskich. Wiele z nich doczekato sie realizacji w

postaci zaawansowanych narzedzi komputerowych i stanowi podstawe nowoczesnej syntezy logiczne;.

1.2 Formy kanoniczne funkcji boolowskich

Niech wektorowi w = (x1, ..., X, .., X») odpowiada nastepujace wyrazenie zapisane w formie iloczynu
zmiennych prostych i zanegowanych:
€j en

€1
X35 X X

. ej f] dla €j =0
gdzie x. _{x]- dla e =1

J

Oznacza to, ze sktadowej O wektora odpowiada w iloczynie zmienna zanegowana, a sktadowej 1 —
zmienna prosta. lloczyn taki nazywamy iloczynem petnym, gdyz zawiera on wszystkie zmienne. lloczyn
petny przyjmuje warto$¢ 1 tylko dla tych wektorow w tablicy prawdy funkcji, dla ktérych wartos¢ funkcji
jest 1; dla innych wektoréw wartos¢ jego wynosi 0. lloczyn petny bedziemy takze oznaczac P..

Zbiorowi wektoréw {wj, ..., w;, ..., w/} < {0,1}", gdzie dla kazdego i, f(wi)=1, odpowiada wyrazenie:

2"—1

Fxy, o x,) = Z P.f(i)
i=0

Jest to tzw. kanoniczna postac¢ sumy. Stanowi ona sume wszystkich iloczyndw petnych mnozonych
przez wartos¢ funkcji dla kombinacji i. W wyrazeniu tym pozostajg w efekcie te iloczyny (tzw. mintermy),
ktorym odpowiada wartos¢ funkcji 1; iloczyny, ktéorym odpowiada wartos¢ funkcji 0, znikajg. Kanoniczng
postaé¢ sumy mozna utworzy¢ bezposrednio z tablicy prawdy przez wybranie wierszy, dla ktérych wartos¢
funkcji wynosi 1, utworzenie dla kazdego takiego wiersza iloczynu petnego, oraz utworzenie sumy
iloczynéw petnych.

Kanoniczna postac sumy funkgcji z tabl. 2.1a jest zatem nastepujaca:

[ = X1Xx3 + X1X3X3 + X1XX3 + X1X2X3 + X1 XpX3



Postepowanie dualne prowadzi do tzw. kanonicznej postaci iloczynu. Wektorowi w; = (xi, ..., Xj, ...,

Xn), gdzie f(w)) = 0, odpowiada nastepujace suma logiczna:

€1 €j en
Xy et Xt ety

gdzie x =

{x]- dla ej=0
j

f] dla e]' =1

Oznacza to, ze sktadowej O wektora odpowiada w sumie zmienna prosta, a sktadowej 1 — zmienna
zanegowana. Suma taka nazywa sie sumg petng, gdyz zawiera ona wszystkie zmienne w postaci prostej lub
zanegowanej. Suma petna przyjmuje wartos¢ 0 dla wektora x;; dla innych wektoréow wartosc¢ jej wynosi 1.
Sume petng bedziemy takze oznaczac S;.

Zbiorowi wektoréw {xi, ..., x;, ..., x-} = {0,1}", gdzie dla kazdego i, f(x;) = 0, odpowiada iloczyn:

2n—-1

F(xy %) = ]_[(si +F)
i=0

Wyrazenie to stanowi iloczyn zawierajgcy wszystkie sumy petne z dodanymi wartosciami funkcji dla
kombinacji i. Te sumy S, dla ktérych f (i) = 1, znikajg; zostajg sumy (tzw. maxtermy) z f(i) = 0.
Jest to tzw. kanoniczna postac iloczynu, ktorej interpretacja za pomocg funkcji z tabl. 2.1a jest

nastepujaca:
=0 +x +x3) (01 + % + x3) (% + x5 + x3)

W tym przypadku synteza funkcji sprowadza sie do

wybrania wierszy, dla ktérych wartos¢ funkcji wynosi O, Tablica 2.4
utworzenia dla kazdego takiego wiersza sumy petnej oraz : P xaxexs 5

0 | X1XzX3 000 |[x1+x; + x3
utworzenia iloczynu sum petnych.

1 X1X3X3 001 | x1+x,+X3

Nalezy mie¢ $wiadomos$é, Zze kanoniczna postac

2 X1X2X3 010 |[xq+x; + x3
iloczynu moze by¢ uproszczona w analogiczny sposob jaki

3 X1X2X3 011 |[xq+ Xy+x3
stosowalismy przy uproszczeniu kanonicznej postaci sumy tej

4 | X1XpX3 100 |Xx;+x3+x3
funkcji. Stosujac zasady algebry Boole’a tatwo sprawdzié, ze — — —

5 X1X2X3 101 [Xxi+x; +x3
funkcje te, zapisang w postaci iloczynu sum reprezentuje — —

6 X1X2X3 110 |[Xx1+x; +x3
nastepujace wyrazenie: —

7 X1X2X3 111 | X +x,+x3

f =01+ x3)(xz + x3)



W tablicy 2.4 zestawiono dla przyktadu wszystkie iloczyny petne i sumy petne dla trzech zmiennych

X1, X2, X3.

PRZYKLAD 2.2
Dla funkcji f1 = 2[0, 1, 2, 5, 8, 9, 10, (4, 12, 13)] podanej w tablicy 2.5 odpowiednie wyrazenie

boolowskie wg kanonicznej postaci sumy jest:

Tablica 2.5
i |x1 x2 x3 xa |fi f2
O [0 0O 0 O (1 1
1|10 0 0O 1 |1 -
2 ([0 0 1 0 |1 1
3 /0 0 1 1 (0 -
5 0 1 0 1 (1 1
6 ([0 1 1 0 (0 O
7 [0 1 1 1 (0 1
8 (1 0 0O O0 |1 o
9 (1 0 0 1 (1 -
10|12 0 1 0 |1 O
11712 0 1 1 |0 -
13112 1 0 1 |- 1
1412 1 1 0 |0 O
15112 1 1 1 |0 1

Kolejne iloczyny odpowiadajgi=0, 1, 2,5, 8, 9, 10.
Natomiast dla funkcji f> = [1[6, 8, 10, 14, (1, 3, 4, 9, 11, 12)] kanoniczna posta¢ iloczynu jest

nastepujaca:

fo = (x1 + X4+%3 + x,) (% + x5+x3 + x,) (X142, + X3 + x) (X +X,+X3 + x4)

Kolejne sumy odpowiadajg i = 6, 8, 10, 14.

1.3 Specyfikacje i realizacje funkcji boolowskich

Omowione w poprzednich podrozdziatach zasady reprezentacji funkcji boolowskich sg w praktyce
projektowania uktadéw cyfrowych bardziej sformalizowane. Stosowanie formalnych zasad specyfikacji
funkcji boolowskich jest waine ze wzgledu na coraz powszechniejsze stosowanie komputerowych

systemoéw projektowania. Zasady te — w przypadku jezykdw opisu sprzetu — sg mocno rozbudowane i przy



zatozonej tematyce tego podrecznika mato istotne dla omawiania zaawansowanych algorytmdéw syntezy
logiczne;.
Z tych powoddéw ograniczymy sie do tzw. standardu berkeley’owskiego stosowanego

w komputerowym systemie Espresso [2.1].

Tablica 2.6
W tablicy 2.6 jest podana tablica prawdy funkcji boolowskiej reprezentujacej aniea
type fr
dziatanie dekodera wskaznika siedmiosegmentowego (por. tabl. 2.2). Istotg takiej "
reprezentacji (plik typu pla) jest specyficzny zapis nagtéwka okreslajacego: o7
.p 10

.type fr — typ danych 00001111110

. . y 0001 0110000
i 4 —liczba wejsé
0010 1101101

.0 7 — liczba wyjs¢ 0011 1111001

.p 10 — liczba wektorow (kostek) 0100 0110011
0101 1011011

Realizacje funkcji boolowskich 01101011111

Dysponujac réznymi bramkami logicznymi mozemy realizowaé funkcje 01111110000

10001111111
boolowskie w réznych strukturach. Do najbardziej typowych i najczesciej stosowanych
1001 1111011

naleza:
a .e

realizacja AND-OR,
realizacja OR-AND.

Na rys. 2.3a pokazano realizacje AND-OR funkcji opisanej wyrazeniem:

V= X1Xy + x1f3 + fo3.

—
] =) O i) =
e )

Rys. 2.3. Realizacja AND-OR (a) i OR-AND (b)

Realizacja AND-OR jest bezposrednim odwzorowaniem wyrazenia boolowskiego typu SOP (Sum of
Product). Z kolei realizacje OR-AND uzyskujemy z wyrazenia typu iloczyn sum. Na rys 2.3b pokazano

realizacje OR-AND funkcji opisanej wyrazeniemy = (x; + x5)( x; + X3)(x, + X3)



W dwuelementowe] algebrze Boole'a wprowadza sie tez

a)
inne dziatania (operatory). Do najwazniejszych z nich naleza: ED_ y=a+h

zanegowana suma (NOR), zanegowany iloczyn (NAND), oraz suma

b)

a  — —_—
wytgczajgca (tzw. suma modulo 2 lub rdznica symetryczna, b — )O y=a-b
oznaczana EXOR). 0)

Okreslenia tych dziatan podano w tablicy 2.7, a odpowiednie b
Rys. 2.4. Symbole bramek NAND, NOR
symbole bramek na rys. 2.4. i EXOR
Dysponujgc bramkami logicznymi NAND, NOR mozemy
realizowac funkcje boolowskie w innych strukturach. Do najbardziej .
Tablica 2.7
typowych i najczesciej stosowanych nalezg: —
abla+b| a-b | a®b
realizacja NAND,
00 1 1 0
realizacja NOR. 01 0 1 1
Realizacje NAND uzyskujemy =z wyrazenia typu suma 10 0 1 1
iloczyndw, ktore przeksztatcamy zgodnie z prawem De Morgana do 11 0 0 0
postaci: NOR NAND | EXOR

Y = XXt X1 X3 " XpX3

a) b)
X ———— y X1 y
X3 | X3

Rys. 2.5. Realizacja NAND (a) i NOR (b)

Realizacje NAND podano na rys. 2.5a.

Z kolei przeksztatcenie wyrazenia typu iloczyn sum wg prawa De Morgana :

y S x1+x2 + x1 + f3 + x2+f3

bezposrednio prowadzi do realizacji NOR, ktérg podano na rys. 2.5b.

Realizacje takie polegajg na konfigurowaniu (programowaniu) matrycy AND-OR, ktéra jest
podstawowym elementem konstrukcyjnym uktadéw PLD. Matryca AND-OR moze by¢ matryca typu PAL
(Programmable Array Logic), ktorej cechg charakterystyczng jest programowalna matryca AND i stata
matryca OR lub typu PLA (Programmable Logic Array), gdzie obie matryce, AND i OR sg programowalne.

Znaczy to, ze PAL jest zespotem bramek iloczynowych dotgczonych do oddzielnych bramek OR (rys. 2.6a), a



w PLA kazda bramka AND moze by¢ dotgczona do dowolnej bramki OR (rys. 2.6b). Programowanie polega
na realizacji pofaczen w punktach styku linii poziomych i pionowych.

Catkowicie odmienne mozliwosci realizacji funkcji boolowskich powstaty wraz z wprowadzeniem
struktur programowalnych typu FPGA (Field Programmable Gate Array). Wynika to z faktu, ze w uktadach
FPGA typowa strukturg jest prostokatna macierz elementéw logicznych zwanych komdrkami,

rozmieszczonych w srodowisku komutacyjnym kanatéw potgczeniowych.

a) b) _r> eee

—I=11 - Wejscia *

i = : =
Wejscia o :D— NIv ...UU
: : Wyjscia 13—
. : 5 =
" s J - . Wyjscia

—I=

Y

Rys. 2.6. Matryca typu PAL (a) i typu PLA (b)

Komoérka struktur FPGA jest zbudowana z uniwersalnego  Tablica 2.8

uktadu kombinacyjnego, umozliwiajgcego realizacje dowolnej funkcji

>
=
x
N
x
w
X
x
*

logicznej (zadanej tablicg prawdy) o kilku wejsciach i jednym lub
dwdch wyijsciach. Z tych powodow takg komdrke nazywa sie komorka
typu LUT (Look Up Table), a jednoczesnie klase uktadéw zbudowanych
z takich komérek nazywa sie uktadami FPGA typu LUT. Dlatego
realizacje w strukturach FPGA majg catkiem odmienne wymagania na
struktury uktadéw logicznych. Bezposrednie odwzorowanie struktur
bramkowych na komorki logiczne uktadéw FPGA jest sprzeczne z
naturg komorki otyle, ze z punktu widzenia syntezy jest ona

przystosowana do realizacji dowolnej funkcji logicznej o argumentach

O 00 N o un A W N B

wprowadzonych na jej wejscia. Z tych powoddéw dla struktur FPGA

=
o

znacznie skuteczniejszg metodg syntezy okazuje sie dekompozycja

R =, =, O O O O O O o o
O B O B O B O K O R O
O O P P LB O P+ LB LB O O
©O O O B O O B B O KL O
P B, BP O O B O R Kr B O
P R P O O O O O |%

=
=

funkcji boolowskich, ktérej istotg jest synteza funkcji boolowskich

w strukturach wielopoziomowych ztozonych z komponentéw w postaci
blokéw logicznych typu LUT specyfikowanych pierwotnymi tablicami X1 X9 X3 X4 Xg
prawdy.

Na przyktad funkcje podang w tablicy 2.8 mozna zrealizowac

w strukturze FPGA, jesli tylko bloki g i h realizujg odwzorowania podane | h ‘

w tablicach 2.9a i 2.9b, co pokazano na rys. 2.7. Mozna sprawdzi¢, ze lf

dla kazdego wektora ztozenie funkcji g oraz h wytwarza na wyjéciu h=f  Rys. 2.7. Realizacja funkji f

L, ztab. 2.8
te samg wartosc.



Tablica 2.9

a) b)

X3 | xa | xs | g X1 | x2 | g | h
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1

1.4 Metody minimalizacji funkcji boolowskich

Minimalizacja funkcji boolowskich jest zagadnieniem intensywnych prac badawczych od poczatku lat 50.
XX wieku. Pdzniej, w latach 70. pojawienie sie ukfadow scalonych $redniej i wielkiej skali integracji
spowodowato wyrazne zmniejszenie zainteresowania tym problemem. Ale ponowny wzrost
zainteresowania minimalizacjg funkcji boolowskich powstat w latach 80. Bezposrednig przyczyna tej
sytuacji stafta sie mozliwosc¢ realizacji uktadow logicznych w strukturach scalonych o ztozonosci milionéw
bramek logicznych.

Najbardziej znang i powszechnie stosowang metoda graficzng jest metoda tablic Karnaugha.
Klasyczng metodg analityczng jest metoda Quine’a — McCluskey’a. Obie metody opracowane zostaty w
potowie lat 50. XX wieku. Niestety zardwno metoda Karnugha, jak tez Quine’a — McCluskey’a nie s3
przystosowane do wymagan dzisiejszych technologii.

Wadg pierwszej jest graficzny sposéb obliczed ograniczajagcy z natury liczbe zmiennych
minimalizowanych funkcji, natomiast w przypadku drugiej barierg ograniczajgca jest ztozonosc
obliczeniowa stosowanych algorytmow.

Dlatego powstaty nowe, catkowicie odmienne metody syntezy dwupoziomowej. Przede wszystkim
znalazty one zastosowanie w klasycznym juz algorytmie ESPRESSO opracowanym na Uniwersytecie
Kalifornijskim w Berkeley w latach 80. Znajdujg one minimalne lub suboptymalne rozwigzania nawet dla
bardzo skomplikowanych zadan. Syntezie mogg by¢ poddawane zespoty nie w petni okreslonych funkcji
boolowskich, o wielowartosciowych wejsciach i o setkach argumentdéw, a czas obliczen jest stosunkowo

krétki.



1.4.1 Metoda Karnaugha
Mimo swoich niedoskonatosci metoda Karnaugha jest najczesciej wyktadang metoda minimalizacji funkcji
boolowskich. Paradoksalnie to co jest jej wadg — prostota — jest jednoczesnie jej zalety, gdyz mozna szybko

ja ,opanowac” i stosowa¢ w obliczeniach recznych. Nalezy jednak
X3

pamietac, ze w praktyce projektowania inzynierskiego metoda tablic X 0 1
Karnaugha jest absolutnie nieprzydatna, gdyz zakres jej zastosowan 103 -l o
koriczy sie na funkcjach 6 — 7 argumentéw, a typowe zadania o1 |(T [ 1]
praktyczne operujg funkcjami o kilkudziesieciu argumentach. 11 110
W metodzie Karnaugha kazda kratka odpowiedniej tablicy 10 °1°
(zwanej tablicg Karnaugha) odpowiada wektorowi zmiennych FXE TNy =T

binarnych. Mozna wigc powiedziec, ze cigg wartosci tych zmiennych  pys. 2.8. zasada sklejania

tworzy adres kratki. Kratki s3 ponumerowane w taki sposéb, ze

numer j jest liczbg dziesiethg odpowiadajagcg kombinacji zmiennych (wektorowi zero-jedynkowemu)
traktowanej jako liczba dwdjkowa. W poszczegdlnych kratkach wpisane sg wartosci funkcji, tj. 0 lub 1
przyjmowanej przez funkcje dla tej kombinacji lub symbol ,—", jezeli funkcja nie jest okreslona (rys. 2.8).
W tablicy Karnaugha roéznigcym sie tylko o negacje petnym iloczynom

przyporzadkowane sa lezace obok siebie pola tablicy (sasiednie kratki), ktore ~ Tablica 2.10

sie tgczy (skleja) odpowiednia petelka. Korzysta sie z faktu, ze dla dowolnego 8 (1) 8 8 (1)
A Ax + Ax = A. 11 011
. . . . o 10 010
Dla uzyskania efektu sgsiedztwa wspotrzedne pdl opisuje sie tzw. 110
kodem Gray’a. Kod Gray’a jest takim ciggiem wektorow binarnych, w ktdrym 1 1 1
kazde dwa sgsiednie wektory réznia sie wytgcznie na jednej pozycji. Przyktady 1 8 (1)
kodu Gray’a dla dwdch i trzech zmiennych podane sg w tabl. 2.10.
Minimalizacja metodg Karnaugha polega na wykonaniu dwdch czynnosci:
a) wpisanie funkcji do tablicy,
b) zakreslanie petelek i kojarzenie z nimi iloczyndw zmiennych prostych i zanegowanych.
Wopisywanie funkcji do tablicy Kar-
naugha utatwia numeracja kratek. Na rys. 2.9 39 4 25 50 01 11 10 X% 00 01 11 10
X4Xo X4 X1XoX3
podajemy przyktady tablic Karnaugha z ponu- 0 |[0]1] 0o |0O|/1|3 ]2 000 |O|1]3]2
01 |23 1 |4|5|7]|6 001 |45 |7 |6
merowanymi kratkami wedtug naturalnego 1 6|7 011 [12]13[15 |14
10 |45 X% o9 01 11 10 010 |8]9 |11]10

kodu binarnego (NKB), odpowiednikami. X1X 110 |24]25 |27 [ 26

0 [0]1]3]2
. .. . . 111 [28]29 3130
Wzorce tych tablic utatwiaja znajdowanie 01 [4|5|7 |6 101 (2012123 (22
11 [12]13 15|14
o : 100 [16[17 |19 |18
kratek odpowiadajgcych wektorom w tablicy 10 819 1110

prawdy. Rys. 2.9. Przyktady tablic z ponumerowanymi kratkami



PRZYKtAD 2.3

Minimalizacja funkcji f z poprzedniego rozdziatu, ktérej tablice prawdy powtarzamy w tabl. 2.11 wymaga
zatem wpisania funkcji do tablicy Karnaugha.

Tablica 2.11

X1 X2 X3 f
00 0 O0]O
1{0 0 1|1
2/0 1 0|0
3]0 1 1|1
411 0 0|0
5/1 0 1|1
61 1 0|1
711 1 1 |1

Wystarczy w tym celu wyszukiwac kratki tablicy, ktorych wspoétrzedne odpowiadajg wektorom tablicy

prawdy i do ich wnetrza wpisywac¢ wartos¢ funkcji.

Tablica 2.12
X
N o0 1
00 |0 [[1]
01 | 0 ||1
I ERIE
10 | o [[1]

Tablica Karnaugha funkcji f podana jest w tabl. 2.12. Nastepnie zakreslamy petelki. Petelki muszg

”

obejmowac kratki wypetnione ,1”, ktérych wspodirzedne reprezentujg petne iloczyny zmiennych
podlegajgce uproszczeniu zasadami algebry Boole’a. tatwo stwierdzi¢, ze ,,1” matej petelki sg opisane
wyrazeniem:
X1XX3 + X1X3X3 (2-1)
natomiast duze;j:
X1XX3 + X1X3X3 + X1XpX3 + X1XX3 (2-2)
Stosujac zasady algebry Boole’a mozna wyrazenie 2-1 uprosci¢ do iloczynu xix2, natomiast

wyrazenie 2-2 do jednej zmiennej x3, zatem f = x1x2 + x3.

Niestety zakreslanie petelek i kojarzenie z nimi odpowiednich iloczyndéw jest trudniejsze. Omawiamy
ten proces na bardziej skomplikowanym przyktadzie (rys. 2.10), w ktdrym dla poszczegdlnych kopii tablicy
Karnaugha trzech zmiennych zaznaczamy pola odpowiadajgce pojedynczym zmiennym (prostym

i zanegowanym). Pokrywanie sie tych pdl okresla odpowiedni iloczyn zmiennych prostych
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Rys. 2.10. llustracja minimalizacji funkcji boolowskiej

Minimalizacja funkcji za pomoca tablic Karnaugha sprowadza sie do wykonania czynnosci opisanych

w nastepujgcym algorytmie.

Algorytm 2.1
1) Wpisujemy funkcje do tablicy Karnaugha.
2) Zakreslamy petelki.
a) Petelki zakreslamy wokot grup sgsiadujgcych kratek zawierajgcych ,,1” albo ,,1” i ,=” (kreski).
b) Liczba kratek objetych petelka musi wynosi¢: 1, 2, 4, ...,2%.
c) Staramy sie objac¢ petelka jak najwiekszg liczbe kratek.
3) Petelki zakreslamy tak dtugo, az kazda ,, 1” bedzie objeta co najmniej jedng petelkg, pamietajac o tym aby
pokry¢ wszystkie ,1” mozliwie minimalng liczbg petelek.
4) Z kazda petelka kojarzymy iloczyn zmiennych prostych lub zanegowanych. Suma tych iloczynéw, to

minimalne wyrazenie boolowskie danej funkcji.



PRZYKLAD 2.4
Nalezy zminimalizowa¢ funkcje f zapisang symbolicznie w postaci SOP liczbami dziesietnymi:

f=%[0,5,6,7,10, (23,11, 12)]

Tablica 2.14

% 00 01 11 10
X1 Xo

00 [ 1] 0
o1 |o | [ 1J

" |-
17

—_

0
10 | 0] 0

Korzystajgc z odpowiedniego wzoru tablicy z rys. 2.9 znajdujemy kratki o odpowiednich numerach
i wpisujemy do nich ,1” i "—, (kreski). W pozostate wpisujemy ,,0”. Po wpisaniu zakreslamy petelki
(tabl. 2.13), z ktérymi kojarzymy odpowiednie iloczyny, uzyskujagc w rezultacie minimalne wyrazenie
boolowskie w postaci sumy iloczynow:

W podobny sposdb postepujemy przy obliczaniu minimalnego wyrazenia w postaci iloczynu sum.
Jedyng rdinicy jakg w tym przypadku nalezy wprowadzi¢ do algorytmu 2.1 jest zmiana w punkcie w
punkcie 2a, a mianowicie: petelki zakreSlamy wokét grup sasiadujacych kratek zawierajacych ,,0” albo ,,0”

i ,=" (kreski); inny jest rowniez sposéb interpretacji petelek: petelkom odpowiadajg sumy zmiennych

PRZYKLAD 2.5
Minimalizacja funkcji z przyktadu 2.4 do postaci iloczynu sum przedstawiona jest na tabl. 2.14.

Rozwigzanie

Tablica 2.14
4 00 01 11 10
172 . .
oo [1|lo]J]-
01 |[0) 1

1
11 |&=ro) o] o)
10 0 [@OJ ] 1

Poszczegdlnym petelkom na tej tablicy odpowiadajg sumy zmiennych, ktérych iloczyn tworzy
nastepujgce wyrazenie:

f =0+ x3)(q + X3) (x + %) (X3 + x3+2x4)



PRZYKLAD 2.6
Uprosci¢ nastepujgce wyrazenie:

Y=@A+B+C+D)A+B+C+D)A+B+C+D)(A+B)(A+D)
Rozwigzanie

Nanosimy wyrazenie Y na tablice Karnaugha (tab. 2.15) i upraszczamy tworzac petelki obejmujgce
zera. Nastepnie wypisujemy rozwigzanie, dla kanonicznego iloczynu sum argumenty z 0 sg proste,

argumenty z 1 sg zanegowane.

Tablica 2.15
cD
0001|1110
AB
0 |1 (o o] 1
01 '& 0 [oJ]o|
11 |0 1

1 |1
10 ([0 [o [0 [0)

Po minimalizacji uzyskaliSmy nastepujgca funkcje:

Y=(A+B)A+B)(A+D)B+C+D)

Przyktad 2.4 postuzy teraz do wprowadzenia jednego z najwazniejszych poje¢ minimalizacji jakim

jest implikant.

DEFINICJA
Implikant danej funkcji f jest to iloczyn literatéw (zmiennych prostych i zanegowanych) taki, ze

odpowiadajgcy mu zbiér wektoréw binarnych nie zawiera wektora ,,zerowego” funkcji.

Prosty implikant jest to implikant, ktory zmniejszony o dowolny literat przestaje by¢ implikantem.

Tablica 2.16
Na przyktad X;x3x, jest implikantem funkcji f, bo zbiér wektoréw é e
X 00 01 11 10
reprezentowanych przez ten implikant: 0111 oraz 0011 nie zawiera zadnego X1Xp
wektora (mintermu), dla ktérego wartos$¢ funkcji jest 0. Sg to bowiem 00 0 |1
mintermy, ktére w naturalnym kodzie binarnym odpowiadajg liczbom 7i 12, 01 0] 1 UQ~ U
11 -0 0 0
i jak widac z zapisu funkcji f=2[0, 5, 6, 7, 10, (2, 3, 11, 12)], nie nalezng one 10 0lo | - | 1

do zbioru wektorow ,.zerowych” tej funkcji.



Pojecie implikantu mozna zinterpretowacé na tablicy Karnaugha. W tablicy 2.16 zakreslono dwie
petelki. Mniejsza odpowiada implikantowi Xx;x3x,. Nie moze to by¢ implikant prosty, gdyz petelke te
mozna powiekszy¢. Wiekszej petelce odpowiada implikant prosty Xx;x3, w ktérym nie mozna juz usungc

zadnego literatu.

PRZYKLAD 2.7
Zminimalizowa¢ metodg Karnaugha nastepujgca funkcje boolowska:

f=73[4,5,10,11,15,18,20,24,26,30,31, (9,12,14,16,19,21,25)]

Po zakresleniu , petelek” (tab. 2.17) uzyskujemy nastepujace wyrazenie boolowskie:

f = sz3f4 + f1x2x4 + X2X3Xy + xlf3f5

Tablica 2.17
X 00 | o1 | 11

X1 X2 X3
000 0 0 0

001 /l 1 1 l 0
(
011 0 1

— N
010 0o | - 1

/ )
110 (,@ -l o ~\
111 0| 0

101 \-u_—] 0
100 \Q 0 -

F
0Bl SR BBE

W dotychczasowych przyktadach minimalizowane byty pojedyncze funkcje boolowskie, dla ktérych —
w celu uzyskania rozwigzania z minimalnym kosztem — tworzone byty wyfacznie implikanty proste. W ogdl-
nym przypadku minimalizacji zespotdw funkcji boolowskich tworzenie minimalnego rozwigzania wyfacznie
na podstawie implikantow prostych nie zawsze prowadzi do najlepszego rezultatu koncowego. Problem

sygnalizuje przykfad 2.8.



PRZYKLAD 2.8
Nalezy zrealizowac zespot trzech funkcji czterech argumentow:

f1=2(3,7,11,14,15)
f2=2(3,7,12,13,14,15)
f3=2(3,7,11,12,13,15)

Tablica 2.18
cd cd cd

ab N\ 00 01 11 10 ab\ 00 01 11 10 ab\00 01 11 10
00|00 ||1]|l0 00lolo m 0 oo [O|O||1|l0O
o1 0|0 [1]l0 o1 oo ld) o o1 |o]ol[1]o
110 o0l 1 | 1) 11 (4]0
00010 10/0|0|0]0 10|0|0|1]]0

Jesli kazdag funkcje zminimalizujemy oddzielnie (tablice Karnaugha poszczegdlnych funkcji
pokazane sg w tabl. 2.18), to uzyskamy nastepujgce wyrazenia:
fi = abc + cd, fo = ab + acd, fz =abc +cd,

ktorych realizacje pokazano na rys. 2.11. Do realizacji tych trzech funkcji potrzebujemy 9 bramek

Q 0 0OlT T O o0 2O 0 OTQ®

Rys. 2.11. Realizacja funkcji z tablicy 2.18

Zauwazmy jednak, ze bramka AND dla f1 moze by¢ usunieta przez wykorzystanie bramki AND z f3
(rys. 2.12a). Natomiast bramke AND z f, mozna usung¢ przez wykorzystanie faktu ab = abc + abc, co

prowadzi do struktury zbudowanej zaledwie z 7 bramek (rys. 2.12b).



PRZYKtAD 2.8. c.d.
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Rys. 2.12. Realizacja funkgji z tablicy 2.18: a) z uproszczong funkcja fi;
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b) z uproszczonymi funkcjami f1 i f2

Przykfad sugeruje, ze w realizacji zespotu funkcji stosowanie minimalnej sumy implikantow prostych
nie zawsze prowadzi do rozwigzania z minimalnym kosztem. Kolejny przyktad ilustruje w jaki sposéb nalezy
dobierac implikanty zespotu funkcji, aby uzyskac rozwigzanie z minimalnym kosztem.



PRZYKLAD 2.9
Nalezy zminimalizowa¢ zesp6t funkcji:

y1=2(2,3,5,7,8,9,10,11,13,15)

y2=2(2,3,5,6,7,10,11,14,15)

y3=2(6,7,8,9,13,14,15)

W tablicach 2.19a, b, c podane sg wykresy Karnaugha poszczegdlnych funkcji, odpowiednio: y1, y2,
ys. Po zakresleniu ,petelek” obejmujacych implikanty proste uzyskujemy nastepujace wyrazenia
boolowskie:

y, =ab+bd+bc y,=c+abd ys = bc + acd + abc

Realizacja tych wyrazen wymaga zastosowania 7 bramek AND i 3 bramek OR.

Tablica 2.19

a) b) c)

400 01 11 10 w0 01 11 10 o0 01 11 10
ab | | ab ab

00 \1 [ 1]] o0 (1| 1) 00

01 (1] 1) 01 [ 1 01 (1] 1)
11 114 11 BE 11 ()|[1 | 1)
10 (1 [ 1 ([T 17 10 (1| 1) 10 1 |U

Znacznie lepszg realizacje uzyskamy dokonujgc minimalizacji w sposdb przedstawiony w tablicach 2.20a,

b, c.
Tablica 2.20
a) k) €)
cd d d
00 01 11 10 oo o1 1110 o0 o1 11 10
ab | | ab | | ab
00 1|1 00 111 00
01 1 (1 01 1 (1] 1 01 (111
11 HE 11 CHED) 11 ol dJ
10 |G D1 ] 1) 10 T 10 1]
1 I ] I

Petelki w tych tablicach zakreslamy tak, aby uzyskiwac implikanty wspolne dla co najmniej dwdch
sposréd trzech funkcji. Spetnienie tego warunku wymusza zakreslanie petelek wokét grup kratek
reprezentujgcych implikanty, ktére nie sg implikantami prostymi. W rezultacie uzyskujemy nastepujgce
wyrazenia:

y, = bc + abd + abd + abc y, = bc + abd + bc ys = abd + abc¢ + bc

Realizacja powyzszych wyrazen tgcznie, mimo pozornie wiekszego skomplikowania dla
poszczegdlnych funkcji, jest oszczedniejsza niz poprzednio; catos¢ wymaga bowiem zastosowania 5

bramek AND i trzech bramek OR.



1.4.2 Metoda systematyczna

W metodzie systematycznej zbiér wektorow (w ogdlnosci kostek), dla ktorych funkcja f = 1 oznacza sie F.
Natomiast zbidr tych wektoréw (kostek), dla ktérych funkcja f = 0 oznacza sie R.

W tabl. 2.21 przedstawiono tablice prawdy funkcji

Tablica 2.21
boolowskiej 7-argumentowej. Funkcje te w dalszej czesci wyktadu X1 X2 X3 Xa Xs Xe X7 |f
oznacza¢ bedziemy EXTL. Wektory zbioru F oznaczono symbolami 100010110
1 01 1 1 1 0]0
ki, ..., ks. 11 0 1 1 1 0]0
Metoda systematyczna jest procesem dziatajagcym na 11101 11)0
k{01 0 0 1 0 1 |1
kostkach zbioréw F i R, a jej celem jest uzyskanie dladanejke F (, 11 0 0 0 1 1 0 |1
kostki k' tak duzej, jak to tylko mozliwe (tzn. z mozliwie duzg liczbg ks{1 0 1 0 0 0 0|1
ks|1 0 1 0 1 1 0 |1
pozycji o wartosci *) i nie pokrywajgcej zadnego wektora zbioruR. k|1 1 1 0 1 0 1 |1

W swoich obliczeniach metoda ta wykorzystuje tzw. macierz
blokujaca B.

Macierzg blokujaca (kostke k) nazywaé bedziemy macierz:

B(k, R) = [bj], 1<i< R, 1<j<n,

w ktorej kazdy element b; € {0,1} jest definiowany nastepujaco:

bij=1,jesliki=1orazrj=0Ilub kj=0orazr;=1;

bjj = 0, w pozostatych przypadkach.

W przypadku funkcji opisanej wektorami binarnymi macierz blokujgca dla danej kostki kK € F
powstaje z macierzy R przez zanegowanie tych kolumn R, ktérych pozycje s wyznaczone przez pozycje

jedynek w kostce k € F.



PRZYKLAD 2.10
Wyznaczymy macierz blokujgca dla f = (F, R) zadanej w tablicy 2.21 i kostki k2. Jak wynika z tej

tablicy, zbiory F i R sg opisane macierzami:

01001017
1000110
F=11010000
1010101
11110101

[1000101]
1011110
1101110
(11101114

Skoro k; = (1000110), to dla uzyskania B wystarczy w macierzy R ,zanegowac” kolumny pierwszg,

piata i széstg. Zatem B(kz, R):

1234567
0000011

0011000
0101000
0110001

Pokryciem kolumnowym macierzy B = [bj], i € {1, .., w}, j € {1, ..., n} jest zbiér L < {1, ..., n} taki,
ze dla kazdegoi € {1, ..., w}istniejej € L, dla ktorego bj; = 1.

Pokrycie kolumnowe jest pokryciem, w ktorym elementami pokrywanymi sg wiersze B,
a pokrywajacymi — kolumny tej macierzy. Jednak brak formalnych elementéw pokrywanych i

pokrywajgcych skfania do wprowadzenia nazwy ,,pokrycie kolumnowe”.



PRZYKtAD 2.11
Obliczenia pokrycia kolumnowego oméwimy na przyktadzie macierzy blokujgcej wyznaczonej dla

kostki k2 funkcji z poprzedniego przyktadu.

1234567
0000011

0011000
0101000
0110001

Oznaczajac kolumny macierzy B kolejno L1 do Ly zapisujemy poszczegdlne wiersze tej macierzy
oznaczeniami tych kolumn, ktére w danym wierszu majg ,, 1”. Na przyktad wiersz pierwszy zapiszemy Lg,
Ly, drugi Ls, Ls, itd. Traktujgc kolumny L; jako zmienne boolowskie tworzymy iloczyn sum kolumn

poszczegdlnych wierszy:
(Le + L7) (L3 + L4) (Lz + L4) (Lz + L3 + L7)
Nastepnie iloczyn sum przeksztatcamy do wyrazenia boolowskiego typu suma iloczynéw:

(La + L2)(La + L3)(L7 + Le)(L7 + L2 + L3) = (La + LaoL3)(L7 + Le(L2 + L3)) = (La + LaoL3)(L7 + LoLs + L3Le) =
=lql7+ Lolals + L3lals + Lol3L7 + L2L3ls

Sktadniki tego wyrazenia reprezentujg zbiory minimalnego pokrycia kolumnowego:

{La, L7}, {L2, La, L6}, {L3, La, Le}, {L2, L3, L7}, {L2, L3, L6}

Macierz blokujgca B(k,R) pozwala wyznaczy¢ uogdlniong kostke k oznaczang k*(L, k) w sposob

nastepujacy:
kj,gdy j € L

*, w pozostatych przypadkach. (2-3)

k(L k) = {

Uogdlniong kostke k*(L, k) nazywa sie rowniez ekspansjg kostki k, co oznacza, ze wszystkie sktadowe
kostki k nalezace do L nie ulegajg zmianie, natomiast sktadowe nie nalezace do L przyjmujg wartosc *.

Mozna wykazaé, ze k*(L, k) jest implikantem funkcji f = (F,R). W szczegdlnosci k*(L, k) jest
implikantem prostym, gdy L jest minimalnym pokryciem kolumnowym macierzy B(k, R). Wykorzystujgc

pojecie macierzy blokujgcej mozna obliczy¢ implikanty proste dla poszczegdlnych kostek zbioru F.



PRZYKtAD 2.12

Kontynuujemy obliczenia dla macierzy blokujacej B = B(kz, R) z przyktadu 2.10.

Zbidr L = {4,7} jest pokryciem kolumnowym B, a wiec k* (L, k) = (xxx 0 xx 0), czyli implikantem F
jest X,%,. Natomiast dla L={2,4,6} (inne pokrycie kolumnowe) kT (L, k) = (x 0% 0 * 1 %) = X,X,X,.
Postepujgc podobnie dla pozostatych pokry¢ kolumnowych mozna uzyska¢ nastepujgcy zbiér implikantéw

prostych funkcji f generowanych przez kostke k;:

f4f7, f2f4x6,.f3f4x6,. f2f3.f7,. f2f3x6

Kazdy z obliczonych w ten sposéb implikantéw moze zastgpi¢ (czesto mdéwimy pokrywa) wiele

innych kostek pierwotnych funkcji f, gdzie relacje pokrycia definiujemy nastepujgco:

K< K (K pokrywa K) wtedy i tylko wtedy, gdy k; = k; lub k; =+ dla kazdegoi, 1<i<n,
gdzie: K = (ky, ..., kn) i K' = (kq, ..., kp),

Na przyktad obliczony wyzej implikant pokrywa kostki k2, k3, ka, co zapisujemy formalnie:

X4X7 D ko, k3, Ka.

Relacja pokrycia dla kostek i sposdb postepowania omoéwiony w przyktadzie 2.12 nasuwa pomyst

systematycznej metody obliczania minimalnych realizacji funkcji boolowskich.

Kolejne etapy takiej metody sg nastepujace.

Dla kazdej ki nalezgcej do zbioru F obliczy¢é macierz blokujaca.

Wyznaczy¢ wszystkie minimalne pokrycia kolumnowe tej macierzy.

Wyznaczy¢ wszystkie implikanty proste.

Obliczy¢ sume zbioréw implikantéw prostych generowanych przez poszczegolne kostki.

Z tak utworzonego zbioru wszystkich implikantéw prostych usung¢ implikanty powtarzajgce sie.

S A o

Sposrod obliczonych implikantow prostych wyselekcjonowaé¢ minimalny podzbiér implikantow
pokrywajgcy wszystkie kostki zbioru F.
Niezaleznie jednak od metody ograniczania licznosci zbioru implikantow prostych proces ich selekgji

wykonuje sie za posrednictwem tzw. tablicy implikantow prostych.



Tablica implikantéw prostych jest to tablica elementow binarnych 0 lub 1, o liczbie wierszy réwnej
liczbie kostek zbioru F oraz liczbie kolumn réwnej liczbie wyznaczonych implikantéw prostych funkcji f.
Tablice implikantédw prostych konstruujemy w nastepujgcy sposob. Jesli implikant /; pokrywa kostke

ki, to na przecieciu wiersza ki z kolumng /; piszemy 1, w przeciwnym przypadku piszemy 0.

PRZYKLAD 2.13
Utworzymy tablice implikantéw prostych dla funkcji f podanej w tabl. 2.21. W tym celu obliczamy

minimalne (i o najmniejszej licznosci) pokrycia kolumnowe dla kazdej kostki zbioru F tej funkc;ji.

Oznaczajac przez Ji implikanty generowane przez kostke ki uzyskujemy kolejno:

i =% Js = X5 Js = X3Xc Oraz x3Xg

J2 = X427 Ja = Xy4X7

Usuwajgc implikanty powtarzajace sie ostateczng liste implikantow prostych zapisujemy jak

nastepuje:
L =% I3 = X5 Is = X3X¢
I, = XXy Iy = X3X¢

Na tej podstawie dla kazdego obliczonego wyzej implikanta (ale interpretowanego jako kostka)

wyznaczamy wszystkie kostki zbioru F pokrywane przez ten implikant. Przyktadowo:

11 = 'fl 2 kl
12 = f4f7 2 kz, k3, k4

14 = x2f6 2 kll ks

Tablice implikantédw prostych dla funkcji f pokazano w tabl. 2.22 .

Tablica 2.22
L b L Lt Is

kh |1 0 0 1 O
ko O 1 0 0 O
k10 1 1 0 1
ks 101 0 0 O
ks 10 0 0 1 1




Tablica implikantéw prostych umozliwia wybér (selekcje) takiego minimalnego zbioru implikantow,
ktory pokrywa wszystkie kostki funkcji pierwotnej.

Minimalny zbidr implikantow prostych reprezentujgcych funkcje f moina wyznaczy¢ obliczajac
minimalne pokrycie kolumnowe tablicy implikantéw prostych. W tym celu tworzymy wyrazenie CNF,
I (L + 1a) (I + Is + I5) (Ia + Is), ktére po oczywistych uproszczeniach zamieniamy na DNF: Lla+ hhl2ls

Zatem minimalne pokrycie tworzg implikanty /2, la. Czyli,

f = X4X7 + x,%g

Obliczeniem decydujgcym o eksplozji kombinatorycznej zadania minimalizacji funkcji boolowskiej
jest obliczenie wszystkich pokry¢ kolumnowych tablicy implikantéw prostych. O ztozonosci tego problemu
decyduje szybko rosngca (ze wzrostem liczby argumentéw) licznosé rodziny tych implikantéow.

Otoéz w przypadku funkcji z tablicy 2.21 liczba wszystkich implikantéw jest 5: tym samym
odpowiednia tablica implikantow (tabl. 2.22) ma 5 kolumn. W rezultacie obliczenie minimalnych pokry¢
kolumnowych tej tablicy mozna wykona¢ ,recznie” — jest widoczne ,,gotym okiem”. Ale nie zawsze tak musi
by¢. Zjawisko wystepujgcej w tym problemie ztozonosci obliczeniowej lepiej wyjasni nastepny przykfad,

ktdrego wyniki obliczono programem InstantRS.



PRZYKLAD 2.14
Dla funkcji podanej w standardzie typu pla (tabl. 2.23) zbiér implikantéw jest nastepujacy:

11 = Ix6!x7
12 = Ix7x8
13 =x2x3
14 = x3x4
I5 = x3!x5
16 = x3x6
17 = x3!x7
I8 = x3!x8
19 = x1x4
110 = x2x4
111 = x4!x5
112 = x4x6
113 = x4!x7
114 = x4!x8
115 = x2!x7
116 = x6x8
117 = Ix1x2
118 = x2x5
119 = Ix6!x8

Tablica 2.23

. type fr

i8

.0l

.pl12
110001100
00000100 0
101010110
100001000
100011100
110000110
000110110
00000001 1
111101001
110101111
010011111
11000010 1
.e

zatem do obliczenia wszystkich minimalnych pokryé kolumnowych (tabl. 2.24) trzeba formalnie obliczy¢

wyrazenie typu DNF dla nastepujgcego wyrazenia w postaci CNF:
119(11 + 12)(13 + 14 +.....+ 115)(19 + 110 + 111 + 112 + 116)(116 + 117 + 118).
Tablica 2.24

# 11|12 (13 {14 |15 (16|17 (18 |19 |I110 |11 | 112 |13 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119

citj1|1(0 0|0 |0 |0 |0 |0]O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
c2(/0|O0 (2 (2 |11 |11 |11 1 1 1 1 1 0 0 0 0
c3(/0|0 (0|0 |0 (0|0 |0 |1 |1 1 1 0 0 0 1 0 0 0
c4/0|0 (0|0 |0 |O0O|O0O |0 |0]O 0 0 0 0 0 1 1 1 0
¢s({0|O0 (0|0 |0 |O0O|O0O |0 |0]O 0 0 0 0 0 0 0 0 1




Nie jest to zadanie proste i zawiera minimalne pokrycia kolumnowe reprezentujgce 42 rozwigzania,

czyli 42 minimalne reprezentacje funkcji z Tabl. 2.23, przyktadowo:

01] Ix6!x7 + x2x3 + x6x8 + Ix6!x8

02] Ix6!x7 + x3x4 + x6x8 + Ix6!x8

03] Ix6!x7 + x3Ix5 + x6x8 + Ix6!x8
04] 'x6!x7 + x3x6 + x6x8 + Ix6!x8

05] Ix6!x7 + x3Ix7 + x6x8 + Ix6!x8
06] !Ix6!x7 + x3!x8 + x6x8 + Ix6!x8
41] Ix7x8 + x41x5 + x2x5 + Ix6!x8

42] Ix7x8 + x4x6 + x2x5 + Ix6!x8

Mozna sie zatem spodziewaé eksplozji kombinatorycznej, ktérej rezultat dla funkcji Kaz podanej w
Tabl. 2.25 prowadzi do wniosku, ze w tym przypadku liczba wszystkich minimalnych implikantéw jest 416,
co uniemozliwia systematyczne obliczenie minimalnych wyrazen boolowskich tej funkcji.

Ograniczenia w stosowaniu systematycznego algorytmu obliczania pokrycia kolumnowego
spowodowaty potrzebe uzycia szybkich, heurystycznych algorytmdéw redukcji tablic boolowskich.
Opracowane zostaty dwa algorytmy iteracyjne: MaxCol i MinRow.

Algorytm MaxCol wykorzystuje strategie, w ktérej dla uzyskania minimalnego pokrycia

kolumnowego najbardziej istotne sg kolumny macierzy, ktére zawierajg najwiekszg liczbe jedynek.

Postepowanie w algorytmie MaxCol
1. Policzenie wystgpien wartosci 1 w kazdej kolumnie
2. Zapisanie kolumny z najwiekszg liczbg 1 — jezeli jest kilka kolumn o tej samej liczbie 1, arbitralnie
wybrana zostaje ta z mniejszym indeksem
3. Usuniecie wszystkich wierszy, dla ktérych w wybranej kolumnie znajduje sie wartosé 1
4. Jezeli macierz nie jest pusta (zawiera elementy), nastepuje powrot do kroku 1.
5. Zwrot zapisanych kolumn
Algorytm MinRow opiera swoje iteracyjne dziatanie analizowaniu wierszy o najmniejszej ilosci

jedynek.

Tablica 2.25

type fr
i21
.01l
.p31



100110010110011111101 1
1110111110111101111001
001010101000111100000 1
001001101100110110001 1
100110010011011001101 1
100101100100110110011 1
0011001001110100110111
0011011000110110110011
110110010011001001101 1
100110110011010010011 1
110011011011010001100 1
010001010000001100111 0
1001101010111111101000
1110011110111100110000
1011010111000101111000
110110000001010100000 0
110110110111100010111 0
110000100011110010001 0
0010010001011111011010
1001000111111001101100
1000110001100110111100
110101000110101100001 0
110110001101101100111 0
010000111001000000001 O
001001100101111110000 0
1001001111110011100100
0000100011100011011010
101000010100001110000 0
1010001101010100111110

Kroki algorytmu MinRow

1. Policzenie wystgpien wartosci 1 w kazdym wierszu

2.  Wybranie wierszy z najmniejszg liczbg wystapien 1

3. Policzenie wystgpien wartosci 1 w kolumnach, dla ktdrych dowolny wybrany w kroku 2. wiersz ma
wartos¢ 1

4. Zapisanie kolumny z najwiekszg liczbg 1 wsrdéd tych z kroku 3. — jezeli jest kilka kolumn o tej samej
liczbie 1, arbitralnie wybrana zostaje ta z mniejszym indeksem
Strategie MinRow do obliczania minimalnego zbioru implikantéw zastosowano w programie

Hummingbird. Skuteczno$¢ tej strategii potwierdza wynik minimalizacji funkcji Kaz (Tabl. 2.25):

F= x41x13x21 + x7!1x15x16 + Ix41x171x21



Warto zauwazy¢, ze minimalizacja tej funkcji programem Espresso wcale nie jest lepsza:

F=1x2x141x19x21 + 1x81x11!1x12 + x5x8!x20

1.4.3 Minimalizacja metodg sekwencyjnego pokrywania

Strategia sekwencyjnego pokrywania zaktada uogdlnienie pojedynczej kostki zbioru F, usuniecie kostek
pokrytych przez kostke uogdlniong, a nastepnie powtdérzenie procesu dla pozostatych elementdw zbioru F.
Pozwala to na wyznaczenie zbioru kostek pokrywajgcych wszystkie kostki zbioru F. Celem etapu
uogodlniania kostki jest zmniejszenie liczby jej zmiennych tak, aby uzyskana kostka pokrywata jak najwieksza

liczbe kostek zbioru F, nie pokrywajac przy tym zadnej kostki zbioru R:

Oblicza sie ekspansje kostki k1 (ozn. E(k1)) — tylko jedna.
Wykresla sie z macierzy F wszystkie wektory pokrywane przez E(ka).
Powstaje nowa macierz F’, w ktorej bierzemy pierwszg kostke i postepujemy tak samo,

Proces konczy sie, gdy pokryjemy (wykreslimy) wszystkie kostki F,

A

Wynik (zminimalizowanga funkcje) tworzg kolejno obliczone ekspansje.



PRZYKLAD 2.15
Funkcje boolowska opisang zbiorami F i R zminimalizowaé metodg sekwencyjnego pokrywania.

F: R:
00000 11101
11000 00010
11010 00110
01110 10001
11100 01100
01011

Rozwigzanie

k

F: 1 00000 R: 11101
2 11000 00010
3 11010 00110
4 01110 10001
5 11100 01100
6 01011

Liczymy ekspansje ki.

Poniewaz ki1 = (00000), to macierz blokujgca Bi jest identyczna z macierza R.

12345
B1: 11101 1,2,3,5
00010 (4]
00110 34 = 3,4,5
10001 1,5
01100 2,3

Wypisujemy w kazdym wierszu numery kolumn z jedynkami. Nastepnie wybieramy taki zbidr,
ktéry zapewni minimalne pokrycie kolumnowe. Do pokrycia wybieramy L = {3,4,5}; (x3 Xa xs).

ki dla k1=00000 bedzie --000: X3;X,Xs ki = k,. Pokryta zostata takze kostka k>
ks 11010 12345

11101 Bs: 00111 3,4,5

00010 11000 12
R: 00110 11100 123

10001 01011 2,4,5

01100 10110 134



PRZYKtAD 2.15. c.d

Minimalne pokrycie zapewnia L[={1,5} (x1 Xs)

k; = 1“‘0 == x1f5 k; 2 k5.

Kostka k3" pokrywa takze ks, do dalszych obliczen zostajg kostki k4, k6

ks 01110 12345
11101 By: 10011 145
00010 01100 23

R: 00110 01000 2
10001 11111 12345
01100 00010 4

Minimalne pokrycie zapewnia L[={2,4}; (x2 Xa)

k;{ 2 k6 - ‘1‘1 - x2x4 k;{ 2 k

Zbierajac wszystkie kostki pokrycia otrzymujemy funkcje minimalna:

f = f3f4f5+x1f5 + XXy

Funkcja z przyktadu 2.15 zminimalizowana programem InstantRS jest reprezentowana nastepujgcymi
wyrazeniami:
1] Ix1I1x2!x4 + x11x5 + x2x4
2] Ix1!x31x4 + x1!x5 + x2x4
3] Ix2!x4!x5 + x1!x5 + x2x4
4] Ix31x41x5 + x1Ix5 + x2x4

Taki sam wynik uzyskamy z programu Hummingbird: f = Ix2!x4!x5+x1!x5+x2x4. Nie oznacza to
jednak, ze strategia sekwencyjnego pokrywania jest tak samo skuteczna jak metoda systematyczna z
algorytmem MinRow. Swiadczy o tym wynik minimalizacji funkcji Kaz, obliczonej programem Blink. Blink
reprezentuje dane wyjsciowe w postaci tzw. Regut decyzyjnych omawianych w rozdziale 5. Reguty te — dla

funkcji Kaz — sg nastepujace:



(x3=0) & (x4=1) & (x18=1) => (y=1)
(x2=1) & (x3=1) & (x5=1) => (y=1)
(x1=0) & (x3=1) & (x5=1) => (y=1)
(x1=0) & (x6=1) & (x9=1) => (y=1)
(x3=0) & (x6=1) & (x15=0) => (y=1)
(x1=0) & (x3=1) & (x13=0) => (y=1)
(x2=0) & (x5=1) & (x8=1) => (y=1)

Oczywiscie mozemy te reguty zapisa¢ sumy iloczyndw zmiennych boolowskich:

IX3x4x18 + x2x3x5 + IXIx3x5 + IXIx6x9 + Ix3x6!x15 + IxI1x3!x13 + Ix2x5x8

Natomiast Kaz zminimalizowany programem Hummingbird jest wyrazeniem:
f= x4!x13x21 + x7!x15x16 + 1x4!x171x21
nieco prostszym od wyrazenia uzyskanego programem Espresso:

y1 =1x2x141x19x21 + Ix8!x11!x12 + x5x8!x20

1.5 Uzupetnienie (Complement)

Zadaniem procedury COMPLEMENT (uzupetnienie) jest obliczenie zbioru D, tj. zbioru wszystkich
nieokreslonosci funkcji opisanej zbiorami F i R. Zbidr ten jest wykorzystywany miedzy innymi w procedurze
pokrycia, a jego zwarta specyfikacja jest bardzo istotna z punktu widzenia ztozonosci obliczen. Potrzebe
obliczania D wyjasnia dobrze przyktad funkcji boolowskiej o 30 argumentach, opisanej tablicg prawdy o 200
wierszach (wektorach). Ot6z zbiér wszystkich nieokreslonosci takiej funkcji ma liczno$é 23° — 200, a wiec
bezposrednia specyfikacja odpowiedniego D staje sie niemal nierealna.

Procedura uzupetniania polega na iteracyjnym rozktadzie zbioru kostek reprezentujgcego funkcje f
na kofaktory. Kofaktory te sg obliczane tak dtugo, az odpowiadajace im zbiory kostek stang sie ,tatwe” do
obliczenia ich uzupetnienia. Proces konczy ,scalanie” wynikdw czgstkowych. Podstawg takiego

postepowania jest spostrzezenie, ze uzupetnienie funkcji reprezentowanej rozktadem Shannona:

f= X1 + %, 1y, f=xfx; + %ifz,

mozna wyznaczy¢ obliczajac najpierw ko faktory ij orazf,zj, a nastepnie ich uzupetnienie, czyli [1]:
f=xfi, + %5 (2-4)

Zatem f powstaje w wyniku ,scalenia” wynikéw czastkowych, tj. f;j oraz f;j.
W przypadku, gdy wynikiem rozktadu Shannona jest jednorodny zbidr kostek, obliczenia przejmuje
procedura UNATE_COMPLEMENT, spetniajaca role procedury wyznaczajgcej uzupetnienie funkcji

jednorodnej. Wynika to z faktu, ze dla funkcji monotonicznych, a w szczegdlnosci dla:



a) monotonicznie rosngcej w punkcie x;,
b) monotonicznie malejgcej w punkcie x;,
uzupetnienie (2-4) upraszcza sie do nastepujgcych wzordow [1]:
; (2-5a)
(2-5b)

f]+

F

I
~.

R e |

>l
Il

Xj xj+ j

tatwo to wykaza¢, gdyz na przyktad dla (5-6a) mamy, ze ijF,gj a wiec, korzystajac z implikacji

A DB = AN B-=B8B, uzyskujemy:

F =, + %Fz=x;Fy, + Fg =Fy, (xj + F,zj)

czyli:

Obliczenie uzupetnienia funkcji jednorodnej rozpoczynamy od wyznaczania zero-jedynkowej

macierzy M funkcji jednorodnej danej macierzy F.
Przeliczenie macierzy F na macierz M przeprowadzamy wedtug nastepujacego schematu:

Mi, j1 =0, jezeli F[i,j] = *,

Mli,j]1 =1, jezeli F[i,j]=1 lub F[i,jl=0.
Transformacja taka jest jednoznaczna, gdyz macierz F z zatozenia jest jednorodna (w zadnej z jej

kolumn nie wystepujg jednoczesnie zera i jedynki). Nastepnie wyliczany jest wektor V, w ktorym

»,Zapamietuje sie” polaryzacje zmiennych wystepujgce w kazdej kolumnie. Na przyktad, zaktadajgc macierz F

0 postaci:
01*0
F = |*x1x
01

otrzymamy macierz:

1100
0010
1010

oraz wektor ¥V = [0110]

M =

Otrzymang macierz M bedziemy rozktada¢ rekursywnie (stosujgc rozktad Shannona), az do

wystgpienia szczegdlnych postaci uzyskanych kofaktorow.



Obliczenie kofaktoréw otrzymanej macierzy M rozpoczynamy od wyboru zmiennej do rozktadu.
Odpowiedni wybor zmiennej ma istotne znaczenie dla redukcji obliczenn. Wybér zmiennej przeprowadzamy
wedtug nastepujgcego algorytmu:

1) wybieramy kostke (wiersz macierzy M) z najwiekszg liczbg zer,
2) w wybranej kostce wybieramy zmienne, ktére maja jedynke w tej kostce,
3) sposrdd wybranych w punkcie 2) zmiennych wybieramy te, ktdra ma najwiecej jedynek w swojej

kolumnie.

Postepowanie to uzasadniamy nastepujgco. Ot6z obliczenie kofaktora powoduje ustawienie na zero
kolumny odpowiadajgcej wybranej zmiennej. Zatem wybranie zmiennej wedtug powyzszego algorytmu i
obliczenie kofaktora ustawi na zero kolumny, ktére majg najwiekszg liczbe jedynek (p. 3). Utatwi to
uzyskanie sytuacji, w ktorej w kofaktorze bedzie wiersz samych zer (p. 1), odpowiadajgcy tautologii.

Kofaktory macierzy M obliczamy wedtug nastepujgcego schematu.

Kofaktor jedynkowy macierzy M wzgledem zmiennej x; otrzymujemy przez ustawienie wszystkich
pozycji j-tej kolumny macierzy M na zera. Inaczej méwigc, kofaktor jedynkowy jest przepisaniem macierzy
M z ,,ustawieniem j-tej kolumny na zero”.

Kofaktor zerowy macierzy M wzgledem zmiennej x; otrzymujemy przez wypisanie z M tych kostek
(wierszy), w ktdrych zmienna x; przyjmuje wartos¢ zero.

Powyzszy sposéb obliczania kofaktordow jest bezposrednig konsekwencjg definicji kofaktora [2.8].

Na przyktad dla macierzy M:

1100
M = 10010

1010

wybor zmiennej x3 prowadzi do kofaktoréw:

1101
M= [0000] dlax; =1
1000

oraz wektor [1101] dlax3=0

Nastepnym etapem obliczen jest proba uzupetnienia otrzymanych kofaktoréw. W szczegdlnosci,
jezeli ktorykolwiek z kofaktorow zawiera wiersz samych zer, to nalezy go usungé, gdyz uzupetnienie takiego
kofaktora jest zbiorem pustym.

Proces rozktadu na kofaktory prowadzimy rekursywnie, tzn. otrzymane kofaktory rozktadamy
wedtug tej samej zasady, az do uzyskania kofaktoréow, ktore zawierajg tylko jedng kostke (wiersz). Warto
dodag, ze jezeli na ktédryms z poziomodw rekursji w kolumnie odpowiadajacej wybranej zmiennej sg tylko

jedynki, to kofaktor zerowy takiej macierzy jest pusty.



PRZYKLAD 2.16
Dla zilustrowania metody rozwazmy przyktad jednorodnej funkcji F danej nastepujgcg macierza:

01=x0
* % 10
01 *x*
0*x0

F =

Obliczamy macierz M:

1101

_loo11 _
M = 1100 ©"3 wektor V = [0110].

1001

Nastepnie przeprowadzamy rozktad jak na rys. 2.13. Rozktad jest tu realizowany kolejno wedfug
zmiennych x;, tworzgc odpowiednie wyniki rozktadu; z lewej strony zapisujemy wynik dla zmiennej x; w
postaci prostej, a z prawej dla tej zmiennej w postaci zanegowanej. Wybdr zmiennej do rozktadu jest
dokonywany wedtug poprzednio podanej zasady: wybieramy wiersz z najwiekszg liczbg zer, a sposrod
kolumn wskazywanych (w tym wierszu) jedynka, wybieramy kolumne z najwiekszg liczbg jedynek. Dlatego
do pierwszego rozktadu wybieramy xa (drugi wiersz, czwarta kolumna w macierzy M).

Mozliwe s réwniez inne wybory. Kofaktor dla xs powstaje przez zamiane wszystkich pozycji
kolumny czwartej na zera. Kofaktor dla X, powstaje przez wypisanie wierszy, ktére w czwartej kolumnie
majg zera. Przechodzac do nastepnego rozktadu wykreslamy powtarzajgce sie wiersze i wyznaczamy nowa
zmienng. W tym przypadku bedzie to x3 (moze by¢ rédwniez xi1). Decydujgc sie na x3 uzyskujemy
odpowiednie macierze: dla x3 jest to macierz z wierszem samych 0, czyli tautologia; a wiec konczy to

rozktad w tej gatezi. Dla x; musimy rozktada¢ dalej, wzgledem zmiennej x1. Rezultatem rozktadu jest

macierz reprezentujgca tautologie (gataz x1) i macierz reprezentujgca pusty zbidr kostek, czyli ¢.

Podstawg uzupetnienia funkcji jednorodnej jest rozszczepianie macierzy M na podzbiory kostek,
ktorych uzupetnienie tatwo mozna obliczy¢. Takg postacig jest kofaktor o jednym wierszu. Uzupetnienie
takiego kofaktora (w notacji M) oblicza sie wedtug nastepujacych zasad:

1) jezeli kofaktor zawiera tylko jedng jedynke, jego uzupetnienie jest identyczne jak ko faktor;

2) jezeli kofaktor zawiera wiecej niz jedng jedynke, jego uzupetnienie zawiera tyle kostek (wierszy), ile jest
jedynek w kofaktorze, przy czym wszystkie wiersze majg jedynke (pozostate pozycje zera) na pozycjach
odpowiadajacych kolejnym jedynkom kofaktora.

Stosujac te zasady do kofaktora uzyskanego dla x,: [1100]uzyskujemy:

[1000
0100

Uzasadnienie tego zapisu wynika bezposrednio z prawa De Morgana. Réwniez oczywiste jest

uzupetnienie zbioru pustego, ktéry powstat na drodze x,X3X;; jest nim tautologia.
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Rys. 2.13. Rozktad funkcji F z przyktadu 2.16

Po obliczeniu uzupetnien na poszczegdlnych ,pietrach” rozktadu mozemy przystgpi¢ do scalania
poszczegdlnych wynikéw. Scalanie przeprowadzamy zgodnie z przetransformowanym do notacji M

wzorem (2-5):

F=Xxj-Fo+F1.

Znaczy to, ze jezeli otrzymany kofaktor byt zerowy (ozn. Fo), to mnozymy go przez odpowiednie x;

i dodajemy, a jezeli byt jedynkowy (ozn. F1), to tylko dodajemy. Czyli (dla x,):

1000
0100

1001

| - Too011 = [0101

oraz dla x,x3X;; kolejne obliczenia sg nastepujace:



[1000]+¢
[1000]-[0010]=1010.

Ostatni wynik nalezy doda¢ do wyniku uzyskanego dla x,):, czyli:

0100

[0001] - 1000

| + 11010

taczac wreszcie wyniki czastkowe, uzyskujemy M, ktéra po transformacji wedfug wektora v

prowadzi do F:

1001,  [1l#x1
M=|0101| > F=|x0%1
1010 1%0x

Otrzymana macierz F jest uzupetnieniem jednorodnej funkcji F. W ten sposéb, majac funkcje

roztozong na funkcje jednorodne, tatwo mozna obliczy¢ uzupetnienie kazdej z nich.

1.6 Redukcja argumentéw

1.6.1 Metoda klasyczna

Z praktycznego punktu widzenia istotne sg takie realizacje funkcji boolowskich, w ktdrych argumenty
X,y s Xj,, stanowig podzbidr zbioru X{x;, ..., x,,}, gdyz uzyskuje sie wtedy bezposrednio realizacje
n-argumentowej funkcji f w uktadzie kombinacyjnym o t wejsciach (t < n), co ma znaczenie w syntezie na
typowych modutach PLD i w strukturach FPGA. Istotne jest réwniez to, ze (przy duzych n) zmniejszenie
liczby argumentéw z n do t upraszcza ewentualnie dalsze zabiegi optymalizacyjne, gdyz zmniejsza wymiary
zadan dla procesu minimalizacji i dekompozycji. W szczegolnosci redukcja argumentow stanowi podstawe
dekompozycji rownolegtej, ktdrg omdéwimy pod koniec niniejszego rozdziatu.

Realizacje funkc;ji f = f(x1,..., xa) taka, ze:

f = h(xil, ...,Xit), t<n

nazywac bedziemy minimalno-argumentowa realizacjg funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje zbior

zmiennych:

, . C i — , .
{le, ""th—1} C X, takize f h(le, ""th—1)’



Zbior X; , ..., X; 0znaczac bedziemy X:.

Niech a € B", b € B". Utwdérzmy dla wektorow a, b wyrazenie boolowskie:

8(a,b) = \/ X;

i

gdzie sumowanie jest po wszystkich i takich, ze a; # bi. Inaczej mowigc, xi jest sktadnikiem
d(a,b) tylko wtedy, gdy wektory a oraz b majg rézne sktadowe aj, bi. Reprezentacjq argumentowgq funkcji f

(oznaczang dalej przez RAf) nazywac bedziemy wyrazenie boolowskie:
RA: = A 8(a, b) (2-6)
F = a, b

gdzie iloczyn logiczny A jest brany po wszystkich parach a, b : f(a) # f(b).

Mozna wykazaé¢, ze dla kazdego rozwigzania réwnania RAs = 1:

RA(Xi,y s X)) = 1 (2-7)

istnieje funkcja h o argumentach X; , ..., X;, dla ktorej £ (xy, ..., %) = R(X;j, e, X,)

Dla dowodu powyzszego wystarczy zauwazyé, ze jezeli RAf(xil, ""xit) =1,to dla kazdej pary
wektoréw a, b : f(a) # f(b), wektory (ai1' ) ait) oraz (bi1' ) bit) réznig sie co najmniej jedng sktadowsa.

Jezeli zbiér zmiennych X; = Xiys s Xig) spetniajgcych réwnanie (2-7) jest zbiorem o mozliwie
najmniejszej licznosci, to funkcja h jest nazywana minimalno-argumentowa realizacjg funkcji f Y.

Z konstrukcji wyrazenia RAs wynika, ze jest to koniunkcja czynnikdw o postaci (xi1 V..V xik)
Rozwigzanie réwnania RAr = 1 jest wiec typowym problemem pokrycia, a odpowiednie obliczenia mozna
uprosci¢ wykorzystujgc pojecie elementu zasadniczego, ktérego role w redukcji argumentéw spetniac
bedzie oméwione dalej pojecie zmiennej niezbedne;.

Rozwazmy funkcje f z tablicy 2.26a. Postaramy sie zmniejszy¢ liczbe argumentow tej funkcji usuwajac z
niej po jednej zmiennej. Usuwajac z tablicy 2.26a kolumne odpowiadajgcg zmiennej x4 uzyskujemy tablice,
w ktérej dwa wiersze, o numerach 2 i 8, (tabl. 2.26b) s3g identyczne, ale wierszom tym odpowiadajg rézne

wartosci funkcji. Tablica jest wiec sprzeczna. Stad wniosek, ze argumentu x4 usung¢ nie mozna.

1) Zbiér X; jest réwniez nazywany reduktem [2.10].



Tablica 2.26

a) b) c)

X1 X2 X3 Xa Xs Xe X7| f X1 X2 X3 Xs X6 X7| f X2 Xa X6 X7| f
1112 0 0010 1|0 111 0 01 0 1]0 10 0 0 1|0
2/1 01 11 10|0 2|11 01 11010 2/0 1 1 0f0
3/(171 01 1 1 0|0 3111 01 1 o010 3/1 1 1 0f{0
41111 01110 411 1111 1]0 4(1 0 1 1|0
5/(0 1 0010 1(1 5101 01 0 1|1 5(1 0 0 1|1
6/1 0 001 1 0|1 6|1 0 01 101 6/0 0 1 01
7/1 0 1 0 0 0 0f1 711 01 0 0 0|1 7/0 0 0 0f1
8(/1 01 01 1 0|1 8|11 01 11 011 8(0 0 1 01
9(1 1 1 0 1 0 1|1 911 1 1 1 0 1|1 91 0 0 1|1

Natomiast usuwajgc z tablicy 2.26a zmienng x3 uzyskujemy tablice, w ktorej wszystkie wiersze sg rdzne.
Mozna nawet usungc¢ jeszcze zmienne x1 i x5 (tabl. 2.26¢), ataczny rezultat tych usunie¢ nie spowoduje
pojawienia sie sprzecznosci. Spostrzezenie powyzsze prowadzi do nastepujgcej definicji.

Oznaczmy przez T¢(X — {xi}) tablice specyfikacji funkcji f uzyskang z Ty przez usuniecie kolumny x;, gdzie Ty
jest tablicg funkcji f.

Zmienng x; nazywamy zmienngq niezbednq [2.6], jezeli tablica specyfikacji Tf(X — {xi}) jest sprzeczna.

Zmiennymi niezbednymi funkcji f z tablicy 2.26a s xa oraz xs, gdyz tablice Tf(X—{xa}), Tr(X—{xe}) sa

sprzeczne.

Mozna wykazaé, ze zmienna x; jest zmienng niezbedng funkcji f(xi,..., xn), jesli istniejg wektory a, b:
fla) # f(b) takie, ze a;+ bioraz a; = b; dla kazdego j # i.

Przyjmujac do opisu funkcji f: B” — {0,1,-} podziaty na zbiorze K ponumerowanych wektoréw z B”",
mozemy podane wyzej spostrzezenia wyrazi¢ analitycznie. Oznaczmy przez P(x;) podziat na K realizowany
zmienng x;, a przez Py, podziat wyjsciowy funkcji f. Wtedy warunek na minimalno-argumentowg realizacje

funkcji f mozna sprawdzié¢ za pomocg nieréwnosci:

P(x;,) P(xy,) . P(x;,) < Pr



PRZYKtAD 2.17
Obliczymy wszystkie realizacje minimalno-argumentowe funkcji f = f(xa,..., x7), ktorej tablica prawdy

podana jest w tabl. 2.26a, z odpowiednig numeracjg wektoréw.

Wektory prawdziwe i fatszywe tej funkcji ponumerowano liczbami naturalnymi 1,...,9, czyli K = {1,...,9}.
Mamy wtedy (przy oznaczeniach P(x;) = P;) nastepujgce podziaty na K:
Py = {E;m}

P, ={1,2,6,7,8;3,4,59}

Py, ={1,3,5,6;2,4,7,8,9}
P, ={145,6,7,89;23}
P; ={7;1,2,3,45,6,89}

Ps = {1,57,9;2,34,6,8}

P, ={2,3,6,7,8;1,4,5,9}

P, ={1,2,3/4;5,6,7,8,9}

Jak juz stwierdziliSmy, zmiennymi niezbednymi tej funkcji s3 xa, xs. Dlatego najpierw wyznaczymy

iloczyn P = P4 -Pe :

P,- Py ={1,579;4,638;2,3}

Blokami iloczynu P = (Bu,...,B3) sg B1={1,5,7,9}, B,={4,6,8}, B3={2,3}. W dalszych obliczeniach
pomijamy blok Bs, gdyz Bs jest zawarty w jednym bloku podziatu Py.

Kolejng czynnoscig jest obliczenie podziatu ilorazowego P4 -Ps| Py :

Py - Pg|Pr = {(1)(5,7,9); (4)(6,8); (2,3)} (2-8)

Obliczony podziat ilorazowy pozwala wyznaczy¢ czynniki wyrazenia boolowskiego RAs. Wyznaczane s3
one dla kazdej pary mintermow p, g, takiej, ze p i g nalezg do jednego bloku iloczynu P4 - Pg, ale do réznych
blokéw podziatu Py, co tatwo odczytaé z podziatu ilorazowego biorgc pary p, g z réznych elementow tego
podziatu. Przez elementy rozumiemy tu podzbiory ograniczone rdéznymi nawiasami. Dla kazdej tak
wyznaczonej pary p,q sprawdzamy na jakich pozycjach, czyli dla jakich zmiennych réznig sie
odpowiadajgce im wektory w tablicy prawdy. Na przyktad, dla pary p = 1, g =5 mamy, ze odpowiednie
wektory w tablicy prawdy funkgcji f (tabl. 4.17a) réznig sie na pozycjach xi, x2, a wiec odpowiadajgcy tej
parze czynnik RA bedzie Ci=x1V x2. Zestawienie zmiennych, dla ktérych rdinig sie pary p,g nazywac
bedziemy tablicg poréwnan. Odczytujac z podziatu ilorazowego (2-8) pary p, g otrzymujemy nastepujaca

liste poréwnan:



PRZYKtAD 2.17 c.d.

1,5: x1, X2
1,7: x3, X5, X7
1,9: x2, X3
4,6: x2, X3, X7

4,6: x2, X7

Redukujac w zbiorach C kazde C;, dla ktorego istnieje (;: C; < C;, otrzymujemy rownanie RA = 1

0 postaci:

(1 + x2) (a3 + x5 + x7) (%2 + x3) (2 +x7) = 1
ktore przeksztatcamy do postaci sumo-iloczynowe;j:
X2X3 + X2Xs5 +X2X7 + X1X3X7

Na tej podstawie wyznaczamy minimalne rozwigzania o najmniejszej licznosci: {x2, X3, Xa, X}, {X2, Xa, X5,
Xs}, {X2, Xa, X, X7}. Stad wniosek, ze siedmioargumentowa funkcja f w rzeczywistosci jest zalezna wytgcznie
od czterech argumentow. Zauwazmy tez, ze ostatnie z podanych rozwigzan oznacza usuniecie z tablicy
funkcji f kolumn odpowiadajgcych zmiennym xi, X3, xs. Sytuacja taka byfa juz prezentowana w tablicy

2.26c¢.

Skutecznos¢ redukcji argumentow, a takze jej wptyw na inne procedury logicznej pokazemy na bardziej

skomplikowanym przyktadzie.



PRZYKLAD 2.28
Dla funkcji F podanej w tablicy 2.27 obliczy¢ wszystkie minimalne zbiory argumentéw, od ktorych

ta funkcja zalezy. Zmienne niezbedne tej funkcji to: x1, x3, x7.

Kolejno obliczamy podziaty: wedtug zmiennych niezbednych, ilorazowy oraz liste poréwnan.

Py - P3 - P;|Pp = {(D(#)(8); 2)(7); (3); (5)(6)(10); (9)}

Tablica 2.27

X1 X2 X3 Xa X5 X6 X7 Xs Xo|Y1 V2
100 01 00110f001
2|10 11 00 00 10|01
311101100010
4010001101100
5/0 01 01110001
6/0 1 1 00O0110|00
7/01 1 01101111
8/0 0010O01O01|11
9111 000 110|1O0
100 0 1 1 0 0 1 O 1(1 O

Lista poréwnan (zapis wg indekséw zmiennych):

114 2;4;6;3;9
1|8 : 8,9

4|8 2,4,6
217 5,6,9
516 2,5,6,8
510 : 4;5;6;9
6/10 : 2;4;8;9

Na podstawie tablicy poréownan tworzymy wyrazenie boolowskie, ktére w zapisie wedtug indeksow
zmiennych x; jest nastepujace:

(8+9)(2+4+6)(5+6+9)(2+5+6+8)=(9+8)(9+5+6)(2+6+4)(2+6+5+8)=
=[9+8(5+6)][2+6+4(5+8)]=(9+5-8+6-8)(2+6+4-5+4-8)=
=2-9+6-94+44.-5-9+4-8-94+42-5-8+5—-6-8+4-5-8+4-5-8+2-—6-—-38+
+6-8+4-5-6-8+4-6-28

Stad wszystkie minimalne rozwiazania:
X1, X2, X3, X7, X9

X1, X3, X6, X7, X9

X1, X3, X6, X7, X8

X1, X3, X4, X5, X7, X9

X1, X3, X4, X7, X8, X9

X1, X2, X3, X5, X7, X8

X1, X3, X4, X5, X7, X8



W bardziej skomplikowanych przyktadach  taplica 2.28

mozna zaobserwowac wptyw redukcji argumentow

23
Wybierajac jeden z tych zbioréw (np. R3) mozemy 24

X1 X2 X3 Xa Xs Xe X7 Xs X9 Xw0|Y

na proces realizacji funkcji w postaci minimalnych 1400101 11010710
2|1 01 0 01 0 1 0 O |O

wyrazen boolowskich. Na przyktad dla funkcjiTL27 3 |0 1 0 0 O 1 1 1 1 o0 |o
z tabl. 2.28 mozna obliczy¢ nastepujace redukty. 411011 10101 1/0
511 12 0 0 01 0 O 1 1 |0

6 /|10 1. 0 0 0O1 01 1 0|0

Ri = (X1, X2, Xa, X5, X6, X7, X0} 71110100 11 0 |0

8 /0 1.0 01 1 0 0 0 00O

R2 = {x1, X2, X4, X6, X7, X8, X10} 9 /0 1 01 0 0 O O 1 010

Rs = (X1, X2, Xa, X6, X7, Xo, X0} 10/0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 |1

110 0 0 0 0 1 0o 1 O O |1

Ra = {x1, Xa, Xs, Xe, X7, X9, X10} 121 1 0 1 1 1 O O 1 1 1

Rs = {x1, Xa, X6, X7, X8, X9, X10} 130 1 0 0 1 0 O O O O |1

14/0 1 0 O O 1 1 1 1 1 1

Re = {x1, Xs, X6, X7, X8, X9, X10} 150 0 1 0 0 O O 1 1 0 |1

R7 = {x2, X3, Xa, Xs, X6, X7, X10} )1 1110100 0 171

17|12 1 1 1 1 O 1 O 0 1 1

Rs = {x2, X3, Xs, Xs, X7, Xs, X10} 811 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |1

Ro = {X3, X4, X5, X6, X7, X3, X10} 19900 1.0 0.0 0 0 0 01

20011 1 0 1 12 0 O 1 1 1 1

R1o = {x3, X5, X6, X7, X8, X9, X10} 21/0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 |1

2211 1 1 1 1 0 O O 1 O 1

1 0 1 0 1 1 1 1 O 1 1

0 1.1 0 0 0 O 1 1 0 |1

0 1 o 0 1 1 1 0 0 0 |1

dla zredukowanej w ten sposéb funkcji zastosowacé

inne procedury optymalizacji np. minimalizacje.

Uzyskamy wtedy nastepujgce wyrazenie:

Warto podkresli¢, ze rozwigzanie wyznaczone za pomocg programu ESPRESSO [2.1] prowadzi do

wyrazenia

zawierajgcego 9 argumentéw. Jak wida¢, nie prowadzi ono do realizacji minimalno-argumentowej. Jesli
jednak procedure minimalizacji zastosujemy do funkcji o zredukowanych argumentach, to uzyskamy

wyrazenie o mniejszej liczbie sktadnikéw iloczynowych.

1.6.2 Redukcja argumentéw metodg uzupetniania
Wyjatkowo skuteczna w redukcji argumentéw okazata sie metoda zaproponowana w [2.6], w ktorej

klasyczne rozwigzanie problemu transformacji CNF na DNF zostato zredukowane do obliczenia uzupetnienia



CNF tej funkcji, gdzie uzupetnienie redukuje sie do obliczenia pokrycia kolumnowego macierzy binarnej
[??]. Zaproponowane podejscie bardzo przyspiesza obliczenia, a wydajna reprezentacja algorytmu w
pamieci operacyjnej maszyny obliczeniowej pozwala na osiggniecie wynikdw, ktére nie mogg byc
osiggniete przy uzyciu innych publikowanych metod i systemdw [2.1]. Z tych powoddw, jak tez ze wzgledu
na niezbednos¢ stosowania algorytmu redukcji w realizacjach sprzetowych uktadéw dystrybucji adreséw IP,
skanowania wirusdw, itp., wykonano praktycznie uzyteczne oprogramowanie Lightning, wykorzystujgce

zasade uzupetniania. Zasade te wyjasnimy postugujac sie funkcja z Przyktadu 2.17 (tabl. 2.26a).



PRZYKtAD 2.19
Obliczong w Przyktadzie 2.17 zredukowang tablice poréwnan:

1,5: x1, X2
1,7: x3, X5, X7
1,9: x2, X3

4,6: x2, X7

zapisujemy w postaci binarnej macierzy M:

1234567
1100000

0010101
0110000
0100001

Obliczanie uzupetnienia funkcji jednorodnej polega na rozktadzie macierzy M na podzbiory kostek,
ktorych uzupetnienie mozna tatwo obliczy¢. Taka postacig jest kofaktor o jednym wierszu. Uzupetnienie
takiego kofaktora oblicza sie wedtug nastepujgcych zasad:

1) Jezeli kofaktor zawiera tylko jedng jedynke, jego uzupetnienie jest identyczne jak kofaktor.

2) lJezeli kofaktor zawiera wiecej niz jedng jedynke, jego uzupetnienie zawiera tyle kostek (wierszy),
ile jest jedynek w kofaktorze, przy czym wszystkie wiersze uzupetnienia majg jedynke tylko na
pozycjach odpowiadajgcych kolejnym jedynkom kofaktora. Takie postepowanie wynika z prawa de

Morgana. Przyktadowo, dla kofaktora [0 0 1 0 1 0 1] uzupetnieniem bedzie macierz:

0000100
0000001

0010000]

3) Jezeli kofaktor zawiera wiersz samych zer (tautologia), to jego uzupetnieniem jest zbiér pusty.
4) Jezeli ko faktor jest zbiorem pustym, to jego uzupetnieniem jest wiersz samych zer (tautologia).
Po obliczeniu uzupetnien na poszczegdlnych poziomach rozktadu nalezy scali¢ wyniki czgstkowe

zgodnie ze wzorem:

F=xf +f,
Realizowany wedtug powyzszych zasad rozktad macierzy M podany jest na rys. 2.14 (linia ciggta).

Linig przerywang oznaczono kolejne etapy scalania wynikdéw dopetnienia.



1 000O00O0 X Xy X3 X4 X5 Xg Xy

S o o =
S O o O

000O0OO0OO
0010101
00100O00O0
000O0O0OO0OT1
C=0

Rys. 2.14. Przyktad obliczania uzupetnienia funkcji monotoniczne;j

Na rys. 2.14 podano réwniez wyniki scalania macierzy czastkowych uzyskanych na poszczegolnych
etapach:

C;=x7[0010000]+YJ=[0010001]

C1=x1[0010001]+YJ=[1010001]

1234567

0010000 0110000
C2=x2-[0000100 +[1010001]=1]0100100
0000001 0100001
1010001

Macierz uzyskana na najwyzszym pietrze rozktadu, ktora zostata utworzona ze scalenia macierzy
czastkowych dla zmiennej x2, reprezentuje — pozycjg jedynek w poszczegdlnych wierszach — redukty funkcji
z Przyktadu 2.19. Obliczone uzupetnienie nalezy interpretowaé w nastepujgcy sposob: jedynka w j-tej
kolumnie oznacza, ze minimalny redukt uwzglednia zmienng x;. Do uzupetnienia nalezy dodaé¢ zmienne
niezbedne x4 oraz xs. Minimalne redukty funkcji F sg nastepujgce i takie same jak w rozwigzaniu metoda

klasyczna.

{x2,X3,X4,X6}
{x2,Xa,X5 X6}
{x2,Xa,x6 X7}

{x1,X3,Xa,X6,X7}



Redukcja argumentéw oraz dekompozycja, to — zgodnie z opinig prof. Sasao wyrazong w referacie
[2.14] prezentowanym na konferencji EPFL Workshop on Logic Synthesis & Verification, Dec. 2015 — jedno
z najpilniejszych zadan syntezy logiczne;.

W przypadku implementacji funkcji boolowskich w uktadach FPGA (Field Progammable Gate Array)
redukcja argumentéw, umozliwia realizacje funkcji w uktadzie kombinacyjnym o mniejszej liczbie wejsc.
Jest to szczegdlnie istotne dla struktur FPGA z wbudowanymi pamieciami, dla ktorych liczba zmiennych
wejsciowych jest gtdwnym czynnikiem decydujgcym o ztozonosci implementacji. Jeszcze wieksze znaczenie
redukcji argumentéw dotyczy syntezy funkcji generowania indekséw. Funkcje generowania indekséw to

silnie nieokreslone funkcje boolowskie:

f:D"—>{1,2,...,k}, gdzie D" — {0,1}", oraz |D"| =k.

Wektory nalezgce do zbioru D" nazywa sie wektorami rejestrowanymi. Cechg charakterystyczng
tych funkcji jest duza liczba zmiennych wejsciowych, przy stosunkowo matej licznosci zbioru D" .
Konsekwencjg tej wtasnosci jest skuteczne redukowanie zmiennych wejsciowych, umozliwiajgce realizacje
generatora indeksdw w strukturze zaproponowanej przez Sasao (rys. 2.15). W tak zbudowanym
generatorze indekséw wyrdznia sie dwie pamieci: pamiec¢ gtéwng i pamie¢ pomocniczg, komparator i

brame AND.

Selekcja
zmiennych

AND 7L.

X, +> Komparator

Rys. 2.15. Generator indekséw

Blok selekcji zmiennych wybiera sposréd wszystkich zmiennych podzbiér Xi, reprezentujacy
minimalng liczbe zmiennych (tzw. redukt) realizowanej Funkcji Generowania Indekséw (FGI). Licznos¢
reduktu jest r. Jest to jednoczesnie liczba wejs¢ do pamieci gtéwnej. Na wyjsciach pamieci gtdwnej pojawia
sie indeks wektora wejsciowego X = X1 + X». Jest on reprezentowany wektorem binarnym o liczbie bitéw
p= |—Iog2(k + 1)—|. Indeks ten jest poprawnym indeksem wektora wejsciowego wtedy, jezeli jest to wektor
rejestrowany. | tylko wtedy indeks ten pojawi sie na wyjsciach generatora. W przypadku, gdy wektor
wejsciowy nie jest wektorem rejestrowanym na wyjsciach generator pojawi sie 0. Sprawdzenie, czy wyjscia

pamieci gtéwnej reprezentuja poprawny indeks jest realizowane w pamieci pomocniczej i komparatorze.



W pamieci pomocniczej sg zapisane wektory reprezentowane zmiennymi nalezgcymi do zbioru X,2. Wektory

te s podawane na wejscie komparatora i porownywane z rzeczywistym wektorem X, podawanym na

drugie wejscie komparatora. Oczywiscie wektor pobrany z pamieci pomocniczej

bedzie réiny od

rzeczywistego wektora X2 w przypadku, gdy nie nalezy on do wektora rejestrowanego. Wtedy komparator

sygnatem wyjsciowym o O zablokuje pojawienie sie na wyjsciach bramy AND wektora wytworzonego w

pamieci gtéwne;j.

Dziatanie tak skonstruowanego generatora indekséw mozna zaprezentowac na przykfadzie funkcji

generowania indekséw analizowanej w referacie Sasao — tab. 2.29a. Dla funkcji tej wyznaczono

5-argumentowy redukt — tab. 2.29b.

Tablica 2.29

a) b) )
0110000100010000101001100001000100001010 1 01100 0000
0101111101101010001101011111011010100011 2 01011 1011
1111010101110111000011110101011101110001 3 11110 1111
0001111000010001011100011110000100010111 4 00011 1110
0011110000000100010100111100000001000101 5 00111 1010
0111001001000100100101110010010001001001 6 01110 0010
0010001110001111001000100011100011110010 7 00100 0100
1111111111010001111000100011100011110010 8 11111 1100
1110111000110001011011101110001100010110 9 11101 1101
1010000110100100001110100001101001000011 10 10100 0001

Nietrudno zauwazy¢, ze o skutecznosci tak skonstruowanego generatora indeksdw decyduje

skutecznos¢ obliczania reduktow. Stosujgc program Lightning mozna obliczyé catg serie

argumentowych. Jedno z tych rozwigzan podano w tab. 2.29c.

reduktéw 4-



1.7 Analizai eksploracja danych

1.7.1 Wprowadzenie

W praktyce, metody syntezy logicznej sg wykorzystywane gtdwnie do optymalizacji systemow
cyfrowych, ktére przetwarzajg sygnaty binarne. Podstawowym zadaniem tych metod jest poprawa
implementacji oraz odwzorowania systemow w réznej technologii. Jednakze mozina wykazaé, ze wiele
metod syntezy logicznej, a w szczegodlnosci te wykorzystywane do optymalizacji kombinacyjnych uktadéw
logicznych, moze by¢ z powodzeniem zastosowanych w typowych zadaniach przetwarzania i wyszukiwania
informacji, eksploracji danych, a takze w dziedzinie systemdw ekspertowych, maszynowego uczenia, czy
sztucznej inteligencji [2.21], [2.22].

Przez eksploracje danych, znang rowniez pod nazwg odkrywania wiedzy w bazach danych, jest
rozumiany proces automatycznego pozyskiwania znaczacych, ale dotychczas nieznanych informacji z baz
danych. Dlatego te informacje okresla sie jako ,ukryte”, a celem jest te informacje wyekstrahowaé¢. W
wyniku eksploracji danych mozna na pewnym poziomie abstrakcji: zdiagnozowac pacjenta, przeprowadzi¢
sondaz, np. przed wyborami prezydenckimi, klasyfikowa¢ dane internetowe, czy podjg¢ decyzje o
przyznaniu badz odrzuceniu kredytu.

W wiekszosci zastosowan gtéwnym zadaniem eksploracji danych jest indukcja regut decyzyjnych,
ktore sg obliczane na podstawie wynikow badan i pomiarédw zgromadzonych w bazie danych.
Wygenerowane reguty (zwane réwniez klasyfikatorami) umozliwiajg podjecie decyzji. Typowym przyktadem
bazy danych oraz jej analizy jest Wisconsin Breast Cancer Database (zrddto: Dr William H. Wolberg,
University of Wisconsin Hospital, Madison, Wisconsin, USA), w ktdrej diagnoza raka piersi jest realizowana
za pomocg bazy danych o dziewieciu atrybutach, zgromadzonej dla 699 pacjentek [2.29].

Systemy decyzyjne i kombinacyjne ukfady logiczne sg bardzo podobne. System decyzyjny jest zwykle
opisany przez tablice decyzyjng, natomiast kombinacyjny uktad logiczny przez tablice prawdy. Atrybuty
warunkowe systemu decyzyjnego odpowiadajg zmiennym wejsciowym ukfadu logicznego, a atrybuty
decyzyjne — zmiennym wyjsciowym. Stad wiele pojeé z tych obydwu obszaréw moze by¢ wzajemnie na
siebie odwzorowanych, a podobienstwo systeméw decyzyjnych oraz uktadéw logicznych pozwala na
wykorzystanie specjalistycznych metod syntezy logicznej w dziedzinie eksploracji danych.

Na przyktad zadanie redukcji danych w systemach informacyjnych jest rozwigzywane przez
minimalizacje liczby cech (atrybutéw/parametréw), a nastepnie usuniecie nadmiarowych obiektéw.
Podobnym zadaniem w dziedzinie syntezy logicznej jest redukcja argumentow.

Innym zagadnieniem eksploracji danych jest podejmowanie decyzji na podstawie wczesniej
zgromadzonych danych. Polega ono na uogdlnianiu wiedzy oraz indukowaniu regut decyzyjnych. W wyniku
indukcji otrzymuje sie zbidr regut logicznych, ktéry pozwala podejmowaé decyzje nie tylko dla obiektow

nalezacych do bazy pierwotnej, dla ktérej przeprowadzono obliczenia, ale przede wszystkim dla nowych



obiektéw do niej nie nalezgcych. Jest to bardzo waine w przypadku zadan maszynowego uczenia.
Analogicznym zagadnieniem do indukcji regut z dziedziny eksploracji danych jest zagadnienie minimalizacji
funkcji logicznych z dziedziny syntezy logicznej. Z uwagi na inne interpretacje i aplikacje te zagadnienia
wydajg sie by¢ zupetnie rézne, aczkolwiek jest to stwierdzenie btedne.

Celem rozdziatu jest wskazanie i omdéwienie mozliwosci zastosowania zaawansowanych algorytmow
syntezy logicznej w typowych zadaniach eksploracji danych, takich jak: ekstrakcja cech, indukcja regut

decyzyjnych i wielu innych.

1.7.2 Systemy informacyjne oraz systemy decyzyjne

Wiele rzeczywistych problemoéw oraz zdarzen moze zostac¢ opisanych przy uzyciu baz danych (tablic
danych), czyli tak zwanych systemoéw informacyjnych. Na przyktad, za pomocg tych tablic mozemy opisywacé
wybrane parametry i stan pacjentéw w czasie badan medycznych. Wtedy poszczegdlne instancje zapisane
w wierszach tablicy charakteryzujg pacjenta przez odpowiednie wartosci parametrow (atrybutéw). Na
przyktad, jezeli obiektem jest KOWALSKI, atrybutem zas wiek, to wartoscig tego atrybutu dla obiektu
KOWALSKI moze by¢ np. MtODY. Rozwazania dotyczace algorytmow eksploracji danych ograniczymy w
wiekszosci przypadkéw do systemoéw informacyjnych o specyficznej strukturze, a mianowicie do tablic
decyzyjnych, ktérych zastosowania w systemach podejmowania i wspomagania decyzji, a takze w wielu
zadaniach maszynowego uczenia, sg coraz powszechniejsze.

Formalnie, pare A = (U, A) nazywamy systemem informacyjnym, gdzie U — jest niepustym,
skonczonym zbiorem obiektow, A — jest niepustym, skoriczonym zbiorem atrybutdéw, tj. kazdy element a €
A jest funkcja z U w V,, gdzie zbidr V, jest dziedzing parametru a i jest nazywany zbiorem wartosci dla
parametru a. Wtedy funkcja p odwzorowuje produkt U oraz A w zbiér wszystkich wartosci. Przez p(us, ai),
gdzie u: € U, ai € A, oznaczamy wartos¢ atrybutu dla danego obiektu.

Czesto zbidr atrybutdw 4 ma jeden lub wiecej atrybutéow wyrdznionych lub jest o taki atrybut
rozbudowywany. Celem tych atrybutéow jest podejmowanie decyzji na podstawie informacji zawartej w
bazie danych. Formalnie, systemem decyzyjnym jest system informacyjny postaci A = (U, 4 U D), gdzie
AND = . Atrybuty w zbiorze 4 nazywamy atrybutami warunkowymi, natomiast atrybuty w zbiorze D
nazywamy atrybutami decyzyjnymi. Systemy decyzyjne s3 z reguty opisywane za pomocy tablic
decyzyjnych. Wtedy, funkcja p odwzorowuje U x (4 U D) w zbidr wszystkich wartosci atrybutow.
Przyktadowy system decyzyjny dany jest w tab. 2.30. Mozna zauwazy¢, ze tablica decyzyjna klasyfikuje

obiekty {u1,..., us} do czterech réznych klas, tj. d € {1, 2, 3, 4}.



Tablica 2.30
W obydwu przypadkach, tj. kiedy tablica opisujgca system

Alar a2 a3 as as as|d
informacyjny oraz system decyzyjny ma w petni okreslong funkcje p, 110 o 1 1 o ol1
system nazywamy w pefni okreslonym. Jednakze w praktyce, dane | 2 |1 = 2 0 1 1]2
wejsciowe algorytmoéw eksploracji danych sg czesto zaburzone przez 3o 1 1 o0 1)2
411 2 2 =+« 2 012
brakujgce wartosci atrybutéw [2.18]. Wtedy odpowiadajgca funkcja s« 2 2 2 0 1l1
p jest nie w petni zdefiniowana, a systemy nazywamy nie w petni 6/0 0 1 1 0 1|3
okreslonymi. W [2.8] definiuje sie cztery przypadki wartosci 710 1. 0 3 2 4
812 2 2 3 2 014

atrybutéw dla nie w petni okreslonych tablic decyzyjnych, tj.
brakujgce wartosci oznacza przez ,?”, wartosci ,do not care” (bez znaczenia) przez ,*”, zastrzeione
wartosci ,,do not care” przez ,+”, koncepcyjne wartosci atrybutéw przez ,—”. Dodatkowo zaktada sie, ze dla
kazdego obiektu przynajmniej jedna wartos¢ atrybutu jest okreslona [2.24], [2.25]. W naszych
rozwazaniach dla uproszczenia przyjmujemy, ze bedziemy uwzgledniali tablice tylko z ewentualnymi

wartosciami ,,do not care” dla niektérych atrybutéw.

1.7.3 Relacja zgodnosci i relacja nierozréznialnosci

W podrozdziale przedstawiamy notacje relacji nierozrdéznialnosci, ktéra jest podstawowym
pojeciem w dziedzinie eksploracji danych. Podobne pojecie nazywane relacjg zgodnosci (tolerancji) jest
stosowane w dziedzinie uktaddéw logicznych. Jest uzywane gtéwnie do celéw dekompozycji uktaddw
kombinacyjnych [2.17], oraz logiki sekwencyjnej [2.22]. Na bazie tej relacji skonstruowano pojecie
r-podziatu, ktére znajduje zastosowanie w syntezie logiki wielowartosciowej, a tym samym moze by¢
zastosowane do reprezentacji zarowno systemow informacyjnych jak i systemow decyzyjnych.

Niech A = (U, A U D), bedzie systemem decyzyjnym, wtedy z kazdym podzbiorem B < A4 kojarzymy

relacje rwnowaznosci INDa(B):

lNDA(B) = {(Upruq) e U2V a; €8, p(up:ai) = p(UQIaf)}r

INDa( B) nazywamy B-relacjg nierozréznialnosci [2.24].

Jednakze, dla systemu decyzyjnego przedstawionego w tablicy 2.30, symbol ,*” dla obiektu moze
wyrazac wartos¢ 0 lub 1. W rezultacie, obiekt przedstawia wiele wierszy tablicy. Stad, klasyfikacja z uzyciem
relacji nierozréznialnosci nie znajduje zastosowania. Aby rozwigzac¢ ten problem wprowadzamy relacje
zgodnosci.

Wartosci atrybutéw a;, tj. ppi = p(up,ai) oraz pg = p(ug, @) nazywamy zgodnymi (ppi ~ pqi) Wtedy

i tylko wtedy, gdy ppi = pgi lub ppi = # lub psi = * gdzie , #*” oznacza przypadek, dla ktdrego wartosc¢



atrybutu jest ,do not care”. Z drugiej strony, jezeli py; oraz py sa zdefiniowane i s rézne mowimy, ze pp;
jest nie zgodne z p; i te relacje oznaczamy przez p, * pyi.
Na podstawie tej definicji méwimy o relacji zgodnosci coma(B) okre$lonej dla kazdego zbioru

Bc A:

coMa(B) = {(up,uq) € U2:V a; e B, plup,ai) ~pluqg,ai)},

gdzie o obiektach p oraz g, ktére spetniajg relacje coma(B) mdéwimy, ze sg zgodne w zbiorze B. Obiekty
zgodne w zbiorze B = A nazywamy po prostu zgodnymi.

Relacja zgodnosci, nazywana réwniez relacjg tolerancji, jest zwrotna i symetryczna, a stad generuje
klasy zgodnosci na zbiorze obiektow U. Relacja zgodnosci pozwala na klasyfikowanie obiektow, ale klasy
obiektow nie tworzg podziatow na zbiorze U, jak to jest w przypadku relacji nierozréznialnosci. cOoMa(B)
klasyfikuje obiekty grupujac je w klasy zgodnosci, tj. U[coMa(B) gdzie B C A.
Stad, dowolny zbidr obiektdw U reprezentujacy system informacyjny lub system decyzyjny moze zostac
przypisany wielokrotnie i do réznych klas dla danego podzbioru atrybutow A. Taka rodzine klas nazywamy
r-podziatem i oznaczamy przez I'1(B), gdzie B jest wybranym podzbiorem zbioru A = {a1,..., am}.

r-podziat na zbiorze U moze by¢ postrzegany jako zbior nieroztgcznych podzbioréw U, ktérych suma
jest rowna U. Wszystkie symbole i operacje dla algebry podziatow [2.22], mogg zostaé bezposrednio
zastosowane do algebry r-podziatow. W szczegdlnosci relacja mniejszy lub rowny dla dwéch r-podziatow IT,
oraz I, (I, < T1,) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej klasy z r-podziatu I1,, oznaczanej w skrdcie
przez Ki(IT) istnieje Ki(I'L) taka, ze Ki(I'l)) < Ki(IL.).

r-podziat na jednoelementowym zbiorze B = {a;} oznaczamy przez [1(aj) lub po prostully;.

r-podziat indukowany przez zbior B jest iloczynem r-podziatdw indukowanych przez pojedyncze

atrybuty a; € B.

1.8 Redukcja atrybutow
1.8.1 Wprowadzenie

Redukcja atrybutéw (argumentow) jest algorytmem stosowanym w dwoch odrebnych dziedzinach
wiedzy, a mianowicie w zagadnieniach zwigzanych z klasyfikacjg danych — maszynowe uczenie, eksploracja
danych itd. [2.23], [2.24] oraz w zagadnieniach zwigzanych z optymalizacjg i syntezg logiczng ukfadow
cyfrowych (por. rozdz. 2.6). W obu przypadkach jest to problem polegajgcy na redukowaniu nadmiarowych
specyfikacji w tablicach danych (tablicach prawdy uktadéw logicznych) za posrednictwem usuwania zbednych
atrybutéw (argumentow). Uzyskiwane w wyniku takiego procesu tablice s wykorzystywane do generowania
uogdlnionych regut decyzyjnych albo do kolejnych etapdéw optymalizacji logicznej (w przypadku uktadéw

cyfrowych). Oczywiscie dane wejsciowe algorytmdéw redukcji s w obu przypadkach zasadniczo rézne. Dla



tablic danych mamy do czynienia z wielowartosciowymi atrybutami warunkowymi i wielowartosciowymi
atrybutami decyzyjnymi. Dla tablic prawdy wartosci argumentow i wartosci funkcji sg binarne. Jednoczes$nie
catkowicie inaczej sg interpretowane tzw. wartosci nieokreslone. W tablicy danych warto$¢ nieokreslona
atrybutu warunkowego oznacza, ze wartos¢ tego atrybutu nie zostata ustalona [2.18], a w przypadku tablic
funkcji logicznych nieokre$lonos¢ argumentu wektora wejsciowego oznacza wystepowanie w specyfikacji
wektoréw o wszystkich mozliwych wartosciach danego argumentu.

W rezultacie stosowane w praktyce algorytmy redukcji argumentédw oraz atrybutdw znacznie sie
roznig, a jak pokazujg przeprowadzone eksperymenty — stosowane w syntezie logicznej metody i algorytmy
redukcji argumentoéw okazuja sie skuteczniejsze niz analogiczne algorytmy redukcji atrybutéw stosowane w
analizie danych.

W uktadach logicznych i ich realizacjach sprzetowych istotnym zagadnieniem jest obliczenie
minimalnych zbioréw argumentow o najmniejszej licznosci. W przypadku redukcji atrybutéw wazniejsze jest
obliczenie wszystkich minimalnych zbioréw atrybutow. Taka potrzeba moze sie zdarzyé¢, gdy wyliczony zbidr
atrybutéw mniejszy pod wzgledem licznosci niz inny moze by¢ trudny do realizacji lub bardziej kosztowny. Na
przyktad, gdy rozwazamy obliczenia redukcji atrybutéw dla potrzeb diagnozy medycznej dany parametr moze
wyrazac skomplikowane lub kosztowne badanie, lub wyrazac badanie, ktére ma negatywny wptyw na zdrowie
pacjenta, lub badanie, ktére nie jest mozliwe do przeprowadzenia. Natomiast inne rozwigzanie — o wiekszej
licznosci — moze by¢ tatwiejsze do realizacji w praktyce. Dlatego opracowanie odpowiednich do zastosowan,
skutecznych i szybkich algorytmow redukcji atrybutdéw jest szczegdlnie istotne w systemach eksploracji

danych.

1.8.2 Algorytm redukgcji atrybutéw

Systemy informacyjne i systemy decyzyjne sg redukowalne co najmniej na dwa sposoby, tj. te same lub
nierozrdznialne obiekty moga by¢ reprezentowane przez tablice wielokrotnie lub — niektére atrybuty moga by¢
nadmiarowe [2.19]. Omodwione w poprzednim podrozdziale relacje nierozréznialnosci oraz zgodnosci moga
zostac¢ wykorzystane do realizacji zadania redukcji. Nie nalezy ich traktowac jako konkurencyjne techniki, lecz
wrecz przeciwnie — jak pokazano w tym rozdziale — techniki, ktore wzajemnie sie uzupetniaja.

Niech A = (U, A U D), gdzie An D = J, bedzie systemem decyzyjnym, gdzie zbiory A, D s3
odpowiednio zbiorami atrybutow warunkowych oraz decyzyjnych.

Kazdy system informacyjny A generuje r-podziaty I1(A), I1(D), gdzie atrybuty a; generujg poszczegdlne
r-podziaty Il . r-podziaty reprezentujg klasy zgodnosci COM na zbiorze U. Niech B< A bedzie podzbiorem
atrybutéw oraz up, ug € U. Para (up, ug) € COM(B) wtedy itylko wtedy gdy p(up, ai) ~p(ug ai) dla kazdego

a; € B. Jesli zapiszemy klasy zgodnosci COM(B) jako I'l(B),wtedy:



) = (] n)

i:a;eB

Uzywajac r-podziatdw generowanych zbiorem atrybutdw mozemy wprowadzi¢ pojecie zaleznosci
funkcjonalnej pomiedzy roztgcznymi podzbiorami A oraz D. Méwimy, ze D jest funkcjonalnie zalezny od A
(symbolicznie A = D), wtedy i tylko wtedy gdy I'1(A) jest nie wiekszy niz I1(D), (tzn. I1(A) < I1(D)). W terminach
systemow informacyjnych znaczy to, ze zbidr atrybutdéw D zalezy od zbioru atrybutow A. Inaczej mdwigc, jesli
tylko para obiektéw nie moze by¢ rozrézniona atrybutami ze zbioru A, to rowniez nie mozna tych obiektow
rozrézni¢ atrybutami ze zbioru D.

Uproszczenie systemu decyzyjnego z punktu widzenia minimalnego zbioru atrybutéw zachowujgcych
zdolnosci klasyfikacyjne systemu (lub zaleznos¢ funkcjonalng A = D) nalezy do zadan okreslanych mianem
redukcji wiedzy. Redukcja wiedzy w systemach decyzyjnych polega na redukcji liczby atrybutéw warunkowych,
czyli wyznaczaniu tak zwanych reduktow oraz usuwaniu nadmiarowych obiektow/regut.

Zbioér B — A jest reduktem systemu decyzyjnego A = (U, 4 U D)

Tablica 2.31
wtedy i tylko wtedy, gdy II(B) < II(D) oraz nie istnieje podzbiér A lo. o o o o oo|D
wtasciwy B’ zbioru B taki, ze I1(B’) <II(D). Inaczej méwigc, reduktem 110 1. 0 1 0 ol1
systemu decyzyjnego A = (U, 4 U D), w ktérym A = D, jest zbior 211 0 0 0 1 32
PR . . . . .z 7 . 7 . 3 1 1 o 2 2 3 3
B C A taki, ze B = D oraz nie istnieje podzbiér wtasciwy B’ zbioru B, 211 1 0 2 3 3|2
gdzie B = D. Atrybut a € A nazywamy atrybutem zbednym w 511 1 1 0 2 3|4
systemie decyzyjnym A wtedy i tylko wtedy, gdy I1(A\ {a}) < T1(D), w 610 0 2 0 2 311
i dku a j b iezbed Zbié kich N
przeciwnym przypadku a jest atrybutem niezbednym. Zbior wszystkic 8 1 1 2 0 2 3|6
atrybutdéw niezbednych nazywamy rdzeniem systemu decyzyjnego lub 911 0 2 2 1 31|86
po prostu rdzeniem. 071 1 2 2 3 1|7
Obliczymy niezbednos¢ atrybutow dla tablicy decyzyjnej
Tablica 2.32

ztabl. 2.31. Skoro II(A\{ao1}) <II(D), ai jest zbedny dla zaleznosci
A" |ao1 a3 as as|D
funkcjonalnej A = D. W przeciwienistwie, as jest atrybutem niezbednym, 110 0 o o0l1
gdyz TI(A\{a3}) < II(D) i wtedy po usunieciu atrybutu as; fakt ten 2 (1 0 1 3|2
. . f e . . - 3 (1 0 2 313

manifestuje sie sprzecznoscig wierszy w tablicy. tatwo réwniez wykaza¢, ze
4 |1 0 3 3|2
zbiory Bi=1{01,03,as,06} oraz B;=1{02,030506}, sa reduktami, gdyz 511 1 2 3|4
I1(a1,03,as,a6) < T1(D), I1(a2,a3,0s,a6) < I1(D), a po usunieciu dowolnego a; ze 6 |0 2 2 3|1
zbioru Bi lub B;, odpowiednia nierédwno$¢ nie bedzie spetniona. 711 2 2 245
i | _ o 8 |1 2 2 3|6
Uproszczona tablica systemu dla B; jest podana w tabl. 2.32. 9 1 2 1 3|6
Pojeciami podstawowymi w algorytmie redukcji atrybutéw sa: 011 2 3 117

macierz porownan oraz funkcja rozrdznialnosci. Mozna wtedy wykazaé, ze
miedzy reduktami systemu decyzyjnego A, a implikantami funkcji rozréznialnosci fa , ktéra w rzeczywistosci

jest monotoniczng funkcjg boolowskg, zachodzi nastepujgcy zwigzek:



{ail, ...,al-p} € RED,, wtedy i tylko wtedy, gdy a;, - ...- aj, jest implikantem prostym f;,.

Natomiast, wyznaczenie implikantow prostych odbywa sie — na przyktad — za pomoca przeksztatcenia
monotonicznej funkcji rozréznialnosci w postaci iloczynu sum boolowskich do postaci sumy iloczynéw. Zgodnie
z podrozdziatem 2.6.2, mozina do tych obliczen zastosowaé efektywny algorytm uzupetnienia funkcji
boolowskiej.

Funkcja rozréznialnosci dla systemu decyzyjnego z tabl. 2.31 jest nastepujgca:

fa = a3asae(a1 + az).

PRZYKtAD 2.20.c.d.

Wtedy macierz poréwnan powstaje w wyniku rozréznienia par obiektdw wskazanych w r-podziale

ilorazowym (tabl. 2.34).
Tablica 2.34
p,q | atrybuty rozrézniajgce

117 {02103104105}

3,5 {a2,a3,04}
3,6 {a2,a4}

3,7 {03,04,05}

5,6 {02,03,04}

5,7 {a2,03,04,05}

6,7 {a2,a3,04,05}
2,5 {04,05}

Zapisujac macierz pordwnan w postaci funkcji rozrdznialnosci otrzymujemy: fa = (a2+aas)(as+as),
poniewaz wiele czynnikdw tego wyrazenia upraszcza sie ze wzgledu na wtasnos¢ pochtaniania. Ostatecznie
po przeksztatceniu iloczynu sum do sumy iloczyndw otrzymujemy: fa = aa + aas.

Stad, faczac poszczegdlne sktadniki fa z rdzeniem R = {ai1, ae} otrzymujemy wszystkie redukty
systemu decyzyjnego z tabl. 5.4: {a1,04,0a6}, {a1,a2,05,0a6}.

IT(R) =T1(a1) - T1(as) = {1,7; 3,5,6,7; 4; 2,5; 8; 5}

oraz I1(d) = {1,5; 2,3,4; 6; 7,8}, nastepujacy r-podziat ilorazowy:

TI(R) | TI(d) = {(1)(7); B)(5)(6)(7); (4); (2)(5); (8); (5)}



PRZYKtAD 2.21
Zgodnie z metodg omawiang w podrozdz. 2.6.1 w celu obliczenia reduktéw nalezy obliczyé zmienne
niezbedne, a nastepnie obliczy¢ podziat ilorazowy Pwn|Pp, gdzie Pn reprezentuje iloczyn podziatéw
indukowanych zmiennymi niezbednymi. Podziat Pn| Pp stanowi punkt wyjscia do obliczenia tablicy poréwnan.
Zgodnie z metodg omawiang w podrozdz. 2.6.1 w celu obliczenia reduktéw nalezy obliczy¢ zmienne
niezbedne, a nastepnie obliczy¢ podziat ilorazowy Pn|Pp, gdzie Py reprezentuje iloczyn podziatow
indukowanych zmiennymi niezbednymi. Podziat Pn| Pp stanowi punkt wyjscia do obliczenia tablicy poréwnan.
Dla funkgcji z tabl. 2.35 zmiennymi niezbednymi sg aa i ge.

Tablica 2.35

g1 02 03 G4 as as a7 |d
1/1 0 0 0 1 0 1|0
211 0 1 1 1 1 0O
31121 1 0 1 1 1 00
411 1 1 0 1 1 1|0
5/0 1. 0 0 1 0 1|1
6/1 0 0 O 1 1 0 |1
711 0 1 0 0O O 0|1
81 0 1 0 1 1 0|1
9112 1 1 0 1 0 1 |1




PRZYKLAD 2.21 c.d.

Odpowiednie obliczenia prowadzgce do uzyskania podziatu ilorazowego sg nastepujgce:
P, = {1,4,5,6,7,8,9; 2,3}

P, ={1,5,7,9;2,3,4,6,8}

P, Py ={1579;4,638;23}

P, ={1,23,4;5,6,7,8}

P, Ps|Pp = {(1),(5,6,7,9); (4), (6,8); (2,3)}

Na tej podstawie tworzymy tablice pordwnan (tabl. 2.36), ktérej ostateczna postac¢ nie zawiera

nadmiarowego wiersza oznaczonego 4,6.

Tablica 2.36
p, g | Zmienne
rozrozniajgce
1,5 |{a,a2}
1,7 | {as,as,a7}
1,9 | {a2,03}
4,6 | {ar,03,07}
4,8 | {az,a7}

Zbiory atrybutéw w poszczegdlnych wierszach tablicy porownan reprezentujg czynniki wyrazenia

boolowskiego typu iloczyn sum, ktére nastepnie jest przeksztatcane do postaci typu suma iloczynéw. Po

uwzglednieniu atrybutéw niezbednych z wyrazenia typu suma iloczynédw uzyskujemy wszystkie redukty
funkcji z tabl. 2.35:

{02,03,04,06}
{a2,a4,a5,06}
{02,04,a6,07}
{a1,03,04,06,07}

Nietrudno zauwazyé, ze redukcja atrybutow jest takim samym zadaniem z jakim mieliSmy do

czynienia w zagadnieniach redukcji argumentéw. Mozna zatem skorzystac z doswiadczen i metod syntezy

logicznej wypracowanych w technice cyfrowej. Godnym polecenia wydaje sie algorytm uzupetniania

funkcji boolowskich zastosowany do obliczania transformacji CNF na DNF. Jest to istotne o tyle, ze

transformacja ta jest wykorzystywana w modelowym systemie eksploracji danych jakim jest RSES [5.25].

Réwnowaznos¢ tych dwodch proceséw najtatwiej wyjasnié na przyktadzie tablicy funkcji boolowskiej

(tabl. 2.35) omawianej w rozdz. 2.6. Interpretujac czynniki wyrazenia CNF tej funkcji

(a; + ay)(as + as + a;)(a, + az)(a, + a;)

jako kostki funkcji boolowskiej, nietrudno zauwazy¢, ze uzupetnienie tej funkcji reprezentowane jest

kostkami: a2a3; g2as; a2a7; a103a7.

Taki sam wynik uzyskuje sie dokonujac transformacji CNF na DNF (por. rozdz.2.6).



Z dokonanego przegladu systeméw klasyfikacji
danych wynika, ze stosowane w nich algorytmy redukcji
atrybutéow s3 mato skuteczne. Potwierdzeniem tego
przypuszczenia s3 eksperymenty przeprowadzone ze
znanym i powszechnie stosowanym do tych obliczen
systemem RSES [2.28]. Wykazano, ze system ten nie radzi
sobie z tablicami danych o duzej liczbie nieokreslonosci.
Wymownym przyktadem jest czesto cytowana logistyczna

baza danych trains (tabl. 2.37).

Dla bazy trains program opracowany z zastosowa-

niem metody uzupetnienia funkcji boolowskiej generuje

689 reduktéw, natomiast RSES zaledwie 333 (z pominieciem opcji Don’t

discern with missing values). Natomiast uruchomienie RSES dla opcji Don’t
discern with missing values konczy sie (po kilku godzinach obliczen)
komunikatem Not enough memory. Istotnym jest, ze pominiecie opcji
Don’t discern with missing values skutkuje uwzglednianiem brakujacych
wartosci podczas tworzenia macierzy poréwnan. Inaczej méwiac, w czasie
wyznaczania zbioru atrybutéw na ktérych réznig sie dwa wybrane obiekty,
odrdzniane s3 te o wartosci NULL. W rezultacie takiego postepowania

otrzymujemy wynik, ktéry jest rézny od zbioru wszystkich minimalnych

zbioréw atrybutow.

Innym przyktadem potwierdzajgcym bezwzgledng przewage
metody uzupetnienia funkcji boolowskiej w metodzie redukcji atrybutéw
jest funkcja KAZ (tabl. 2.38). Jest to funkcja 21 argumentéw binarnych,
czesto stosowana w testowaniu zaawansowanych narzedzi syntezy
logicznej. Otdz program RSES oblicza wszystkie 5574 redukty tej funkcji w
ciggu 39 minut, natomiast opracowana i zaimplementowana procedura z

zastosowaniem algorytmu uzupetnienia tworzy zbior wszystkich 5574

reduktow w czasie 2.5 s.

Tablica 2.37
.type fr
.1 32
.o 1
.p 10
23016320081311611006100100010010
12009130071200020-==-- 0101000000
11006100041311013-———- 0000101000
21007130011300212006121100100000
12001131101200010----- 0101000000
010103000613-=====———- 0000001000
1100110009130150-=-==—-- 0000001000
011101200910--===————- 0001000000
21007100151200612007101001000000
000091201622-====————- 1000000000
.end

Tablica 2.38

type fr

Q21

.0l

.p31

100110010110011111101 1
1110111110111101111001
001010101000111100000 1
001001101100110110001 1
100110010011011001101 1
100101100100110110011 1
0011001001110100110111
001101100011011011001 1
110110010011001001101 1
100110110011010010011 1
110011011011010001100 1
010001010000001100111 0
1001101010111111101000
1110011110111100110000
1011010111000101111000
110110000001010100000 0
110110110111100010111 0
110000100011110010001 0
0010010001011111011010
1001000111111001101100
1000110001100110111100
110101000110101100001 0
1101100011011011001110
010000111001000000001 0
001001100101111110000 0
100100111111001110010 0
000010001110001101101 0
101000010100001110000 0
1010001101010100111110
101010000001100011001 0
0111001111101111011110
.end
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1.9 Indukcja regut decyzyjnych

Celem indukcji regut decyzyjnych jest wygenerowanie z danych zbioru regut, ktére bedg uzyte do
klasyfikowania nowych obiektéw. Nalezy podkresli¢, ze zardwno rozwdj algorytmow indukcji regut, jak i
sposob ich oceny ukierunkowany jest przede wszystkim na perspektywe klasyfikowania nowych obiektow.
Poniewaz zbidr regut traktowany jest wtedy jako klasyfikator, poprawnos¢ klasyfikowania jak najwiekszej
liczby obiektow jest gtdbwng miarg oceny.

Ze wzgledu na znaczenie algorytmow redukcji regut w klasyfikacji danych rozwaza sie rdine
strategie obliczeniowe. W strategiach tych wyrdznikiem jest stopie uogdlniania regut, co wptywa na

precyzje klasyfikacji obiektéw spoza zbioru treningowego.

1.9.1 Strategia dwustopniowej selekcji regut

Naturalng strategia indukcji regut jest strategia dwustopniowej selekcji regut. W strategii tej dla
kazdego obiektu uj klasy K tworzy sie zbiér wszystkich minimalnych regut pozytywnych (ozn. R(u;)). Suma
zbioréw R(u; ) dla wszystkich obiektow klasy K tworzy rodzine minimalnych regut tej klasy. Rodzina ta jest
nastepnie poddawana procesowi selekcji, ktérego celem jest wyznaczenie minimalnej rodziny minimalnych
regut. Zaréwno w procesie uogodlniania pojedynczego obiektu, jak tez w procesie selekcji korzysta sie z
pojecia pokrycia kolumnowego binarnej macierzy M, omawianym juz w rozdz. 1.2.

Obliczanie pokrycia kolumnowego jest standardowym zadaniem polegajgcym na transformac;ji
wyrazenia boolowskiego typu CNF (Conjunctive Normal Form) na wyrazenie DNF (Disjunctive Normal Form).
W wyrazeniu CNF czynniki koniunkcji sg dysjunkcjami zmiennych boolowskich etykietujgcych te kolumny M
dla ktérych w danym wierszu m;; = 1. Liczba czynnikow jest rowna liczbie wierszy macierzy M. Istotnym
problemem jest transformacja CNF na DNF, gdyz sktadniki wyrazenia DNF sg koniunkcjami zmiennych
reprezentujacych kolumny macierzy M.

Zastosowanie pokrycia kolumnowego do uogdlnienia reguty decyzyjnej obiektu u; dotyczy tzw.
macierzy rozréznialnosci.

Macierz rozrdéznialnosci tworzymy przez poréwnanie obiektu u;z kazdym obiektem u; nalezagcym do
innej klasy decyzyjnej. Poréwnanie polega na utworzeniu binarnego wektora w, w ktérym na pozycja k jest
wartosc zero, jesli wartosé atrybut Ax(ui) obiektu u;jest taka sama jak wartos¢ atrybutu Ax(u;) obiektu u; lub
co najmniej jedna z tych wartosci jest nieokres$lona. W przeciwnym przypadku wartos¢ sktadowej k
wektora w jest réwna jeden. Zbiér wektoréw w tworzy macierz rozrdznialnosci.

Z definicji macierzy rozrdznialnosci wynika, ze aby uogdlniona reguta obiektu u; nie pokrywata
zdanego obiektu innej klasy decyzyjnej, to w odpowiedniej R(u;) nalezy zostawié atrybuty, ktére odrdzniajg
R(ui) od kazdego obiektu innej klasy decyzyjne;.

Istote zjawiska mozemy zaobserwowaé na hipotetycznym przyktadzie reprezentujagcym wyniki

sondazu przed wyborami prezydenckimi w pewnej republice.



PRZYKLAD 2.22
Sondaz przed wyborami prezydenckimi w pewnej republice przeprowadzono wg regut decyzyjnych

uzyskanych z danych (tabl. 2.39) reprezentujgcych odpowiedzi na pytania (tak, nie) uzyskane od 9
respondentow. W tablicy tej odpowiedziom tak przyporzagdkowano warto$¢ 1, odp. nie — 0, przy
jednoczesnym wyrdznieniu zwolennikdw ocenianego kandydata na prezydenta atrybutem TAK, a przeciw-
nikdw, atrybutem NIE. Celem jest obliczenie uogdlnionych regut decyzyjnych okreslajgcych zwolennikow

tego kandydata dla respondentow o dowolnych odpowiedziach na pytania sondazowe.

Tablica 2.39
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Na przyktad dla obiektu wui systemu decyzyjnego z tablicy 2.39 odpowiednia macierz

o
o

rozrdznialnosci bedzie:

1234567
0000011

0011000],
0101000
0110001

czyli dla zapewnienia ,,petnego rozrdéznienia” w regule R(ui1) nalezy zostawi¢ atrybuty: aslub a7i aslub aa

i azlub asiazlub azlub as. Zapisujgc te warunki w postaci wyrazenia CNF:

(a6 + a7) (a3 + aa) (a2 + aa) (a2 + a3 + a7)

dochodzimy do wniosku, ze w celu obliczenia wszystkich uogélnionych regut obiektu u; (o minimalnej
liczbie atrybutéw) nalezy dokonaé transformacji wyrazenia CNF do postaci DNF. Wtedy sktadniki DNF

reprezentujg minimalne zbiory atrybutéw R(uz). Wynik takiej transformacji jest nastepujacy:

4407 + 020406 + 30406 + A20307 + 420306

Oczywiscie najlepsza reguta bedzie dla asa7, czyli R(u2) = (a4,0) & (a7,0) i jak tatwo sprawdzi¢

zaden obiekt klasy d = 0 nie spetnia tej reguty.



Podstawowe znaczenie w metodzie ma procedura obliczajgca pokrycie kolumnowe macierzy M. Ze
wzgledu na ztozono$¢ obliczeniowa, zadanie generowania reguf nie jest zwykle mozliwe do rozwigzania w
czasie wielomianowym. W szczegdlnosci zbior pokryé macierzy M moze zawiera¢ zbyt wiele elementow,
aby program modgt znalezé rozwigzanie wrozsadnym czasie. W zwigzku z tym zaproponowano
zastosowanie algorytmu uzupetnienia funkcji boolowskiej.

Mozliwos$¢ zastosowania uzupetnienia funkcji boolowskiej do

Tablica 2.40
obliczenia wszystkich minimalnych pokry¢ kolumnowych macierzy XL X2 X3 Xa Xs Xo X1| f
binarnej M omdwiona byta w rozdz. 2.6.2. Na tej podstawie 1 - - - - -=-11]1
stwierdzamy: zamiast stosowac transformacje CNF na DNF wystar- g : I i 1 : : : 1
czy obliczyé uzupetnienie funkcji boolowskiej reprezentowanej 4 -11---1]1
macierzg M. Metoda jest dokfadnie przedstawiona w rozdz. 2.6.2, 2 : 8 5 ? : 8 : 8
dlatego ograniczymy jej omodwienie jedynie do obliczenia 7 - -00-0 -]0
uzupetnienia macierzy M. Funkcja boolowska macierzy M oraz jej g : ? ? 5 : : 8 8

uzupetnienie podane sg w tablicy 2.40.

Procedura uzupetniania — jak wykazano w [2.17],[2.18] — jest bardzo szybka, zatem jej zastosowanie
do indukgcji regut jest wskazane. Dysponujac szybkim algorytmem indukcji regut dla pojedynczych obiektow
mozemy pokusi¢ sie o indukcje dla wszystkich regut danej klasy decyzyjnej i wybraé¢ z nich reguty
najogodlniejsze, przeznaczone do nastepnego etapu selekcji. Przy takiej organizacji trzeba bedzie jednak

wprowadzi¢ heurystyczne algorytmy selekcji.

PRZYKLAD 2.22. c.d.
Dla binarnego systemu decyzyjnego podanego w tabl. 2.39 obliczamy minimalne reguty decyzyjne

dla obiektéw ui do us. Oznaczajgc przez R; reguty generowane przez obiekt uj uzyskujemy kolejno:

ri= (04,0) & (07,0) r= (01,0) r3= (05,0)
ra=(as,1) & (a7,0) rs =(a2,1) & (as,0) oraz (as,1) & (as,0)

Usuwajgc reguty powtarzajgce sie ostateczng liste regut minimalnych zapisujemy jak nastepuje:
R1=(a1,0) R2=(as,0) & (a7,0) R3=(as,0)

Rs =(a2,1) & (as,0) Rs =(a3,1) & (as,0)

Na tej podstawie dla kazdej obliczonej wyzej reguty R; wyznaczamy wszystkie obiekty decyzji d = 1

pokrywane przez R;.



PRZYKLAD 2.22 c.d.
Przyktadowo:

Tabele pokry¢ pokazano w tabl. 2.41.

Tablica 2.41

Ri R2 Rz Ra Rs
u1 |1 0 0O 1 O
u, |0 1 0 0 O
u3 (/O 1 1 0 1
us |lO 1 0 0 O
us [0 0 0 1 1

Tablica pokryé umozliwia wybér (selekcje) takiego minimalnego zbioru regut, ktéry pokrywa
wszystkie obiekty ustalonej klasy decyzyjnej. Minimalny zbidr regut klasy decyzyjnej d = 1 mozna wyznaczy¢
obliczajgc minimalne pokrycie kolumnowe tablicy pokryé. W tym celu zapisujemy wiersze tablicy w postaci
zbiorow kolumn wskazywanych przez pozycje jedynek w danym wierszu. Metoda selekcji pokryé
zastosowana w proponowanym algorytmie indukcji oblicza wszystkie minimalne pokrycia kolumnowe

metodg uzupetnienia funkcji boolowskiej, ktérej specyfikacja (réwniez jej uzupetnienia) jest podana w

tabl. 2.42
Tablica 2.42
Z zapisu uzupetnienia wynika, ze wszystkie minimalne pokrycia

X1 X2 X3 X4 Xs f
kolumnowe s3: Rz, Rs oraz R1, Rz, Rs. Oczywiscie taki sam wyniki uzyskamy 1|1 - -1 -|1
dokonujac transformacji wyrazenia typu CNF na DNF: 2|- 1 - - |1
31- 1 1 - 1(1
41- - -1 1|1
ra(ry+ ra) (r2+ r3+rs) (ra+ rs) = rara+rirars 2100 - - 0]0
9(- 0 - 0 —-|0

Z powyzszych rozwazan wynika, ze zadanie uogdlnienia regut decyzyjnych ustalonej klasy Di jest
analogiczne do zadania minimalizacji funkcji boolowskiej f= (F, R), w ktdérej wektory zbioru F odpowiadajg
obiektom klasy Dk, a zbiér R jest macierzg rozrdézniajgcg. Ztozonos¢ obliczeniowa tego problemu mozna
oszacowac ztozonoscig obliczeniowg zadania minimalizacji funkcji boolowskiej. Obliczeniem decydujacym o

eksplozji kombinatorycznej tego problemu jest zatem obliczenie wszystkich pokry¢ kolumnowych Tablicy



Pokry¢. O ztozonosci tego problemu decyduje szybko rosngca (ze wzrostem liczby atrybutéw) licznosé
rodziny minimalnych regut klasy Dx.

Otoz w przypadku systemu decyzyjnego z tablicy 2.39 liczba wszystkich minimalnych regut jest 5:
tym samym odpowiednia tablica pokry¢ (tabl. 2.41) ma 5 kolumn. W rezultacie obliczenie minimalnych
pokry¢ kolumnowych tej tablicy mozna wykonac ,recznie” — jest widoczne ,gotym okiem”. Zjawisko
wystepujgcej w tym problemie eksplozji kombinatorycznej dobrze wyjasnia przyktad tablicy decyzyjnej
podanej w tablicy 2.43. W tym przypadku liczba wszystkich minimalnych regut jest 68. Zatem odpowiednia

tablica pokry¢ ma az 68 kolumn, co znacznie utrudnia obliczenie uzupetnienia.

Tablica 2.43
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Z powyzszych rozwazan wynika, ze obliczenie uogdlnionych regut decyzyjnych dla rzeczywistych baz
danych muszg by¢é — przynajmniej dla tablicy pokrycia — realizowane algorytmami heurystycznymi.
Natomiast rewelacyjna procedura uzupetniania (Complement) mozie by¢ zastosowana wytgcznie do
obliczania minimalnych pokry¢ kolumnowych macierzy rozrdznialnosci.

Nalezy pamieta¢, ze algorytm uzupetnienia funkcji boolowskiej (complement) jest algorytmem
systematycznym. Uzyskuje najlepsze wyniki pokrycia, a co wazne dla generacji regut, tworzy wszystkie
rozwigzania problemu. Zalet tego algorytmu niestety nie da sie zawsze wykorzystaé, szczegdlnie dla
bardziej ztozonych problemdéw. Algorytm uzupetniania jest szczegdlnie wrazliwy na ilos¢ kolumn w tablicy

rozrdznialnosci. Praktyka pokazuje, ze tablice rozrdznialnos$ci podczas uogdlniania regut zawierajg zazwyczaj



wiecej obiektow (wierszy), niz kolumn (atrybutéw), dlatego dla matych i srednich baz w rozumieniu ilosci
atrybutéw (od 1 do 30 atrybutéw) z powodzeniem uzywamy uzupetnienia. Niestety odwrotng strukture
posiadajg tablice rozrdéznialnosci regut. llos¢ kolumn jest zawsze niemniejsza niz ilos¢ wierszy. Wynika to z
faktu, ze z kazdego obiektu (wiersza) indukowana jest minimalnie jedna regufta.

Ograniczenia w stosowaniu algorytmu uzupetniania funkcji boolowskich spowodowaty potrzebe
uzycia szybkich, heurystycznych algorytmdw minimalizacji tablic boolowskich. Mozliwe do zastosowania sg
dwa algorytmy iteracyjne: MaxCol i MinRow, omawiane poprzednio w rozdz. 2.4.2.

Algorytmy Complement, MaxCol, MinRow stanowig strategie indukcji regut decyzyjnych, ktorg

nazywac bedziemy strategia dwustopniowej selekgcji.

Regutowy system decyzyjny

Procedura dwustopniowej selekcji regut sktada sie z nastepujgcych etapow.

1. Wyznaczenie macierzy rozrdznialnosci dla obiektu u; ustalonej klasy decyzyjnej

2. Obliczenie wszystkich uogdlnionych regut obiektu u;
Macierz rozrdznialnosci jest wykorzystywana do obliczenia wszystkich uogdlnionych regut obiektu
ui. Obliczenie zbiory wszystkich minimalnych regut sprowadzi¢ mozna do problemu obliczenia
pokry¢ kolumnowych macierzy rozréznialnosci.
Zatézmy, ze kolumny macierzy rozréznialnosci sg indeksowane kolejnymi atrybutami warunkowymi
tablicy decyzyjnej. Wtedy kazde minimalne pokrycie kolumnowe tej macierzy jest zbiorem
atrybutow warunkowych uogdlnionej i minimalnej reguty decyzyjnej obiektu u;. W celu utworzenia
tej reguty atrybutom zbioru reprezentujgcego pokrycie kolumnowe przyporzagdkowuje sie
odpowiednie wartosci obiektu u;, czyli jesli minimalny zbidr atrybutow jest {a; a,...,ax} oraz obiekt u;

ma wartosci atrybutow odpowiednio {w; wj,...,w} to ugdlniong reguty jest:

(ai-wi) & (aj-w;) & (ak=-wk) =dk

3. Obliczenie rodziny minimalnych ugdlnionych regut klasy decyzyjnej Di

Powtarzajgc obliczenia z punkdéw 1 i 2 dla kazdego obiektu u; ustalonej klasy decyzyjnej Dk uzyskuje

sie rodzine minimalnych uogdlnionych regut klasy Dx:

R(D) = (r1,..., rmax)

Reguty wchodzgce w skfad tej rodziny stanowig zbidr najlepszych regut reprezentujacych wszystkie

obiekty klasy Dx.
4. Wyznaczenie tablicy pokry¢ klasy Dx



Chcac uzyska¢ minimalny zbidr regut (niekoniecznie o najmniejszej licznosci) reprezentujgcych klase
Di nalezy utworzy¢ tablice pokry¢ (TP). Tablicg pokry¢ jest binarna tablica o liczbie kolumn n (n jest
licznoscig rodziny R(Dx)) i liczbie wierszy rownej k ( k — liczba obiektéw klasy klasy D). Element TP(ij)
tej tablicy przyjmuje wartos¢ 1, gdy reguta r; pokrywa obiekt uj, w przeciwnym przypadku 0.

5. Obliczenie minimalnego zbioru uogdlnionych regut klasy Dx.
Minimalny zbiér uogdlnionych regut reprezentujgcych (pokrywajgcych) klase Dx mozna wyznaczyé

obliczajac minimalne pokrycie kolumnowe TP.

Ze wzgledu na ztozono$¢ obliczeniowa, zadanie generowania regut nie jest zwykle mozliwe do
rozwigzania w czasie wielomianowym. W szczegdlnosci zbidr pokry¢ macierzy M, moze zawierac zbyt wiele

elementdw, aby program magt znalezé rozwigzanie w rozsadnym czasie.

1.9.2 Sekwencyjne pokrywanie
Najprostszym algorytmem heurystycznym indukcji regut jest sekwencyjne pokrywanie (sequential
covering). W algorytmie tym tworzona jest reguta pokrywajgca czes¢ obiektéw bazowego zbioru
treningowego danej klasy decyzyjnej, a obiekty spetniajgce te regute sg usuwane. Proces jest powtarzany
dla pozostatych obiektow, az do pokrycia wszystkich obiektéw tej klasy. Taka samg procedure stosuje sie

dla wszystkich pozostatych klas decyzyjnych.

Tablica 2.44
Dla systemu decyzyjnego 4 podanego w tabl. 2.44, w ktérym a, b, ¢, d sg
Ala b ¢ dje
atrybutami warunkowymi, natomiast e jest atrybutem decyzyjnym, obliczymy 111 0 o0 111
reguty decyzyjne dla klasy e = 1. 211 0 0 ol1
Najpierw obliczymy macierz M1 generowang obiektem u: (pierwszy 3/0 0 0 010
wiersz tablicy). Poréwnujac u1 z kazdym obiektem z klasy nie nalezagcym doklasy |4 |1 1 0 110
decyzyjnej e = 1, otrzymujemy nastepujgcg macierz porownan Ms: 51110 22
62 2 0 2|2
712 2 2 2|2
abcd
[1 00 1]
0100
M;=10101

ll 10 1J

1111

tatwo wykazaé, ze minimalne pokrycia kolumnowe dla M, to: {a, b} oraz {b, d}, tzn.
(a+ d)b)(b+ d)(a+ b+ d)(a+ b+ c+ d)=ab+ bd

Pokrycia te mozina obliczy¢ wykorzystujgc rowniez algorytm uzupetnienia funkcji boolowskiej

przedstawiony w podrozdziale 2.5. Wyznaczone w ten sposdb minimalne reguty wynoszg odpowiednio:



(a,1) & (b,0) = (e,1)
(b,0) & (d,1) = (e,1)

Podobnie dla obiektu u; mamy:

abcd
10001

0101

M, =10101
1101
1111

czyli minimalne reguty to:

(a,1) & (b,0) = (e,1)
(a,1) & (d,0) = (e,1)

tatwo zauwazy¢, ze regufa (a,1) & (b,0) — (e,1), podobnie jak w metodzie ekspansji funkcji
boolowskiej, pokrywa wszystkie reguty pierwotne systemu decyzyjnego A iklasy e = 1.
Postepujac analogicznie dla pozostatych klas decyzyjnych, tzn. e = 0 oraz dla e = 2, otrzymujemy

nastepujace reguty uogolnione (jedno z mozliwych rozwigzan):

(a,1) & (b,0) = (e,1)
(a,0) = (e,0)
(b,1) & (d,1) — (e,0)
(d,2) > (e,2)

lub w innym zapisie: Tablica 2.45
a b ¢ dle
(a,1) & (b,0) — (e,1) 10 - -1
(a,0) v (b,1) & (d,1) > (e,0) 0 - - -0
(d,2) - (,2) B
2) —> e,
- - - 22

Tablicowy zapis powyzszych regut podano w tablicy 2.45. Mozna réwniez zauwazyé, ze w wyniku

indukcji regut ulegt redukcji argument ¢, co oznacza, ze jest on atrybutem zbednym.



1.10 Zadania

ZADANIE 2.1
Zminimalizowa¢ metodg tablic Karnaugha funkcje boolowskie reprezentujace wyjscia ¢, e, f

dekodera wskaznika siedmiosegmentowego z tablicy 2.2.

ZADANIE 2.2
Dla funkcji F opisanej podziatami P1 do Ps oraz Pr zmienne niezbedne sg xs oraz xs. Nalezy

wyznaczy¢ wszystkie realizacje minimalno argumentowe tej funkcji.

P, =(1,6,11,12;2,3,4,5,7,8,9,10)

P, =(1,11,12;2,3,4,5,6,7,8,9,10)

Py =(2,5,7,10;1,3,4,6,7,89,11,12)

P, =(24,7,89,10;1,3,5,6,11,12)

Ps =(2,3,5,6,7,10,12; 1,4,8,9,11)

Ps=(1,3,5,7,8,10,11,12;2,4,6,9)

P, = (1,2,4,6,7,9,11,12;3,5,8,10)

Pg =(1,4,6,810;2,3,57,9,11,12)
Pr =(1,2,3,6,89,11,12;4,7,10)

ZADANIE 2.3
Dla podanej tablicy decyzyjnej (tabl. 2.46) obliczy¢ wszystkie minimalne zbiory atrybutow. Przyjgé, ze
atrybutem ,niezbednym” jest f

Tablica 2.46
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ZADANIE 2.4
Dla danych zapisanych w tabl. 2.47 obliczy¢ zbiér minimalnych regut decyzyjnych dla decyzji e.

Tablica 2.47
U a b c d e
1122220
212(2|0(2]|0
3/1(1|0(2]|0
4|1(1/0|1/1
5/0/0/0(0]|1
611|112
7/0(1/0|0]2
8(0(1/0|1]2

1.11 Bibliografia

[2.1]

[2.2]
[2.3]

[2.4]

[2.5]

[2.6]

[2.7]

[2.8]
[2.9]

[2.10]

[2.11]

Brayton R.K., Hachtel G.D., McMullen C.T., Sangiovanni-Vincentelli A.: Logic Minimization
Algorithms for VLS| Synthesis, Kluwer Academic Publishers, 1984.

De Micheli G.: Synteza i optymalizacja uktaddéw cyfrowych. WNT, Warszawa 1998.

Kamionka-Mikuta H., Matysiak H., Pochopien B.: Praktyczna teoria uktadow cyfrowych,
Wydawnictwo Politechniki Slaskiej, Gliwice 2011.

Kamionka-Mikuta H., Matysiak H., Pochopiern B.: Synteza i analiza ukfadow cyfrowych.
Wydawnictwo Pracowni Komputerowej Jacka Skalmierskiego, 2011.

Lala P. K.: Practical Digital Logic Desing and Testing. Prentice-Hall, 1996.

tuba T., Rybnik J.: Rough Sets and Some Aspects in Logic synthesis. In: Stowinski R. (ed.): Intelligent
Decision Support — Handbook of Application and Advances of the Rough Sets Theory, Kluwer
Academic Publishers, 1992.

tuba T., Ojrzenska-Wojter D.: Uktady logiczne w zadaniach. Oficyna Wydawnicza Politechniki
Warszawskiej, 2011.

tuba T., Borowik G.: Synteza logiczna. Oficyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, 2015.

tuba T.(red.), Rawski M., Tomaszewicz P., Zbierzchowski B.: Programowalne uktady przetwarzania
sygnatow i informacji, WKt, Warszawa 2008.

Pawlak Z.: Rough Sets: Theoretical Aspects of Reasoning about Data. Kluwer Academic Publishers,
1991.

Pochopien B.: Podstawy techniki cyfrowej. Wydawnictwo Wyiszej Szkoty Biznesu w Dabrowie

Goérniczej, 2011.



[2.12]

[2.13]

[2.14]

[2.15]

[2.16]

[2.17]

[2.18]

[2.19]

[2.20]

[2.21]

[2.22]
[2.23]

[2.24]

[2.25]

[2.26]
[2.27]
[2.28]
[2.29]

Stanczyk U., Cyran K., Pochopien B.: Theory of logic Circuits. Vol. 1. — Fundamental issues. Publishers
of the Silesian University of Technology, Gliwice 2007.

Stanczyk U., Cyran K., Pochopien B.: Theory of logic circuits — Vol. 2 — Fundamental issues. Publishers
of the Silesian University of Technology, Gliwice 2007.

Sasao T.: Index Generation Functions, Logic Synthesis for Pattern Matching, EPFL Workshop on Logic
Synthesis & Verification, Dec. 2015.

Zielinski C.: Podstawy projektowania uktaddw cyfrowych. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
2003.

Borowik G., tuba T., Fast Algorithm of Attribute Reduction Based on the Complementation of
Boolean Function, in Advanced Methods and Applications in Computational Intelligence, s. Topics in
Intelligent Engineering and Informatics, Eds. R. Klempous, J. Nikodem, W. Jacak, Z. Chaczko, Ch. 2,
pp. 25-41, Springer International Publishing, 2014, DOI: 10.1007/978-3-319-01436-4 2.

Brayton R.K., Hachtel G.D., McMullen C.T., Sangiovanni-Vincentelli A.: Logic Minimization
Algorithms for VLSI Synthesis, Kluwer Academic Publishers, 1984.

Grzymala-Busse J.W., Hu M.: A Comparison of Several Approaches to Missing Attribute Values in
Data Mining. In: Ziarko W., Yao Y. (eds.): Rough Sets and Current Trends in Computing 2000, LNAI
2005, pp. 378-385, Springer-Verlag, Berlin, 2001.

Komorowski J., Pawlak Z., Polkowski L., Skowron A.: Rough sets: A tutorial (1999).

Kryszkiewicz M., Lasek P.: FUN: Fast Discovery of Minimal Sets of Attributes Functionally
Determining a Decision Attribute. In: Peters J.F. et al. (eds.): Transactions on Rough Sets IX, LNCS
5390, pp. 76-95, Springer-Verlag, Berlin, 2008.

tuba T. (et al.): Rola i znaczenie syntezy logicznej w eksploracji danych dla potrzeb telekomunikacji i
medycyny. Przeglad Telekomunikacyjny i Wiadomosci Telekomunikacyjne, Nr. 5, 2014.

tuba T., Borowik G.: Synteza logiczna, Oficyna Wydawnicza PW, Warszawa 2015.

Pawlak Z.: Rough Sets: Theoretical Aspects of Reasoning about Data. Kluwer Academic Publishers,
1991.

Skowron A., Rauszer C.: The Discernibility Matrices and Functions in Information Systems.
In: Stowinski R. (ed.): Intelligent Decision Support — Handbook of Application and Advances of the
Rough Sets Theory, Kluwer Academic Publishers, 1992.

Stefanowski J.: Algorytmy indukcji requt decyzyjnych w odkrywaniu wiedzy. Rozprawa habilitacyjna,
wersja z 8 lutego 2001, Wydawnictwo Politechniki Poznanskiej, Seria Rozprawy nr 361, 2001.

26 ROSE2 — Rough Sets Data Explorer, http://idss.cs.put.poznan.pl/site/rose.html

ROSETTA — A Rough Set Toolkit for Analysis of Data, http://www.lcb.uu.se/tools/rosetta/

RSES — Rough Set Exploration System, http://logic.mimuw.edu.pl/~rses/

UC Irvine Machine Learning Repository, http://archive.ics.uci.edu/ml/



	Spis treści
	1 Minimalizacja funkcji boolowskich
	1.1 Funkcje boolowskie
	1.2 Formy kanoniczne funkcji boolowskich
	1.3 Specyfikacje i realizacje funkcji boolowskich
	1.4 Metody minimalizacji funkcji boolowskich
	1.4.1 Metoda Karnaugha
	1.4.1 Metoda Karnaugha
	1.4.2 Metoda systematyczna
	1.4.3 Minimalizacja metodą sekwencyjnego pokrywania

	1.5 Uzupełnienie (Complement)
	1.6 Redukcja argumentów
	1.6.1 Metoda klasyczna
	1.6.2 Redukcja argumentów metodą uzupełniania

	1.7 Analiza i eksploracja danych
	1.7.1 Wprowadzenie
	1.7.2 Systemy informacyjne oraz systemy decyzyjne
	1.7.3 Relacja zgodności i relacja nierozróżnialności

	1.8 Redukcja atrybutów
	1.8.1 Wprowadzenie
	1.8.2 Algorytm redukcji atrybutów

	1.9 Indukcja reguł decyzyjnych
	1.9.1 Strategia dwustopniowej selekcji reguł
	1.9.2 Sekwencyjne pokrywanie

	1.10 Zadania
	1.10 Zadania
	1.11 Bibliografia


