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Rewolucyjny rozwdj technologii mikroelektronicznych spowodowat, ze projektowanie systemoéw
cyfrowych moze by¢ realizowane wytgcznie za pomocg komputerowych narzedzi projektowania
przystosowanych do przetwarzania duzych ilosci réznorodnych danych. Celem materiatéw
dydaktycznych jest oméwienie zaawansowanych metod syntezy logicznej niezbednych zaréwno
w projektowaniu systeméw cyfrowych jak tez w analizie i eksploracji danych. Dlatego gtéwnymi
zagadnieniami omawianymi w materiatach s3 metody minimalizacji i dekompozycji funkgcji
boolowskich, jak tez redukcja atrybutow i indukcja regut decyzyjnych. Takie ujecie tych zagadnien
jest zgodne z pilng potrzebg waznych zastosowan takich jak: dystrybucja adreséw IP, skanowanie
wirusow,  wykrywanie niepozadanych danych, itp. Nie mniejsze potrzeby stosowania
zaawansowanych metod syntezy logicznej dotyczg analizy i eksploracji danych. Inaczej méwigc
celem tego podrecznika jest przygotowanie przysztych inzynieréw do umiejetnego wykorzystania
ogromnego potencjatu syntezy logicznej o czym $wiadczg wyniki prezentowanych metod i

algorytmow.
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1 Dekompozycja funkcji boolowskich

1.1 Metoda klasyczna

Niech bedzie dana funkcja boolowska f: {0, 1} — {0, 1} oraz pewien podziat zmiennych X = {x1,..., Xx»} na dwa
roztgczne zbiory B (bound set) i A (free set). Tablicg dekompozycji funkcji f (decomposition chart) nazywamy
macierz dwuwymiarowg o kolumnach etykietowanych wartosciami zmiennych funkcji f ze zbioru B oraz
o wierszach etykietowanych wartosciami zmiennych funkcji f ze zbioru A. Elementami macierzy M s3g
wartosci, jakie przyjmuje funkcja f na wektorach ztozonych z odpowiednich etykiet i-tego wiersza i j-tej
kolumny. Liczbe istotnie réznych kolumn tej macierzy ze wzgledu na ich zawartos¢ oznaczamy symbolem

Vv(A|B) (column multiplicity).

TWIERDZENIE 3.1 [3.5].
Niech bedzie dana funkcja boolowska f oraz podziat zbioru zmiennych wejsciowych funkcji f na dwa

roztaczne zbiory A i B, wéwczas:

f(A,B) = h(A,g1(B),..., gi(B)) < V(A|B)< 2

Schemat takiej dekompozycji jest przedstawiony na rys. 3.1.

Rys. 1.1. Schemat blokowy dekompozycji funkcjonalnej

Twierdzenie powyzsze mozna uogolni¢ na przypadek zespotdw funkcji. Niech bedzie dana rodzina funkcji

boolowskich F, wéwczas:

F(A,B) = H(A,G(B)) dla G(B) = (gi(B),..., g/(B)) < V(A|B)<2

Dla funkcji z tablicy 3.1 kolumny sg adresowane trzema zmiennymi {x1, x2, x3} wzgledem ktérych funkcja

f jest symetryczna. Wiersze natomiast sg adresowane zmiennymi {xa, xs}.



Tablica 1.1

» X5 000 001 010 100 110 101 011 111
4R5
00 1/1]1|1]0|0o]O0]oO
01 o|1f(1]1(0]0|O0]O0
10 0ojojojJojojo|oO0]oO
11 ojojofo|1]1]1]o0

Grupy kolumn o adresach {(001), (010), (100)} i {(110), (101), (011)} s3 odpowiednio réwne. Zatem
istnieje dekompozycja, w ktdorej zmienne {x1, x2, x3} sg przeadresowywane na {g1, g2} (tablica 3.2a).

Wodwczas funkcja f moze byé specyfikowana w tablicy, w ktérej adresami kolumn s3g {g1, g2}, a wierszy
odpowiednio wartosci zmiennych {xa, xs} (patrz tablica 3.2b). Tablice te sg jednoczesnie tablicami prawdy

funkcji reprezentujgcych sktadowe dekompozycji, tzn. bloki G i H.

Tablica 1.2

a) b)

X xala o 9192 09 01 10 11
X4Xs

0O 0 0O|O 0 00 1 1 0 0

0O 0 1|0 1 01 0 1 0 0

01 0|0 1 10 0 0 0 0

1 0 0| O 1 11 0 0 1 0

1 1 0] 1 0

1 0 1] 1 0

01 1|1 0

Niestety postepowanie takie w ogdlnym przypadku funkcji nie w petni okreslonych nie moze byc juz tak
bezposrednie. Przyktad takiej bardziej skomplikowanej sytuacji oméwimy dokonujgc dekompozycji funkcji

podanej w tabl. 3.4.

Tablica 1.3
cde

ab 000 001 010 011 100 101 110 1112
00 1 - 0 1 - 0 1 0
01 - - - - 1 1 - -
10 - 0 1 0 0 - 0 1
11 0 1 - - - - - -

Ko K1 K> K3 Ks Ks Ks K7

Otoz w tym przypadku, ze wzgledu na nieokreslonosci funkcji, nie mozna bezposrednio podjg¢ decyzji,
ktore kolumny w tablicy dekompozycji sg takie same. Wynika to z faktu, ze kreskom reprezentujgcym punkty
nieokreslonosci funkcji mozna przypisa¢ wartos¢ albo 0 albo 1, w rezultacie zaliczajgc odpowiednig kolumne

do — by¢ moze — innego zbioru kolumn identycznych. Dlatego w tym przypadku wygodnie bedzie wszystkie



kolumny, dla ktérych w poszczegdlnych wierszach tablicy dekompozycji nie wystepujg sprzeczne wartosci
(0i 1), nazywaé kolumnami zgodnymi. Zgodne sg na przyktad kolumny Ko i K3, gdyz w ich poszczegdlnych
wierszach, jako wartosci funkcji, wystepujg wytgcznie: 1 (w kolumnie Ko) i 1 (w kolumnie K3), oraz
odpowiednio, —i—; —i 0; wreszcie 0 i —. Natomiast kolumny Ko i K1 s3 niezgodne, gdyz w wierszu oznaczonym
11 majq wartosci funkcji odpowiednio 0 i 1. Nietrudno zauwazyg, ze tak definiowane pary kolumn zgodnych
tworzg relacje zgodnosci, ktdrej wtasnosci: zwrotnos¢, symetrycznos¢ i nieprzechodnio$¢ uprawniajg do
grupowania kolumn zgodnych w maksymalne klasy zgodnosci. Wypisujac wiec dla funkcji z tabl. 3.4 wszystkie
pary zgodne: {Ko, K3}, {Ko, Ka}, {Ko, Ke}, {K1, K3}, {K1, Ka}, {K1, Ks}, {K1, Ke}, {K2, K5}, {K2, K7}, {K3, Ka}, {K3, Ke}, {Ka,
Ks}, {Ka, Ke}, {Ks, K7}, tatwo mozemy obliczyé — stosujgc algorytm omowiony w rozdz. 1 — maksymalne klasy

zgodnosci:

{Ko, K3, Ka, Ke},
{K1, K3, Ka, Ke},
{K1, Ka, Ks},
{K2, Ks, K7}.

Ze zrozumiatych wzgleddw niektdére kolumny wystepujg w wiecej niz jednej klasie zgodnosci. Musimy
wiec podjac decyzje o wyborze roztgcznych klas zgodnosci (nie muszg by¢ w tym przypadku maksymalne)
pokrywajgcych wszystkie kolumny tablicy dekompozycji, tzn. kazda kolumna musi by¢ reprezentowana w
jednej klasie zgodnosci. Jedno z mozliwych rozwigzan jest:{Ko, K3, Ka, Ke}, {K2, K5}, {K2, K7}.

Po potaczeniu kolumn nalezgcych do jednej klasy w jedng, uzyskuje sie tablice funkcji Gi H oraz wyrazenia

boolowskie tych funkcji:

g1 = cde + cde
g, = cdée + ce + de
h = C_lg_z +bg2 +ag1



Funkcjom G i H odpowiada schemat blokowy oraz logiczny przedstawiony odpowiednio na rys. 3.2a
oraz 3.2b.

a) b)
ab cde
a b c d e L
l l l cde cde cde c e d e
G
G
91 92
a gb ga g
H
H
h=f

Rys. 1.2. Schemat blokowy (a) i logiczny (b) funkcji GiH

Przedstawiona wyzej metoda, jakkolwiek tatwa do interpretacji graficznej, w obliczeniach
analitycznych bardziej skomplikowanych przyktadow staje sie zbyt pracochtonna.
Na przyktad dla funkcji TL27 (patrz tab. 2.28) odpowiednia tablica dekompozycji — uzyskana dla

reduktu Rio = {x3, X5, X6, X7, Xs, X9, X10} — jest przedstawiona w tab. 3.4.

Tablice te skonstruowano przy zatozeniu, ze zbiory zmiennych bezposrednich oraz posrednich s3
odpowiednio A = {x7, X, Xo}, B = {x3, X5, X6, X10}. Spostrzezenie, ze w tablicy tej — w celu obliczenia sktadowych G
i H dekompozycji — nalezy ,,sklei¢” kolumny oznaczone wektorami: 0000, 0011, 0100, 0101, 1000, 1001, 1010,
1011, 1111 oraz 0010, 0110, 0111, 1100, 1101, 1110, nie jest zadaniem fatwym. Spostrzezenie to prowadzi do

whiosku, ze funkcje TL27 mozna zrealizowad, jak na rys. 3.3.

Tablica 1.4

x|/0|0|0|O0O|O|O|O0O]2 |1 |1 |12 (|2 |1]1
X7 Xg Xg X3 X5 Xg X10 x|0|lO0OjO0O|2 (|21 |1|0|0|O0O|O0O|2 |21 1|1
x|/0|1(1(0|/0|2|2 0|02 (20|01 1
xo|{O0O|O0O2|02|0(|2 0|1 |0|1|0]|1 01

| H | X7X8X9
I 000 |- |- |-|1|-|Oo|=-|1]|-|=-]2]|-]|=-]-]-
Rys. 1.3 Rfealizacja 001 01-40j-j- -/t ---~-‘t-1-1-
funi(cji- T.L27 010 ] B M el el Ml el 2 el Ml el
011 -0 |=-|-11|=-|=-11|=|=|=10]|=1|=-1]-
100 |- |- |[-|-|=-|1|=-|-|-|-|-|-]21[|-]|-
101 -|=-1=-/=-/=-]/-|-/-1/-|-|/-/-10]0 |1
110 - |=-1=-=-1=-]|=-|-|/=-|/=-|-|-|/-]/-1-11
111 -|=-11(=-|/=-|=-|-|/-112|=-|=-|=-]|-]1-1|1

1.2 Dekompozycja funkcjonalna metoda rachunku podziatow

1.2.1 Dekompozycja funkcjonalna — model podstawowy



W tym punkcie zajmiemy sie analitycznym opisem dekompozycji funkcji boolowskich. Do tego celu
postuzymy sie omowionym w rozdz. 1 rachunkiem podziatéw. W szczegdlnosci wyprowadzimy warunki
dekompozycji dla funkcji boolowskich opisanych podziatami Pi, Ps,..., Pn, Pf okreslonymi na zbiorze K
ponumerowanych wektoréw tablicy prawdy funkcji f.

Na poczatek zajmiemy sie poszukiwaniem realizacji f = h (U, g(V, W)), gdzie:

U= {xil, ...,xir}, V= {xl‘r+1, ...,xit}, w = {le, ...,th} 1)

a ponadto
WeUUUVEX,UnV==ooraz P(x;,)- P(x;,)P(x;,) < P;.

Sens powyzszych ustalen wynika z faktu, ze dla danego U zbiér V moze by¢ wyznaczony bezposrednio z
reprezentacji argumentowej RAf ograniczonej do par p, g: {p, q} < BLOK(Pu), gdzie Py = P;, ... P; .

Oznaczajac tak zdefiniowang reprezentacje przez RAy, tatwo stwierdzi¢, ze V jest rozwigzaniem rownania

RA, = 1. Ponadto przez Py, Pw bedziemy oznacza¢ podziaty na K okreslone zbiorami V i W, tzn.:
Py = P(xir+1) ' P(xir+2) Tt P(xit) Py = P(le) ' P(sz) nat P (xjp)

TWIERDZENIE 3.2
Jezelif: B" —{0,1,—} oraz X = U U V jest zbiorem argumentéw funkgji f, to:

f=h(U,g(V,W))
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dwublokowy podziat Iy > Py - Pw taki, ze:
PU : Hg < Pf,

gdzie g: B*"*? — {0,1}, przy czym g (k) = ¢, natomiast k € K, ¢ € {0,1}, jezeli keH;.

W szczegdlnosci f = h (U, g (V)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje I1g> Py, dla ktérego Py - Ty < Ps(jest to
tzw. dekompozycja roztgczna [3.15].
Uzasadnienie jest natychmiastowe, jezeli zauwazymy, ze dwublokowy podziat Il > Pyw jednoznacznie

reprezentuje funkcje g, natomiast Py - Ilg funkcje h. Otéz kazdy blok H podziatu Pyw jest wzajemnie

jednoznaczna reprezentacjg wektora o sktadowych (le, s Xy Xy ...,xit), gdyz skoro H € Py - Pw, to dla

1 Uwaga: w opisie tym zmieniamy oznaczenia zbioréw A i B z modelu Curtisa, wprowadzajgc oznaczenia typowe dla metod

dekompozycji w ujeciu rachunku podziatéw [3.3].



... P;, blok H nalezy do ustalonego bloku Pf podziatu P,. Zapisujac ten fakt

irs1

kazdego Pa sposrod Py, ... P , P

w formie przyporzadkowania:

H — wektor o sktadowych binarnych ¢ € {0,1}

i uwzgledniajac, ze blokom tym sg w podziale I'ly przyporzadkowane:

0,gdy H € Il
1,gdy H € I

uzyskujemy naturalng reprezentacje g: B*"** — {0,1}. Z kolei, skoro Py -Ilg < Py, to P P - P(g) < P(f)i
tym samym f = h(xl-l, e Xiy g) .Natomiast wartosci h wynikajg (analogicznie jak poprzednio) z przynaleznosci
blokéw Py - Ty do blokéw podziatu Py.

Jak wynika z twierdzenia 3.2 najistotniejsze w obliczeniu dekompozycji funkcji boolowskiej jest obliczenie
podziatu Ils. Algorytm obliczania Il mozna sprowadzi¢ do algorytmu obliczania MKZ. Oznaczmy bloki podziatu
Py: Py=(B4,...,B,...,Bj,...,Bn) i przyjmijmy przez poddziat y; rozumie¢ podziat uzyskany z Py przez sklejenie B; oraz B;
w jeden blok i pozostawienie pozostatych blokéw bez zmiany, tzn.: y; =(B4,...,BiB;,..., Bn).

Dwa bloki B; i B; podziatu Py sg zgodne, jesli podziat yj spetnia warunek twierdzenia o dekompozyciji:
Py e yj; < Pr. W przeciwnym przypadku B; oraz B; sg niezgodne.

W ten sposdb obliczanie Mg mozna sprowadzi¢ do algorytmu obliczania MKZ. Wystarczy w tym celu dla
obliczonych par zgodnych B, B; (albo sprzecznych) obliczy¢ rodzine maksymalnych zbioréw zgodnych blokéw B,
a nastepnie stosujgc algorytm wyznaczania minimalnego pokrycia skojarzy¢ zbiory blokéw minimalnego

pokrycia z blokami podziatu Me.



PRZYKLAD 3.1
Sposdb postepowania wyjasnimy na przyktadzie funkcji podanej w tabl. 3.5.

Tablica 1.5

X1 X2 X3 Xxa Xs | f
1 0 0 0 0 0 0
2 0 1 0 1 1 0
3 0 0 1 0 1 0
4 0 1 1 1 1 0
5 0 0 1 1 0 0
6 0 1 0 0 1 1
7 0 0 1 0 0 1
8 0 1 1 1 0 1
9 1 0 1 0 1 1
10 1 1 0 0 1 1
11 | 1 0 0 0 1 1

Zaktadajgc dekompozycje dla zbiordw: U = {x1,x2}, V = {x3,Xa,xs} podziaty Py = P3®Psi Py = P1oP;eP5

mozna wyznaczy¢ bezposrednio z podziatow:

P, ={1,2,3,456,7,8;9,10,11}

P, ={1,3,57,9,11;2,4,6,8,10}
P; = {1,2,6,10,11; 3,4,5,7,8,9}

P, = {1,3,6,7,910,11;2,4,5,8}

P; = {1,57,8;2,34,6,9,10,11}
P, ={1,2,3,4,5;6,7,89,10,11}

Na tej podstawie obliczamy:

Py = P, « P, = (1,3,5,7;2,4,6,8;9,11; 10)

Numerujemy bloki Py:

Pv=(B1, Bz, B3, Ba, Bs, Bs, B7)

Pueyi < Py
Pyevys; £ Pj,

czyli para (Bi, Bz) jest zgodna, natomiast para (Bs, B7) jest sprzeczna.



Ale do wyznaczenia zgodnych (lub sprzecznych) par (B, Bj) niekoniecznie musimy sie postugiwaé
skomplikowang nieréwnoscig Py e ;< Pr. Wystarczy w tym celu obliczy¢ iloczyn zbioru B; U B; z blokami podziatu
Py i sprawdzic¢, czy kazdy , niepusty iloczyn” jest zawarty w jakims bloku Pr.

Do obliczenia Il zastosujemy algorytm wyznaczania klas zgodnych wg par niezgodnosci: (B1, B7), (B2, Bs),
(B2, Bs), (B3, B7), (Ba, Bs), (Ba, Bg), i (Bs, B7). Utworzona wedtug par niezgodnych formuta typu iloczyn sum i jej

kolejne przeksztatcenia sg nastepujace:

(Bl + B7) (Bz + Bs) (Bz + Bs) (Bg + B7) (B4 + Bs) (B4 + Bs) (B5 + B7) =
= (B7+ B1B3Bs) (B2Ba + BsBs) = B2BaB7 + BsBsB7 + B1B2B3B4 Bs+ B1B3BsBs

Klasy zgodne uzyskamy odejmujgc od zbioru {Bj,...,B7}, zbiory tych B;, ktére wystepujg w jednym sktadniku

obliczonego wyzej wyrazenia typu ,,suma iloczynéw”. Stad:

B1B3BsBe + B1B2B3B4 + BsB7 + B2B4B5.
{Bs,..., B} — {B3, Bs, B7}={ B1, B3, Bs, Bs}
{Bs,...,B7} — {Bs, Bs, B7 } ={ B, B>, B3, Bs}
{B1,...,B7}— {B1, By, Bs, Ba, Bs} = {Bs, B7}
{Bs,...,B7} — { B, B3, Bs, Bs} = {B2, Ba, B7}

Z powyzszych klas blokéw zgodnych mozna wyselekcjonowa¢ dwie: { B1, Bs, Bs, Bs} oraz{B», Bs, B7},

pokrywajace zbidr {Bs,..., B7}, czyli. Il; = {By, B3, Bs, Bg; B;, B4, B7}.
W tym przypadku rozwigzanie jest trywialne. Wracajagc do pierwotnych kostek tworzacych

poszczegolne bloki Bi otrzymujemy:

n, ={13563810,11;2,47}.

w ktorym od razu okreslamy kodowanie blokéw.

Obliczanie podziatu I'ls mozna uproscié¢ rezygnujac z mozliwosci uzyskania rozwigzania optymalnego
tj. podziatu Il z najmniejszg liczbg blokdéw, co w realizacji odpowiada najmniejszej liczbie wyjs¢ z
komponentu G. Metoda prowadzaca do takiego rozwigzania polega na zastosowaniu podziatu ilorazowego
Pu | Pu-Pr. Podziat ilorazowy podaje informacje, ktore bloki podziatu Py nalezy umiesci¢ w réznych blokach
tworzonego podziatu I1s. Dwa bloki B;, B, podziatu Py nalezy umiesci¢ w réznych blokach Ils wtedy, gdy ich
przeciecia ze zbiorem B, podziatu Py nalezg do réznych elementéw Cs, C:, odpowiedniego bloku podziatu
Py |Pu-Pr. Takg metode konstruowania podziatu Ils nazywaé bedziemy metoda rozdziatu elementéw

podziatu ilorazowego Py | Pu-Pr. Na przyktad dla podziatéw Py, P, Py z przyktadu 3.1:



PU = Pl ® PZ = (1)3)5)7P 2;4;6;8; 9;11; ﬁ)

Pr = {1,2,3,4,5;6,7,8,9,10,11}

podziat ilorazowy jest nastepujacy:Py|Py * Pr = ((1,3,5)(7); (2,4)(6,8); (9,11); (10))

Rozwazmy bloki B1 i B7 podziatu Py. Ich przeciecia z blokiem By = 1,3,5,7, czyli 1i 7 nalezg odpowiednio
do Gs= (1,3,5) oraz C:=(7), czyli dwdch réznych elementdw Py | Py-Py. Zatem konstruujgc podziat I1s nalezy
Bi1 i B;umiesci¢ w réznych blokach Ile.

Metode rozdziatu przy tworzeniu podziatu Il dla funkcji z

11
przyktadu 3.1 wyjasnimy postugujac sie interpretacjg graficzna Blok pierwszy | Blok drugi
1 7
przedstawiong na rys. 3.4. Z podziatu ilorazowego wnioskujemy, ze 3,9 2
Il moze by¢ dwublokowy i musi rozdziela¢ elementy (1,3,5) od (7), - 156811 4

(2,4) od (6,8) itd. Dlatego (zaczynajac od pierwszego bloku

. . . . . Rys. 1.4. Konstrukcja podziatu Iy
podziatu ilorazowego) bloki Py zawierajace elementy 1; 3,9 oraz 5,8
umieszczamy w pierwszym bloku I'ls — na rys 3.3 z lewej strony
pionowej kreski, natomiast blok zawierajgcy 7 musimy umiesci¢ w drugim — po prawej stronie pionowej
kreski. W drugim bloku podziatu ilorazowego nalezy rozdzieli¢ (2,4) od (6,8). Ale element 8 zostat juz

wpisany do pierwszego bloku, zatem réwniez do pierwszego bloku nalezy wpisac¢ blok Py = (6,10,11),

natomiast do drugiego nalezy wpisac (2) i (4). W rezultacie uzyskujemy

1, ={1,35,6,8,10,11;2,4,7},

identyczny jak poprzednio.



PRZYKLAD 3.2
Skutecznosé wprowadzonego aparatu pokazemy na przyktadzie funkcji TL27 (podroz. 2.6 —tab. 2.28 ).

Dla tej funkcji obliczyliSmy jeden z minimalnych zbioréw argumentéw: X = {xs, xs, Xs, X7, X8, X9, X10}.
Korzystajac z tej informacji zatézmy poszukiwanie dekompozycji dla zbioréow U = {x7, xs, Xo} oraz V = {x3, xs,
Xs, X10}. Bezposrednio z tablicy 2.28 zapisujemy podziaty P; utworzone na zbiorze K ponumerowanych

wektorow K={1, 2, ..., 25}

P, = {1,3,6,8,9,10,11,13,14,15,19,21,24,25; 2,4,5,7,12,16,17,18,20,22,23}

P, ={1,2,411,15,19,21,23; 3,5,6,7,8,9,10,12,13,14,16,17,18,20,22,24,25}

P; = {3,5,6,8,9,11,12,13,14,20,25; 1,2,4,7,10,15,16,17,18,19,21,22,23,24}

P, = {1,2,3,5,6,7,8,11,13,14,15,19,21,23,24,25; 4,9,10,12,16,17,18,20,22}

Ps =1{2,3,56,9,11,14,15,16,19,21,24; 1,4,7,8,10,12,13,17,18,20,22,23,25}

Py =1{4,7,9,13,15,17,19,20,21,22,24; 1,2,3,5,6,8,10,11,12,14,16,18,23,25}

P, = {2,5,6,7,8,9,11,12,13,15,16,19,20,22,24; 1,3,4,10,14,17,18,21,23,25}

Pg = {1,4,5,8,9,10,12,13,16,17,19,22,25; 2,3,6,7,11,14,15,18,20,2 1,23,24}

Py =1{2,8,11,13,16,17,19,23,25; 1,3,4,5,6,7,9,10,12,14,15,18,20,21,22,24}

Py, =1{1,2,3,6,7,8,9,11,13,15,19,22,24,25; 4,5,10,12,14,16,17,18,20,21,23}

P, ={12,..,9;10, ..., 25}

Kolejne obliczenia uzyskane bezposrednio z podziatdw P; sg nastepujace:

Py = P, e Pg e Py =(1,4,10;2,11; 3,14,18,21; 5,9,12,22; 6,7,15,20,24; 8,13,16,19; 17,25;%)

Dla wygody dalszych obliczen podziat Py zapiszemy w postaci podziatu ilorazowego:

PU|Pf=

= (1,4)(10); (2)(11); (3)(14,18,21); (5,9)(12,22); (6,7)(15,20,24); (8)(13,16,19); (17)(25); (23)

Najwazniejszg czynnoscig jest obliczenie podziatu Il . Aby to zrealizowad wystarczy zauwazy¢, ze:
a) podziat I1; musi rozdziela¢ elementy 1 i 4 od elementu 10; 2 od 11; 3 od 14 i 18 i 21 itp. Wynika to z
podziatu ilorazowego,

b) podziat [Ty musi by¢ zbudowany z blokéw podziatu Py.



PRZYKtAD 3.2 c.d.
Zatem, je$li zaliczymy bloki 1 oraz 4,17 do pierwszego bloku Iy, to blok 10,18,23 musimy zaliczy¢ do

drugiego bloku I'ly (poniewaz zawiera element 10) itp. Reszta obliczen jest pokazana na rys. 3.5.

I,

Blok pierwszy Blok drugi
1 417 10,18,23
3,611 2 514 21
12 7,22 9

8,25 1519,24 20
13 16

Rys. 1.5. Konstrukcja podziatu Iy

Na tej podstawie stwierdzamy, ze:

I, = 11,3,4,6,7,8,11,12,17,22,25; 2,5,9,10,13,14,15,16,18,19,20,21,23,24}.

Zastosowanie omoéwionych wyzej algorytmow dekompozycji do syntezy logicznej modutow
wielowyjsciowych (np. matryce PLA, moduty PLD, pamieci ROM) wymaga przede wszystkim uogdlnienia
podstawowego twierdzenia o dekompozycji na przypadek uktadéw wielowyjsciowych. tgczna (jednoczesna)
dekompozycja wszystkich funkcji wchodzgcych w sktad uktadu realizowanego z zastosowaniem modutu wielo-
wyjsciowego pozwala na wyodrebnienie wielowyjsciowych poduktaddéw H, G, ktorych tablice prawdy stanowig
badz bezposrednig informacije, okreslajgcg na przyktad zawartosé pamieci ROM lub komarki typu LUT, badz tez
s punktem wyjscia do dalszych etapdw syntezy (np. minimalizacja uktadéw wielowyjsciowych) w przypadku
matryc PLA.

tatwo sprawdzi¢, ze Py - Iy < Pr. Zatem dekompozycja istnieje. Dalej, korzystajgc z podziatéw Py i 11,
obliczamy tablice funkcji g (tab. 3.7). Obliczenia interpretujemy nastepujgco. Dla przyktadu: blok 1 jest
zawarty w drugim bloku podziatéw P1, Ps, Ps, natomiast w pierwszym bloku podziatu P1p oraz w pierwszym
bloku podziatu I'ly. Dlatego odpowiadajgcy mu wektor jest 1110, ma wartos¢ funkcji g = 0 (patrz tab. 3.6).

Podobnie postepujemy dla funkcji h (tab. 3.7), ale tu korzystamy z blokéw iloczynu podziatéw Py - I1g0raz

ich przynaleznoscido podziatow P, Ps, Py, Iy oraz Ps.



Tablica 1.7

Tablica 1.6
X7 X8 Xo g|f
_ X3 X5 Xe X10|d ﬁ 1 0 1 0lo0
1 1110]0 10 101 1)1
2 101 01 5 010 1lo
3611 |0 0 1 00 o 010 ol
Z17 |1 1 0 10 5 11100
514 10 0 1 1)1 21821 |1 1 1 1|1
722 |1 1 0 0]0 =5 00 1 1lo
825 |0 0 1 070 12,22 00 10|1
9 000 01 p 011 o0lo
101823 11 1 1 111 152024 |0 1 1 1|1
1z 10 1.1 110 8 000O0|0
13 0 1.0 011 131619 |0 0 0 1|1
151924 |1 0 0 01 17,25 100 0|1
16 101 1)1 73 110 1|1
20 010 1]1
21 100 1|1

1.2.2 Dekompozycja zespotéow funkcji boolowskich

Ze wzgledu na rdine zastosowanie przedstawionego wyzej schematu, blok G bedziemy nazywac albo
uktadem sktadowych dekompozycji gj, albo uktadem modyfikacji adresu. Pierwsza nazwa jest analogig do
dekompozycji pojedynczej funkcji boolowskiej. Druga z kolei wigze sie z zastosowaniem dekompozycji w
projektowaniu uktadow adresowania pamieci ROM, dla ktérych to uktadow ograniczenia w liczbie wejs¢
adresowych zmuszajg do procesu modyfikacji adresu o n bitach na adres t-bitowy.

Oznaczmy jak poprzednio wektory z B" liczbami naturalnymi K=1{1,..., |B" |}, a przez Pr podziat wyjsciowy

funkcji F skonstruowany w nastepujgcy sposab:

(5,t) € By, < F(s)=F(t)

Tablica 1.8
X1 X2 X3 Xa X
Inaczej mowigc, wektory s i t nalezg do jednego bloku B podziatu Pr LR XXX | V1 Ya Vs
11 00000 00O
tylko wtedy, gdy odwzorowanie F przyporzadkowuje tym wektorom taki 2| 00011 01
sam wektor z {0,1}". Na przykfad, dla odwzorowania F okreslonego jak 31000107100
41 01100 011
wtabl. 3.8 podziat Pr (zapisany w postaci podzialu na zbiorze 5101101 001
K=1{1,2,...,15}) bedzie miat postac: 601110 010
7/ 01000 001
8/ 11000 001
9111010 00O
P_F =\left(\bar{1,9,14};\bar{5,7,8,13};\bar{2,6,12};
_F =\left(\bar{ b\bar{ b\bar{ } 1wl 11100 100
\bar{4,11};\bar{3,10,15}\right) 11 11111 011
12 11110 010
13 1 0001 001
14| 1 0011 00O
151 10010 100




Warunek istnienia dekompozycji o schemacie blokowym jak na rys. 3.6, gdzie U, V s3 roztgcznymi

podzbiorami zbioru X funkcji F(X) oraz W < U formutuje nastepujgce twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.3
Funkcja F: B" —{0,1,-} ma dekompozycje (rys. 3.6):

F=H(U,G (V,W))
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podziat Il > Pvow taki, ze:

Py - Tl < Pe (3-1)

.
7

L

Y =F(X)

1 € NalbAannAasucina e +uriAavdaAnia 2 2

Jak wida¢ zastosowanie rachunku podziatéw okazato sie wyjgtkowo wygodne, gdyz odpowiednie
twierdzenie o dekompozycji uktaddéw wielowyjsciowych traktuje zespdt funkcji jako pojedynczy obiekt,

podlegajgcy zasadom dekompozycji identycznie jak pojedyncza funkcja boolowska.

PRZYKLAD 3.3
Dla ukfadu funkgcji F z tabl. 3.9 przyjmijmy U = {x1, x3, xa} oraz z V = {x, xs} oraz W = ¢.
Tablica 1.9
X1 X3 Xa g yiy2ys
1 0000O 00O
2 0011 010
3 0010 100
4] 0101 |011
5 0100 001
6 0111 010
7 0001 001
8,13 1001 001
9,14 1011 00O
0 1101 |[100
11 1110 |011
12 1111 010
15 1010 100




PRZYKLAD 3.3. c.d.

Podziat Py =P1- P3- P4 (Pi=P(x))), Pv= P2 - Ps. Zapisujgc Py w postaci podziatu ilorazowego mamy, ze:

Py|Pr = (D(7); (8)(13); (2)(3); (9,14 (15); (W) (5); (10); (6); (11)(12)
P, ={1,3,15;2,13,14; 4,6,7,8,9,1012; 5,11}

Blokom Hj,..., Ha podziatu Py odpowiadajg wektory D (H1) = 00, D (H2) = 01, D (H3) = 10, D (Ha) = 11. W celu
wyznaczenia dwublokowego podziatu Il > Py spetniajgcego warunek dekompozycji (3-1) zauwazmy, ze jesli
blok H1 przeznaczymy do pierwszego bloku podziatu I'lg, to blok Hs nalezy przeznaczy¢ do drugiego bloku tego
podziatu. Stwierdzenie to jest wynikiem faktu, ze H1 zawiera wektor 1, H; zawiera wektor 7, a ponadto wektory
te nalezg do réznych blokéw podziatu wyjsciowego Pr. Fakt ten jest zresztg zaznaczony w podziale ilorazowym
Pyl Pr. Mamy wiec M2 = {1,3,15}, wiec I} = {4,6,7,8,9,10,12} .Nastepnie sprawdzamy kolejng pare
wektoréw z Py | Pr, czyli 2 i 3. Skoro 3 jest w 12 , to L = M2 U {2,3,14}. Kolejna para (9,14) i (15) nalezy juz

do réznych blokéw Ilg, a wiec sprawdzamy 4 i 5. Stad:

Mg = (1,3,5,11,15;2,4,6,7,8,9,10,12,13,14)

tatwo stwierdzi¢, ze funkcja g przyporzadkowuje wektorowi (x2, xs) = (0,0) wartosc¢ 0, i analogicznie g(0,1) =
1,9(1,0) =1, g(1,1) = 0. Ostatecznie g = x2 @ xs. W rezultacie, dla uktadu y1, y», y3 funkcji z tabl. 3.9 danego
odwzorowaniem F : (y1, 2, y3) = F (x,..., Xs) uzyskaliémy dekompozycje: F = H (x1, X3, Xa, g (X2 @ xs)).

Tablice prawdy funkcji H mozna wyznaczy¢ na podstawie przynaleznosci blokdw iloczynu P1 - P3 - P4 - Il do

blokéw podziatdow P1, Ps, Pa, Il oraz Pr. Odpowiednie obliczenia podane sg w tabl. 3.10.

Tablica 1.10
(2) (9,14) (3,15)
= 89,10,12 | 13
’ 13,14 15
46,7 5
11

Z kolei dla U = { x3, xa} oraz V = {x1,x2, xs}, podziat Py = P3 - P4, Py=P1-P>- Ps, a wiec:

Py =(1,7,8,13;2,3,9,14,15; 4,5,10; 5,6,11,12)

Pr =(1,9,14;5,7,8,13;2,6,12; 4,11; 3,10,15)

Py|Pr = (1)(7,8,13); (2)(9,14)(3,15); (4)(5)(10); (11)(6,12)
P, = (13;2;4,6,7;5;8,9,10,12;11;13,14;15)

gdzie bloki Py sg oznaczone kolejno Bs, By,..., Bs.



PRZYKtAD 3.3. c.d.

Z podziatu ilorazowego Py | Pr wnioskujemy, ze odpowiedni Il powinien mie¢ co najmniej 3 bloki. Wynika
to z faktu, ze elementy (2), (9,14) i (3,15) musza nalezec¢ do trzech réznych blokéw I1s (to samo dotyczy (4), (5)
i (10)). Ponadto pamietamy, ze Ils>Py. Zatem wprowadzenie blokéw z Py do tworzonego Ils powinno

przebiega¢ wedtug schematu pokazanego w tablicy 3.10. Stad:

M = (2,4,6,7;89,10,12,13,14; 1,3,5,11,15)

Przyjmujgc, ze kodowanie blokéw Ilgjest: pierwszy blok — 01, drugi blok — 10, trzeci blok — 00
i uwzgledniajac, iz kolejnym blokom z podziatu Py odpowiadajg wektory (zmienne xi, X2, Xxs) odpowiednio:
B1 =000, B, =001, B3 =010, B4 =011, Bs =110, Bs = 111, By = 101 oraz Bs = 100, wyznaczamy tablice prawdy
funkcji G (tab. 3.11).

Tablica 1.11
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wyznaczamy tablice prawdy funkgji H (tab. 3.12).

Tablica 1.12
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1.2.3 Pojecie r-przydatnosci i dekompozycja nieroztgczna
Istotng zaletg rachunku podziatéw wprowadzonego w poprzednim rozdziale jest prosta metoda selekcji zbioru
argumentow nalezgcych do zbioru U.

W selekcji argumentow x; ze zbioru U spetniajgcych warunek (3-1) z twierdzenia 3.3 pomocne jest
pojecie r-przydatnos$ci zbioru podziatéw wzgledem podziatu P [3.1], [3.15].

Oznaczmy przez y(t |8) liczbe elementéw w najwiekszym bloku ilorazu podziatéw t i o. Niech
I'(t18) = logz y(t 18).

Zbior {P4,..., P} jest r-przydatny wzgledem P, gdzie:

r=k+T (Pr.Pc |P- PPy (3-2)

Dla zmiennej x1 z tab. 3.9 obliczymy rdla P, = (1,2,3,4,5,6,7; 8,9,10,11,12,13,14,15) oraz

P =(1,914;57,813;2,6,12;4,11; 3,10,15).

Mamy tu:

P|P-P, = {(1)(2,6)(3)(4)(5,7);(8,13)(9,14)(10,15)(11)(12)}
Y(P1|P-P1)=5,T (P1|P-P1)=3,czylir=4

Mozna wiec r-przydatnosci dwublokowych podziatéw P; wzgledem podziatu P oblicza¢ bezposrednio z P;
oraz P, grupujac po prostu elementy w bloku podziatu P; w podzbiory o maksymalnej licznosci nalezgce do
ustalonego bloku podziatu P. Dlatego tez iloraz P; IP-P; oznacza¢ bedziemy czesto po prostu przez P;, zapisujac
elementy tego ilorazu w nawiasach.

Jesli {P1,..., P«} jest r-przydatny (k < r) wzgledem P, to istnieje zbiér podziatéw {Pk1,..., P}, dla ktdrych:
Pi1...Px - Pis1..Pr<P
natomiast nie istnieje {Px+1,..., Pr-1} taki, ze:
Pi...Pk Ps1yey PFa <P
Inaczej mdéwigc, warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby:
Pi...Px Pxs1...Pm <P

jest m-przydatnos¢ zbioru {Px,..., Px} wzgledem P.



Mozna réwniez wykazac, ze jesli P = {Ps,..., P«} jest m-przydatny wzgledem P, to kazdy podzbior z P jest m'-
przydatny, gdzie m' <m. Tym samym warunkiem koniecznym na to, aby P = {Px,..., Px} byt m-przydatny wzgledem
P jest r-przydatnos$¢ podzbioréw z P taka, ze dla kazdego P' zawartego w P, r(P') < m. To proste stwierdzenie
pozwala w tatwy sposéb grupowac podziaty 2-blokowe w zbiory o ustalonej przydatnosci.

Na przyktad, jesli w zbiorze podziatéw {Ps,..., Ps} nastepujgce podzbiory s3 m-przydatne: {P1, Ps}, {P1, Pa}, {Ps,
P4}, {Pa, Ps}, to jedynym m-przydatnym zbiorem o licznosci 3 moze by¢ tylko zbidr {P1, P3, Pa}.

Zastosowanie r-przydatnosci w syntezie funkcji g, to jest sktadowych dekompozycji wyjasnia nastepujacy

przyktad.

PRZYKtAD 3.4
Obliczymy r-przydatnos¢ podziatow P (x;) dla uktadu F funkcji z tab. 3.9. Mamy tu:

P(x1) = {(D(2,6)(3)(4)(5,7); (8,13)(9,14)(10,15)(11)(12)}

czyli P(x1) jest 4-przydatny wzgledem Pr. Dokonujac analogicznych obliczen dla pozostatych podziatéw,

stwierdzamy, ze P (x3), P (xa) sg 3-przydatne, natomiast P (x2), P(xs), 4-przydatne.

a) b)
X3 ———| W A W
Xs F ¥ ST F —»
g(x1,..X5) | —% * —
g(X1,...X5) —|

Rys. 1.7. llustracja obliczen z przyktadu 3.4: a) przy zatozeniu, ze zbiér {P(x3), P(x4)} jest 3-przydatny; b) przy zatozeniu, ze
{P(xi), P(xj), P(xk)} jest 4-przydatny

Jesli wiec istnieje dekompozycja uktadu F taka, jaka pokazano na rys. 3.73, to bytoby to mozliwe tylko pod

warunkiem, ze zbior {P (x3), P (xa)} jest 3-przydatny. Ale

P(x3) - P(x4) = {(1)(7,8,13); (9,14)(2)(3,15); (4)(5)(10); (11)(6,12); }

czyli {P (x3), P (xa)} jest 4-przydatny. Sprawdzmy wiec, czy istnieje dekompozycja o schemacie blokowym jak na
rys. 3.7b.

W tym celu obliczymy r dla kazdego =zbioru {P(x), P(x)}. W wyniku uzyskujemy, ze
4-przydatnymi parami sg tylko {P1, P3}Y), {P1, Pa}, {P2, P3}, {P2, Pa}, {Ps, Pa}, {P3, Ps} oraz {Ps, Ps}. W zwigzku z tym
4-przydatnymi tréjkami mogg byc¢ tylko: a) {P1, P3, Pa}; b) {P2, P3, Pa}; c) {P3, Pa, Ps}.

Nastepnie stwierdzamy, ze wytgcznie tréjki a) oraz c) sg 4-przydatne. Dla tréjek tych odpowiednie iloczyny

podziatéw sa:

P(x,) - P(x3) - P(xg) = {(D(7); (8,13); (D) (3); (9,19 (15); (D (5); (10); (6); (1D (12)}
P(x3) - P(xy) - P(x5) = {(D(7,8); (13); (D (B,15); (1D (2); (D (10); (5); (6)(12); (1D}

1) Stosujemy tu oznaczenie P(x;) = Pi.



Z przyktadu 3.4 wynika, ze synteza sktadowych dekompozycji wymaga utworzenia wszystkich mozliwych
dwajek, trojek... podziatdw o ustalonej r-przydatnosci. Przy duzej liczbie zmiennych wejsciowych (duzym n)
wymaga to obliczenia stosunkowo duzej liczby r-przydatnosci zbiorow {P;, P} (i,j € {1,...,n}), gdyz liczba
wszystkich réznych par {P;,Pj} jest n!/2(n—2)\.

Proces ten mozna uprosci¢, okreslajgc zwigzki miedzy r-przydatnoscia podziatow dwublokowych.
Jezelir (Pg) =nir(Pp) =n, to zbiodr {Pq, Pr} ma przydatnosc co najwyzej réwng n+1, jezeli natomiast r (Pa) =n
i r(Pp)=n+1, tozbidr {Ps, Pp} jest n+1-przydatny.

Zastosujemy powyzsze zwigzki w celu obliczenia 4-przydatnych par P;, P; dla podziatéw P;,..., Ps
z przyktadu 3.4. Poprzednio obliczylismy, ze r-przydatnosci tych podziatdw wynoszg odpowiednio: 3 dla P3, Ps
oraz 4 dla P1, P2, Ps. Na mocy powyzszych zwigzkéw, 4-przydatnymi zbiorami {P;, P;} sq: {P1, P3}, {P1, Pa}, {P2, P3},
{P2, Pa}, {Ps, Ps}, {P4, Ps}, natomiast r-przydatnos¢ pary {Ps, P4} jest r': 3 <r' <4, a par {P1, P2}, {P1, Ps}, {P2, Ps} jest
r': 4<r"<5. Stad wniosek, ze w celu wyselekcjonowania wszystkich 4-przydatnych par wystarczy obliczy¢
r-przydatnosc¢ wytgcznie dla par {Pi, Pj}: (i,j) € {(3,4),(1,2), (1,5),(2,5)} — czyli czterech par. Poprzednio (w przy-

ktadzie 3.4) obliczenia te nalezato wykonac dla 10 par.



PRZYKtAD 3.5
Dla funkgji F z tablicy 3.13 zbiory podziatow {P1, P2}, {P1, Pa}, {P1, Ps}, {P2, P3}, {P2, Pa}, {P3, Pa},{P3, Ps},{Pa, Ps} s3

4-przydatne. Obliczy¢ wszystkie najlepsze dekompozycje szeregowe tej funkgji dla U = {x;, x;, xk}, czyli F = H(x;,
Xj, Xk, Go). Wykazaé, ze dla zadnej z nich nie istnieje dekompozycja F = H(G1(x;, X;, Xk), Go).

Tablica 1.13
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Rozwigzanie

Z podanych par {P;, P;} tworzymy trdjki podejrzane o r = 4

A={x1,x2,Xa}, B={x1,xa,xs} C={xa,x3,xa}  D={Xx3,Xa,X5}

P(A)|Pp = Py - P, - Py Pz = {(D(2); B)(@); B)(7); (6)(8); (9); (10)(11)} r=3+1
P(B)|Pp = Py - P, - Ps|Pr = {(1); (2); (3); (4); (5,7); (6)(8)(11); (9); (10)} r=3+2
P(C)|Pr = P, - P+ P4|Pr = {(1,10)(2,11); B) (D (7); (5); (6); (8); (9)} r=3+2
P(D)|Pz = P; - P, - Ps| P = {(1,10); (2,11)(6); (3)(7); (4); (5); (8); (9)} r=3+1

Obliczenia dla U = {x1, x2, Xa} (rys. 3.7)

Py = P(xsxs) = (1,9,10; 2,5,6,11;3,7,8; 4).
Z podziatu ilorazowego P(A)| P, wynika, ze warunki dekompozycji beda spetnione, gdy rozdzielimy

wektory: 1 od 2,3 0d 4,5 od 7, 6 od 8 oraz 10 od 11. Uzyskamy to, gdy podziat HGO bedzie 2-blokowy

(tab. 3.14):
Tablica 1.14
X3Xs5 do
1,9,10 01 0
2,5,6,11 00 1
3,7,8 10 0
4 11 1




PRZYKLAD 3.5.c.d.
Py = P(x3xs) = (1,9,10; 2,5,6,11;3,7,8; 4).

1. blok:1,9,10 i 3,7,8
2. blok: 2,5,6,111i 4
Zatem

g, = (1,3,7,89,10;2,4,5,6,11)

X3 X5

X1 X2 Xg Gn

b
H

Rys. 1.8. Pierwszy krok

dekompozyciji

Pierwszy krok dekompozycji przedstawiono w tab. 3.14 inarys. 3.8.

Sprawdzamy czy istnieje dekompozycja F = H(Ga(x;, Xj, xk), Go).

W tym celu liczymy r-przydatnos¢ I1 ., :

Mg, |Pr = {(1,10)(3)(7)(8)(9); (2,11) () (5)(6)}

czylir=1+3 =4, zatem wymagana dekompozycja nie istnieje, gdyz blok G; musiatby miec¢ 3 wyjscia (rys. 3.9).

Obliczenia dla U = {x3, x4, Xs} sg analogiczne. Funkcje H podano w tab. 3.15.

X1 X2 Xg X3 X5
v vy vy
G, Go

vV VY A 4

Ll

Rys. 1.9. Drugi krok dekompozycji

Tablica 1.15
X1X2Xago | Y1y2y3
1 0010 100
2 0011 101
3 0100 011
4 0101 010
5 1101 001
6 1111 000
7 1100 101
8 1110 010
9 1000 111
10 1010 100
11 1011 101




Dekompozycja nieroztgczna

Zauwazmy, ze r-przydatnosc k-elementowego zbioru U nie oznacza, ze istnieje dekompozycja:

F=H((U,G(V))

w ktorej funkcja G ma r—k wyjs¢. Sytuacja ta oznacza tylko, ze istnieje dekompozycja z funkcjg G
o argumentach VU W gdzie Wc U.

Oczywiscie w najlepszym przypadku W jest zbiorem pustym, a w najgorszym W = U iwtedy
dekompozycja taka nie ma sensu. Mozna sie jednak spodziewaé, ze sytuacja najlepsza i najgorsza sg hajmniej
prawdopodobne.

Z powyzszego wynika, ze w praktyce czesto stajemy przed problemem wyznaczania dekompozycji
nieroztgcznej. Podstawowym problemem w obliczaniu dekompozycji nieroztgcznej jest wyznaczenie zbioru
W o mozliwie minimalnej licznosci. Wybdr argumentdw do zbioru W jest przeprowadzany na podstawie
analizy podziatu Py. Otdéz, w przypadku, gdy nie istnieje dekompozycja roztgczna, nie istnieje rowniez Mg > Py
spetniajacy nierdwnosc Py Mg < Pr.

Jest zrozumiate, ze powiekszenie zbioru V o argumenty z W < U prowadzi w konsekwencji do
utworzenia ,drobniejszego” M’ > P’y (gdzie P’v jest zbiorem indukowanym argumentami V'=VuU W).

Drobniejszy N’ moze zapewnié spetnienie warunku:

P N6’ < P

Sposdb postepowania przy wyznaczaniu W wyjasnimy

. Tablica 1.16
na przyktadzie.

Dla funkcji podanej w tabl. 3.16 poszukujemy X s X X% 2 s
dekompozycji, w ktorej U = {x1,x2,x3}, V = {xa,xs}. 110 0 0 0 00 0 0
Wyznaczamy kolejno: 2j0.0 0 1 1o 10

3]0 1 0 1 o0 |1 o0 O
410 1 1 1 1 0 1 1
Ilg, = (1,3,7,8,9,10; 2,4,5,6,11)
50 1 1 o0 1 |0 o0 1
Py = P(U)HGO =
o 6/0 1 0 0 O0 |0 o0 1
=(1,2;3/4;57;6,8;9;10,11)
7112 1 0 1 o0 |0 O O
-(1,3,7,89,10;2,4,5,6,11) =
__________ o 812 o0 0 1 1|1 o0 O
=(1,2;3;4;5;6;7;8;9;10;11)
9112 0o 0 1 o0 |0 0 1
Pr = (1,7,10;2;3,8;4;5,69) wli1 0o 1 1 110 o o

P, = (1,6;2,4,8,10;3,79;5)



Podziat Il konstruujemy w sposdb pokazany na rys. 3.10. Niestety nie

N
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248,10

mozna spefni¢ warunkéw rozdziatu z podziatu ilorazowego: elementy 8i9 sg

o |

w jednym bloku podziatu I'ls.

Rys. 1.10. Konstrukcja

Warunki te bytyby spetnione, gdybysSmy przeniedli element 9 do podziatu Tl

pierwszego bloku (strzatka na rys. 3.9). Bytoby to jednak mozliwe, gdyby elementy

3, 7 byty oddzielone od elementu 9. Z tablicy 3.17 wynika, ze wektory 3 i 9 réznig sie na pozycjach x1 oraz x»,
natomiast wektory 7 i 9 réznig sie na pozycji x2. Zatem zmienna x; wystarczy do oddzielenia 3, 7 od 9. Stad
whniosek, ze W = {x2}, czyli istnieje dekompozycja nieroztgczna. Jej wyznaczenie nie nastrecza trudnosci, gdyz

dla nowego Py obliczenie odpowiedniego Il jest juz mozliwe:

Py =Py e P;

Mg, = (1,5,6,9;2,3,4,7,8,10)

Pojecie r-przydatnosci i dekompozycja nieroztgczna utatwiajg znajdowanie najlepszych dekompozyc;ji.



PRZYKLAD 3.6
Dla funkc;ji z tablicy 3.17 podziaty P1, P2, Ps sg 3-przydatne, a Ps, P4— 4-przydatne. Nalezy obliczy¢

wszystkie dekompozycje szeregowe z najmniejsza liczbg wejs$é do bloku H oraz najmniejszg liczbg wejs¢ i
wyjsc¢ bloku G.

Uwaga: wystarczy obliczy¢ odpowiednie podziaty Mg spetniajagce warunek wystarczajgcy dekompozycji.

Tablica 1.17

X1 X2 X3 Xa Xs | Y
1/{0 O O O O0|D
210 0 0O O 1) A
310 0 O 1 o0]C
4 1 0O O 1 0D
5 1 0O O 1 1 B
6|0 0 O 1 1B
710 0 1 0O 0D
8 1 0 1 0 1 B
9 0 0 1 O 1]|A
10|/0 1 1 0 0| C
11 | 1 1 1 0O O E
12 | 1 1 1 0 1A

W rozwigzaniu podac tez schematy blokowe obliczonych dekompozycji, w szczegdlnosci wejscia

i wyjscia blokow G i H.

Rozwigzanie:

Pr = (1,47;2,9,12;3,10;4,8;5,6,8; 11).

Py - Ps|Pr = {(1,7)(3,10); (2,9)(6); (4)(11); (5,8)(12)} r=3
Py - P|Pr = {(1,7)(2,9)(3)(6); (58)(4); (10); 11)(12) } r=4
P, - P5|Pr = {(1,4,7)(3); (2,9)(5,6,8); (10,11); (12) } r=3
Dla U = {x1, xs} (rys. 3.11)

X1X> X3 Xa
Py - Ps|Pr = {(1,7)(3,10); (2,9)(6); (4)(11); (5,8)(12)} l l l l
Py, = P(x,,x3,%,) = (1,2; 3,4,5,6;7,8,9; 10,11,12). X1Xs G
Tworzenie podziatu I'ls: l l 4 y

U

1. blok 1'_2 i m Rys. 1.11. Dekompozycja funkgcji
2. blok 3,4,5,6i10,11,12 z przyktadu 3.6

Wektory 4, 5 trzeba oddzieli¢ od 3, 6. Stagd dekompozycja nieroztgczna z x1, czyli V' = x1 X2 X3 Xa



PRZYKtAD 3.6 c.d.

Mg = (1,2,4,57,8,9;3,6,10,11,12)

Py =P(U) Mg =(1,3,7,10;;2,6,9; 4,11;5,8,12) - (1,2,4,5,7,8,9; 3,6,10,11,12)

Tablice blokéw G i H przedstawiono odpowiednio w tab. 3.18. i tab. 3.19.

Tablica 1.18
X1X2X3Xa | g
1,2 0000 | O
3,6 0001 |1
4,5 1001 (O
7,9 0010 | O
8 1010 | O
10 0110 |1
11,12 1110 |1
Tablica 1.19
X1X5g' Y
1,7 000 |D
2,9 010 |A
3,10 001 |C
4 100 D
5,8 110 B
6 011 B
11 101 E
12 111 | A

Dla U = {x2, x5} (rys. 3.12):

P, - Ps|Pr = {(1L47)(3); (29)(5,6,8); (10)(11); (12) }
Py = P(xy,x3,%,) = (1,2;3,6;4,5;7,9,10; 8,11,12).

Podziat Il¢ mozna utworzy¢ nastepujgco:

1. blok 1,2;4,5;7,9,10
2. blok3,6; 8,11,12
Aby zlikwidowac¢ konflikt wektor 5 nalezy oddzieli¢ od wektora 4. Stad dodatkowo xs, czyli

V' = {x1, X3, Xa, Xs}

Mg = (1,2,4,7,9,10; 3,5,6,8,11,12)

Tablice blokéw H i G’ podano odpowiednio w tab. 3.20 i tab. 3.21.



PRZYKtAD 3.6 c.d.

Tablica 1.20
X1X3XaX5 | g
1 0000 | O
2 0001 | O
3 0010 |1
4 1010 |0
5 1011 |1
6 0011 |1
7,10 0100 | O
9 0101 | O
8,12 1101 |1
11 1100 |1
Tablica 1.21
xxsg' | Y
1,7 000 |D
2,9 010 A
3,10 001 | C
4 100 | D
5,8 110 | B
6 011 (B
11 101 | E
12 111 | A

Dekompozycja nierozfaczna, mimo iz zwieksza liczbe wejsé¢ do komponentu G, moze w rezultacie
prowadzi¢ do uzyskania realizacji z mniejszg liczbg komdrek logicznych. Sytuacje takg omawiamy

w ponizszym przyktadzie.



PRZYKtAD 3.7
Dla funkcji F z tab. 3.22a istnieje dekompozycja:

F = H(xa, X5, X6, G1(x1, X2, X3))

dla ktérej funkcja Gi jest podana w tablicy 3.22b.

Tablica 1.22
a) b)
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Poniewaz Py, = P(g,) = (3,5,6,8,9; 1,2,4,7). jest 3-przydatny, mozemy wyznaczyc¢:

M = (3,7:2,5,1,4,6;89),
X4 X5 Xg X1 X2 X3
I Ly
ktéry zapewnia realizacje funkcji F = H(Ga(xa, xs, X6), G1(X1, X2, X3)) | lel | | ?1 |
w strukturze przedstawionej na rys. 3.13. | lHl |
Y1Y2

Rys. 1.13.Schemat

Przy zatozeniu, ze dysponujemy strukturami z komorkami
dekompozycji funkcji

o wymiarach 3/1, do realizacji tej funkcji jest potrzebnych 5 komarek.

Postaramy sie znalez¢ dekompozycje prowadzgcg do oszczedniejszej realizacji. W tym celu obliczymy r-

przydatnos$é dla podziatéw reprezentujgcych pary zmiennych: (g1, xa), (g1, xs), (g1, Xs).

P, = (1,6;2,48,10;3,7,9; 5).
Py|Pr = {(D)(2); 3)(6); (D (5); (7); (8)(9); (10)}

U ={g1,xa}
Py = (1,2,47;3,5,6;8)9).

Py|Pr = {(1,4); (2)(7); (3)(5,6); (8,9)} r

1l
D



U ={g1,xs}
Py, =(1427;3589;6).

Py|Pr = {(1,4); 2)(7); (3)(5)(8,9); 6} r=4
U = {g1,Xe}

Py, =(1,24;3,8;56,9; 7).

Py|Pr = {(1,4)(2); (3)(8); (5,6)(9); 7} r=3

Zatem tylko dla U = {g1,x6} istnieje dekompozycja o strukturze, jak na rys. 3.13, ktdrej realizacja wymaga tylko
czterech komorek typu 3/1. Obliczenia uzasadniajgce takg dekompozycje sg podane ponizej.

Najpierw wyznaczamy podziat Py:

Py = (14,6;235,7;8)9).
Py|Pp = {(1)(2); (3)(6); (4,5); (7)(8)(9); (10)}

1.4 2357

Do wyznaczenia Ils dwa pierwsze bloki podziatu Py przeznaczamy 8,9

Rys. 1.14. Konstrukcja

do pierwszego bloku podziatu Ils, natomiast trzeci blok Py przeznaczamy
podziatu Ne

do drugiego bloku ITs (rys. 3.14).

Ale tak utworzony Ilg jest sprzeczny z warunkami narzuconymi przez podziat
ilorazowy Py | Pr, z ktérego wynika, ze mintermy o numerach (5,6) oraz (9) muszg naleze¢ do réznych blokéw
I1s. Aby tak byto, nalezy element 6 (rys. 3.14) ,przenies¢” do drugiego bloku. Bedzie to mozliwe, gdy
mintermy 1,4 bedg ,,oddzielone” od mintermu 6. Z tab. 3.22a wynika, ze mintermy 1 i 6 rdznig sie na pozycji
X2, natomiast 4 i 6 réznig sie na pozycjach x; i x3. Zatem W = {x2}, czyli V' = {x2,xa, xs}. Na podstawie nowego

Py = Py- P(x2):

tatwo wyznaczy¢ g

I—[GI = (1141819; 2131617)1

spetniajgcy warunek Py - I1g < Pf, co uzasadnia schemat blokowy dekompozycji pokazany na rys. 3.13.



1.3 Dekompozycja funkcjonalna — model ogdlny

Niech X ={x1,...,x»} bedzie zbiorem zmiennych wejsciowych funkcji F(x1,...,xn) specyfikowanej zbiorem
kostek typu fr. Niech Ui V bedg dwoma roztgcznymi podzbiorami zbioru X takimi, ze U U V = X.

Zatézmy, ze zbidr zmiennych xi,...,x» zostat w odpowiedniej tablicy funkcji przenumerowany w taki
sposob, ze U ={xi,...,x;} oraz V={xr+1,...,xn}. Niech dla dowolnej n-krotki x, pierwsze r sktadowe bedg

oznaczone przez xV, a ostatnie s =n—r sktadowe, przez xV.

DEFINICJA 3.1
Niech F bedzie funkcjg fr posiadajacg n >0 wejs¢ oraz m > 0 wyjs¢, w ktorej para (U,V) jest okreslona jak

wyzej. Zatdézmy, ze F jest specyfikowana zbiorem kostek K. Niech G bedzie funkcjg fr o s =n—r wejsciach i
p wyjsciach oraz H bedzie funkcjg fr o r + p wejsciach i m > 0 wyjsciach.
Pare (G,H) nazywamy dekompozycjg szeregowg roztaczng funkcji F (rys. 3.15) ze wzgledu na (U,V),

jesli, dla kazdego mintermu b odpowiedniego do K, G(bY), jest zdefiniowana a ponadto G(b") € {0,1}* oraz

ST

G

F(b) = H(b",G(b")}.

X4 X, X

Vi Y

1.15. Dekompozycja szeregowa -
model ogdlny

TWIERDZENIE 3.4
Funkcja F typu fr okreslona zbiorem kostek K ma dekompozycje szeregowg roztagczng ze wzgledu na (U,V)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nakrycie B na K takie, ze:

Bv< B¢ oraz

Bue Bs <P,

gdzie Bu i Bv sg nakryciami indukowanymi przez Ui V oraz B¢ jest nakryciem wyjsciowym.



Analogiczne twierdzenie obowigzuje réwniez w przypadku, gdy nakrycia 3 zostang zastgpione

systemami zbioréw .

TWIERDZENIE 3.5
Funkcja F typu fr okreslona zbiorem kostek K ma dekompozycje szeregowg roztgczng ze wzgledu na (U,V)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje system zbiorow o na K taki, ze:

ov < oG oraz

Gu ® 06 < OF,

gdzie: oy = max By oraz oy = max Bv sg systemami zbioréw indukowanymi przez U i V oraz 6r= max 3 jest

odpowiednim systemem wyjsciowym.

Jak wynika z powyzszych twierdzen gtéwnym zadaniem w obliczeniu dekompozycji funkcji F przy danych
zbiorach U i V jest znalezienie nakrycia B, ktdre spetnia warunki twierdzenia 3.4. Podziat ten nie tylko
weryfikuje istnienie dekompozyciji, ale réwniez pozwala na wyznaczenie tablic fr dla funkcji G i H. Wynika to
z faktu, ze nakrycia BviPe oraz Pue Bs i Br umozliwiajg skonstruowanie odpowiednio tablic funkcji G i H.
Konstrukcje tych tablic, a takze metody obliczania B omdwimy doktadnie w dalszej czesci rozdziatu. Na
razie zajmiemy sie podstawowymi zasadami tych obliczen.

Skoro B musi by¢ konstruowany przez sklejanie blokdw nakrycia By, to dwa bloki B;i B; nakrycia PBvsa
zgodne, jesli nakrycie y; uzyskane z Bv przez sklejenie B; i B; do jednego bloku i pozostawienie wszystkich
pozostatych blokdw bez zmiany, spetnia drugi warunek twierdzenia 3.4, czyli Bu ® vj < Br. W przeciwnym
przypadku bloki B;i Bj s niezgodne.

Podzbidr & blokéw nakrycia Bv jest klasg zgodna, jesli bloki w zbiorze & sg parami zgodne. Klasa zgodna
jest klasa maksymalng, jesli nie jest podzbiorem zadnej innej klasy zgodnej. Maksymalne klasy zgodne
umozliwiajg konstrukcje Be. Bloki nakrycia B powstajg z klas zgodnosci tworzgcych minimalne pokrycie
zbioru wszystkich blokéw Byv. Wyselekcjonowane wedtug minimalnego pokrycia klasy zgodne sg nastepnie

redukowane o bloki powtarzajace sie i przyjmowane jako bloki nakrycia Bs (lub ©g), po podstawieniu

pierwotnych elementéw w postaci numeréw kostek funkcji F .



PRZYKLAD 3.8
Dla funkcji F z tablicy 3.23 i zbioréw U = {x1} i V = {x2,x3,xa} nakrycia Bu, Bv s nastepujace:

Tablica 1.23
X1 | X2 | X3 | Xa | V1| V2
o0 *|0|1|1
1/0|*]0]1]|0
*1o|o| *| 1] -
& & 1 10| -
*1'1]1]0]0]0
& 1 & 1] -11
of*|0|1}1]| -

Uwzgledniajac, ze o = {4,5;4,6; 2,3,7;1,3,6,7} mozemy obliczyg, iz sklejenie blokéw B i B, prowadzi

do y12 ={1,2,3,7}, co po obliczeniu By " v12 = {1,3,7; 2,3} pozwala wnioskowad, ze Bu ® y12 < GF, zatem (B,
B,) jest parg zgodna. Inaczej jest z parg (Bi, Bs), dla ktérej vi13=1{1,2,3,6,7}, stad, By Y13 =
{1,3,6,7; 2,3,6} < 0. (B, Bs) jest wiec parg niezgodna. W rezultacie wszystkie pary zgodne s3 nastepujace:
(B1, B2), (B, Bs), (B2, B3), (B2, Bs), (Ba, B7) i (Bs, B7). tatwo wiec wyznaczy¢ maksymalne klasy zgodne: {B1, B>,
Bs},{B2, B3}, {Ba, B7} i {Bs,B7}. Minimalne pokrycie zbioru {Bjs,..., B7} podanymi wyzej klasami prowadzi do
rozwiazania: {B1, Bz, Bs},{Ba}, {Bs} i {Bs,B7}. Na tej podstawie nakrycie B; = {1,2,3,7;5;6,7;4,6} (po
uwzglednieniu pierwotnych numerdw kostek z blokéw Bv). tatwo sprawdzié, ze Bv < Bg, ponadto By =

{134567;23,456), Br = {45;4,6;23,7, 13,67}, czyli:

Warunki twierdzenia 3.4 sg wiec spetnione i odpowiednia dekompozycja istnieje. Nalezy wiec
wyznaczy¢ tablice opisujgce funkcje G i H.

W tym celu bedziemy analizowali Bv < B, oraz Bu® Bsi PBr. Tablica funkcji G powstaje w nastepujacy
sposob. Dla kazdego bloku B nakrycia By tworzymy kostke, ktérej poszczegdlne pozycje reprezentuja
wartosci zmiennych wejsciowych funkcji G. Wartosci te dla zmiennej x; s3 wyznaczane w zaleznosci od
przynaleznosci bloku B do bloku nakrycia ;. Z kolei wartos¢ funkcji G dla obliczonej w ten sposéb kostki

wynika z przynaleznosci bloku B do bloku Be.



PRZYKtAD 3.9
Dla funkcji F z przyktadu 3.8 otrzymana w ten sposdb tablica podana jest w tablicy 3.24a.

Tablica 1.24
a) b)

Blok | x2 x3 xa | g1 g2 Blok | x1 g1 g2 | v1i w2
1,230 0 0|0 O 1,37/ 0 0 0|1 1
37 |0 0 1|0 O 2311 0 0|1 O
6,7 |1 0 1|1 O 5 * 0 110 O
5 1 1 0(O0 1 6,7 0 1 0 1 1
4,6 1 1 1)1 1 6 * 1 * = 1
12 |0 * 0|0 O 46 | * 1 1|0 1

4 * 1 1|1 1

W analogiczny sposéb tworzymy tablice funkcji H. Kazdemu blokowi B z iloczynu:

przyporzadkowujemy kostke o sktadowych x1, g1, g2, przy czym wartosci tych sktadowych wynikajg z przyna-
leznosci bloku B do blokéw nakrycia B1 oraz Ps. Nalezy wiec okreslic kodowanie blokow
Bs = {1,2,3,7;5;6,7; 4,6}, ktére tu przyjmujemy nastepujaco: 00 dla {1,2,3,7}, 01 dla {5}, 10 dla {6,7} oraz
11 dla {4,6}. Wartosci funkcji H wynikajg z przynaleznosci blokow B do poszczegdlnych blokéw z or.
Przypomnijmy, ze bloki o (por. przyktad 3.8) sg kodowane nastepujaco: 4,5, jako 00; 4,6 jako 01; 2,3,7 jako
10 oraz 1,3,6,7 jako 11. W rezultacie tablica H jest taka, jak w tablicy 3.24b.

Obliczenia tablic funkcji G i H w przykfadzie 3.8, jak tez obliczenie B w przyktadzie 3.9 sg proste i nie
wymagajg stosowania wszystkich, potrzebnych do tego celu procedur. W bardziej skomplikowanych
przypadkach obliczenia te wymagajg stosowania dodatkowych procedur, ktérych role wyjasnimy ponize;j.

Przy konstrukcji tablicy funkcji G pierwszg czynnoscig jest wyznaczanie kostki C odpowiadajgcej
blokowi B z nakrycia Bs oraz wartosci funkcji G dla tej kostki, tj. G(C). Kostke Ci kojarzong z B; nazywac
bedziemy reprezentantem bloku B;. W ogdlnym przypadku moze sie zdarzyé¢, ze dla dwdch réznych B;, B;,

kostki Ci, C;beda miaty niepuste przeciecie, a jednoczesnie odpowiadajgce im wartosci funkcji G beda rézne:

CinG#d, G(C)# G(C)

Jest to sytuacja niedopuszczalna z punktu widzenia niesprzecznosci tablicy specyfikujgcej funkcje.



PRZYKLAD 3.9.c.d.
Celem niedopuszczenia do takich sprzecznosci nalezy odpowiednio modyfikowac¢ kostki

reprezentujgce bloki B € Bv. Niech C = r(B) oraz niech Bj, ..., B« oznaczajg bloki z By, dla ktérych:

B < Bi1, G(C1) # G(C)
B c B,, G(C2) # G(C)

B c Bx, G(Ck) # G(C)
gdzie: C, Cy, ..., Ck sg reprezentantami blokoéw B, Bi,..., Bk.

W takiej sytuacji sprzecznosé w tablicy funkcji G usuniemy zastepujgc kostke C kostkg (lub kostkami)
obliczonymi jako réznica: C — {Ci,..., Ck}. Rdznice taka najwygodniej jest obliczy¢ jako przeciecie C z

uzupetnieniem {Cy,..., Ci}, czyli kostka zmodyfikowana:

C=CcniCy,.., Ci.

PRZYKtAD 3.10
Rozwazmy dekompozycje funkcji F z tablicy 3.25 dla U = {x1,x2} i V = = {X3,X4,X5,%6}. Odpowiednie
nakrycie Bv jest tu nastepujace:

B, B, B3 B, Bs By B, By
By =1{7.8;3438;8,48,158;358;68,1,258; }

Tablica 1.25

X1 X2 X3 Xa Xs Xe|Y1 V2 V3
11* 01 * 00 S
2(0 * 11 00 S
3(1 * * * 0 1(- 1 -
4lo0 * 0 * * 1|- 1 -
5|1 * 1 * 0 *|- -1
6(* * 1 01 *|0 0O
71/* * 0 * O - -0
8l1 1 * * * x| — —




PRZYKtAD 3.10 c.d.

tatwo sprawdzié, ze nakrycie:

00 01 10 11
oc ={34738; 3,58; 68; 1,2,5,8}

spetnia warunki twierdzenia 3.4, zatem dekompozycja istnieje.

Dla kolejnych blokéw By, ich reprezentantéw obliczamy albo wg zawartosci tych blokéw w blokach
nakry¢ i albo bezposrednio z tablicy 3.25, korzystajgc z faktu, ze reprezentant bloku B jest iloczynem kostek

zawartych w B. Na przyktad dla B1 = {7,8}, B> = {3,4,8}, B3 = {8},

C1=r(B1) = 0%00 N **xx = 0+00
Co=r(B2) = #*01 N 01 M *xsk*x = 0%01
C= r(B3) = skskkok

Cs=r(B3) = 0**1

Petna tablica reprezentantow podana jest w tabl. 3.26.

Tablica 1.26
Blok By | Reprezentant | Wyjscia
B1 0*00 00
B> 0*01 00
B3 * ¥ k¥ k O 0
Ba 0**1 00
Bs 1*00 11
Be 1*01 01
B 101* 10
Bs 1100 11

Skoro B1 < {3,4,7,8}, ktéremu w B¢ zostat przyporzadkowany kod 00, to G(0*00) = 00. Podobnie dla
B, — {3,4,7,8} mamy G(0+01) = 00. Zatem przyjmujac, ze G(C3) =00 (B3  {3,4,7,8}, mozna wiec jako wartosé
G dla kostki C3 przyjac kod bloku {3,4,7,8}), konflikt znajdujemy dla kostek reprezentujgcych bloki Bs, Bs, B,
Bs, stad nastepujgca modyfikacja Cs:

{(##%%)} = {1#00, 1*01, 101%*, 1100} = COMPLEMENT{1%00, 101, 101%, 1100} = {O%+*, *11%}.



Omawiana wyzej dekompozycja, w ktérej zbiory U i V sg roztaczne, jest przypadkiem szczegdlnym
dekompozycji, dla ktérej zatozenie U M V = ¢ jest nieistotne. Istotne jest jedynie zatozenie dotyczace
sensownej liczby wejs¢ do poszczegdlnych komponentdéw.

Niech Ui V bedg podzbiorami X takimi, ze U w V = X. Zatézmy, ze zmienne xi,...,xn 53 uporzgdkowane

w taki sposdb, iz U = {x1,...,.x:} i V = {Xn—s+1,...,Xn}.

DEFINICJA 3.2
Niech F bedzie funkcjag o n >0 wejsciach i m >0 wyjsciach, i niech (U,V) bedzie okreslone jak wyzej.

Zaktadamy tez, ze F jest specyfikowana zbiorem kostek K. Niech G bedzie funkcjg o s wejsciach i p wyjsciach,
natomiast H funkcjg fr o r + p wejsciach i m wyjsciach. Pare (G,H) nazywamy dekompozycjg funkcji F ze

wzgledu na (U,V), jesli dla kazdego mintermu b odpowiedniego do K, G(b") € {0,1}° oraz

F(b) = H(b", G(b")).

TWIERDZENIE 3.6

Jesli istnieje nakrycie B na K takie, ze:

Bv < Bg, oraz

Bue Bs < Pr,

to F ma dekompozycje szeregowg ze wzgledu na (U, V).



PRZYKLAD 3.11
Dla funkcji z tablicy 3.23 rozwazmy dekompozycje nieroztgczng ze zbiorami:

U = {x1,xa}i V = {x2, x3, Xa}. Mamy tu:

BU = {15355; 3545657; 253'5; 35456; }I

Do obliczenia B¢ zastosujemy algorytm wyznaczania klas zgodnych wg par niezgodnosci: (B1, Ba), (B, Be),
(B1, B7), (B2, Ba), (Ba, Be), (Ba, B7), (B3, Bs), (Ba, Bs), i (Bs, B7). Utworzona wedtug par niezgodnych formuta typu

iloczyn sum i jej kolejne przeksztatcenia sg nastepujgce:

(B1+ Ba) (B1+ Bg )(B1 + B7) (B2 + Ba) (B2+ Bs) (B2+ B7) (B3 + Bs) (Ba + Bs) (Bs + By) =
= (B1+ B4BsB7)(B2 + B4BsB7)(Bs + Be) (Bs + B4B7) = B1B2B3Bs + B1B2BsBe+
+ B1B7B3B4B7 + B4BsB;.

Klasy zgodne uzyskamy odejmujgc od zbioru {Bs,...,B7}, zbiory tych B;, ktore wystepujg w jednym sktadniku

obliczonego wyzej wyrazenia typu ,,suma iloczynow”. Stad:

{B1,..., B7} = {B1, B, B3, Bs } = {Ba, Bg, B7}
{Bs,...,B7} — {B1, B2, Bs, Bg } = {Bs, Bs, B7}
{Bs,...,B7} — {Ba, B2, B3, Ba, B7} ={Bs, Bs}
{Bs,...,B7} — {Ba, Bs, B7} = {B1, B>, B3, Bs }

Z powyzszych klas blokéw zgodnych mozna wyselekcjonowaé dwie: {B1, Bz, B3, Bs} oraz {Bs, Bs, B7},

pokrywajace zbiér {Bi,..., B7}, czyli Bg = {B1, B, B3,Bs; By, Bs, B;}. W tym przypadku rozwigzanie jest
trywialne. Wracajac do pierwotnych kostek tworzacych poszczegdlne bloki Bi otrzymujemy:

0 1
Be ={12367 456}’

w ktérym od razu okreslamy kodowanie blokéw.



PRZYKtAD 3.11 c.d.
Identyczny wynik uzyskamy obliczajgc klasy zgodne algorytmem korzystajacym z par zgodnych.

Nastepujace pary sa zgodne: (B, B2), (B, B3), (B1, Bs), (B, B3), (B, Bs), (B3, Ba), (Bs, Bs), (B3, B7), (Ba, Be), (Bs, B7),
(Bs, Bg), (Bs, B7). Na tej podstawie wyznaczamy zbiory S; i tworzymy kolejne listy (rodziny RKZk) klas zgodnych

(porownaj algorytm z rozdz. 1), ktére dla uproszczenia zapiséw podawaé bedziemy w postaci zbioréw

indeksow:
51=¢ {1}
S2={1} {1,2}
S3=1{1,2} {1, 2,3}
Sa= {3} {3,4},{1, 2,3}
Ss=1{1,2,3} 354,11, 2, 3, 5}, {3, 4}
Se = {4, 5} {5,6},{4,6},{1, 2,3, 5}, {3, 4}
S7=1{3,4,6} 64, 14,6, 7}, 34, {3,4,7}, {5,6}1{1, 2, 3,5}

W obliczeniach powyzszych przekresleniem zaznaczyliSmy zbiory, ktdre sg usuwane na mocy definicji
maksymalnych klas zgodnych. Dysponujac nakryciem B¢, tatwo juz wyznaczy¢ tablice funkcji G i H. Podane s

one odpowiednio w tablicach 3.27ai 3.27b.

Tablica 1.27

a) b)

X2 X3 X4 (g X1 X4 g |V1 V2
0O 0 0 |O 0O 0 0|1 1
0O 0 1 |0 *0 1(0 O
O * 0 |0 0 1 0|1 1
* 1 1 |1 *1 1(0 1
1 0 1 (O 1 0 01 O
1 1 0 |1 *'1 01 1
1 1 1 |1

W wielu przypadkach dekompozycja szeregowa z przecinajgcymi sie zbiorami U i V — zwana czesto
dekompozycjg nieroztaczng — jest pozyteczna. Zatdézimy realizacje funkcji z powyziszego przyktadu na
komodrkach FPGA o strukturze: 3 wejscia, 1 wyjscie. Obliczona dekompozycja nieroztgczna (rys. 3.16a)
wymaga do catkowitej realizacji tej zdekomponowanej funkcji 3 komérek: jedng do funkcji G i dwie do funkgcji
H (po jednej na kazde wyjscie). Dekompozycja roztgczna o strukturze H(xi,x2,G(x3,Xa)), rbwniez wymagataby
do swojej realizacji 3 komodrek; niestety, taka dekompozycja nie istnieje. Istnieje natomiast dekompozycja
roztaczna H(x1,G(x2,x3,Xa)) — rys. 3.16b, w ktdrej funkcja G ma 2 wyijscia, i dla tego jej realizacja wymaga az 4

komoarek (dwdch dla funkcji G i dwdch dla H).



a) b)

X1 X4 X2X3 % X1 X2 X3 X4
H H

bl bl

Rys. 1.16. Dekompozycja szeregowa: a) nieroztaczna; b) roztagczna

1.4 Dekompozycja liniowa

Dekompozycja liniowa polega na tgczeniu zmiennych w pary i wprowadzaniu ich za posrednictwem
bramek EXOR do gtéwnego uktadu realizujgcego detekcje i klasyfikacje (czyli indeksowanie) danych. Jest to
istotne, gdyz prowadzi do dalszego redukowania liczby wejs¢ w generatorach indeksu. | pewnie z tych
powodow dekompozycja liniowa jest intensywnie wykorzystywana w syntezie funkcji generowania indeksow
[3.20].

W dotychczasowych rozwigzaniach problem dekompozycji liniowej ogranicza sie do syntezy silnie
nieokreslonych funkcji boolowskich, o specyficznej wtasnosci: |D"| = k. Ograniczenie tego problemu do
funkcji, w ktérych wszystkie wektory wyjsciowe sg rdzne, jest niepotrzebne, gdyz problem ten mozna
sprowadzi¢ do ogdlniejszego zadania syntezy systemdw funkcji boolowskich o dowolnych wyjsciach. Inaczej
mowiac lepiej przyjaé zatozenie, ze licznosé zbioru wektorow wyjsciowych Y funkcji F jest < |D"|.

Ogodlnie rzecz biorgc problem mozna sprowadzi¢ do wskazania warunkow jakie muszg by¢ spetnione,

aby funkcja F posiadata dekompozycje z dwu-argumentowymi funkcjami G.

F = H(Gl(Xl), GZ(XZ);-'-r Xn)l
gdZ|e: X1 = {xill xiz}l XZ = {xi3’xi4}’

Funkcje G nazywaé¢ mozina g-argumentem, stosownie do ogdlnej teorii dekompozycji funkcji
boolowskich. Przyjmujemy rowniez zatozenie, ze w dekompozycji liniowej stosujemy funkcje o zredukowanej
liczbie argumentdw, czyli tzw. minimalno-argumentowe reprezentacje funkcji F.

Przy tak postawionym zagadnieniu wygodne jest stosowanie uporzadkowanego i zwartego sposobu
reprezentowania funkcji, jakim jest rachunek podziatéw. Szczegdty dotyczace tego sposobu przedstawiana
funkcji zostaty juz omowione w rozdz. 1.4 i nie bedg tu dyskutowane. Niezbedne jest jednak krétkie
przypomnienie, gdyz witasnosci podziatdw beda wykorzystywane do skonstruowania metody syntezy

uktadow bramkowych, omawianej w dalszej czesci artykutu.



Rozpatrzmy funkcje logiczng zdefiniowang w tab. 3.28, w ktdrej  Tablica 1.28

symbole T: 1,2,...,11 reprezentujg wektory, xi,...,Xs reprezentujg zmienne T | X1 X2 X3 Xa Xs |y
wejsciowe, zas y — zmienng wyjsciowg 110 0 0 0 070
’ ' 2 |0 0 1 1 110

Dla tego przyktadu, rozine wartosci, przyjmowane przez zmienng 310 1 0 1 0]0
wejsciowa xa, wyznaczajg podzbiory wektoréw {1,5,7,8} i {2,3,4,6,9,10,11}. 40 1 1 1170
510 1 1 0 0]O0

Dla wektoréw 1,5,7i 8, x4 =0, dla 2,3,4,6,9,10,11, x4 =1. Zatem wiedzac, 6 |0 0 0 1 1|1
ze x4 =0, wiemy, ze wybrany zostat wektor 1,5,7 lub 8, nie wiemy jednak 740 1.0 0 01
8 |0 1 1 0 1)1

ktory z nich. Analogicznie wiedzac, ze x3 =1 wiemy, ze wybrano symbol 9 /1 1 0 1 0|1
2,4,5 lub 8, nie jestesmy jednak wstanie wskaza¢, ktéry z nich konkretnie. 10110 0 1 171
1111 0 O 1 0 |1

W ten sposdb informacja modelowana jest przez podziaty, pokrycia

i systemy zbioréw.

PRZYKLAD 3.12
Dla funkcji z tab, 3.29 podziaty wejsciowe i wyjSciowy sg nastepujace

P(x;) ={1,2,3,4,5,6,7,8; 9,10,11},

P(x,) = {1,2,6,10,11; 3,4,5,7,8,9},

P(x3) = {1,3,6,7,9,10,11; 2,4,5,8},

P(x,) ={1,57,8;2,3,4,6,9,10,11},

P(xs) ={1,3,57,9,11; 2,4,6,8,10},

Pr ={1,..56,..,11},

W celu uproszczenia zapiséw wektory a,b €{0,1}" : F(a) # F(b), beda reprezentowane liczbami

p,g € K={1,.,| D" |}

Niech F bedzie wielowyjsciowg funkcjg boolowska, gdzie zbidr zmiennych X = (x1,..., xa), zbior
wektoréw (minterméw) M = (ma,..., m:). Przez Cpq, gdzie p, g s wektorami z M, dla ktérych F(p) # F(q)

oznaczamy zbidr niezgodnosci, definiowany jak nastepuje:

Cog ={x € X:x(p)#x(q)}dlap,g=1,...tand p< q}. (3-3)

Rodzine zbioréw C = (Cy,..., Gy, dla wszystkich C,q 0znacza¢ bedziemy RCpq. W obliczeniach par
zmiennych tworzgcych dekompozycje liniowa postugiwac sie bedziemy rodzing zbioréw Cpq.
Problem wyznaczenia odpowiednich warunkéw, oparty jest na pojeciu funkcji rozdzielajgcej. O funkgji

g bedziemy mowié, ze jest funkcja rozdzielajaca (dystrybucjg) pary wektoréw p,qg wtedy i tylko wtedy, gdy p



i g nalezg do réznych blokéw podziatu P(g). W uproszczeniu mozna powiedzieé, ze w takim przypadku funkcja
g umozliwia rozdzielenie wektoréw p i g.

Z przyjetej definicji wynika, ze kazda jednoargumentowa funkcja g(x;) = xj, gdzie x; € Cpq jest
dystrybucja p, q. Ponadto jesli g rozdziela pare p, g, to rowniez pare te rozdziela funkcja g.

Wykorzystujgc powyzsze ustalenia mozna teraz warunkowi dekompozycji nada¢ wygodniejszg
postaé: F = H(g1, g2,..., g:) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pary p, g: takiej, ze (p,q) nie jest zawarta w
jednym bloku podziatu charakterystycznego Pristnieje gj rozdzielajaca pare p, g. Zalety tego warunku zostang
obecnie wykorzystane do sformutowania metodyki syntezy uktadow w ktérych argumenty z X = (xa,..., Xn)
taczone beda w pary i wprowadzane do uktadu H za posrednictwem funktoréw g(x;, x)) tzn. F = H(g1, g2,..., 9,
Xa, Xb...).

Wykorzystujgc powyzsze ustalenia mozna zaproponowacé sposéb prowadzenia syntezy logicznej jako
dekompozycje bezposrednio na bramki, w odrdznieniu od dekompozycji funkcjonalnej, w ktorej sktadowe sg
funkcjami opisanymi tablicami prawdy. Mozliwe jest obliczenie podziatu P(g) dla dowolnej funkcji o
skonczonej liczbie zmiennych wejsciowych i w nastepnym kroku usuniecie wszystkich zbioréw Cpq, dla ktérych

g nie jest dystrybucjg. Obliczamy w ten sposéb dekompozycje funkcji F i zapisujemy jg w postaci:

F = H(G(xil, ...,xit), ...,xin).

Liczba argumentdéw funkcji H wynosi w tym przypadku co najwyzej n — 1, w zwigzku z czym proces

prowadzi do zmniejszenia ztozonosci funkcji.

TWIERDZENIE 3.7
Funkcja g =x, @ x; jest funkcja rozdzielajaca (dystrybucja) pare (p, q) wtedy i tylko wtedy gdy {xi, x;} ¢ Cpq

i Hxi:xj}l NCyq =1.

Powyzsze twierdzenie prowadzi do prostej metody dekomponowania funkcji i wyznaczania
g =g(x;, xj) bezposrednio ze zbioréw Cpq i podziatdw P(xi), np. podziatdw generowanych przez funkcje
jednoargumentowa g(xi) = xi.

Zgodnie z koncepcjg funkcji rozdzielajgcej, opracowany zostat prosty test weryfikujgcy istnienie

dekompozycji liniowe;j.

TEST 3.1
G=x,®x, jest dekompozycjg funkcji F, wtedy i tylko wtedy, gdy {x; xj} € RCyq, gdzie RCyq jest rodzing

zbioréw Cpq, dla ktérych p oraz g nalezg do réznych blokdw podziatu wyjsciowego Pr.



PRZYKtAD 3.13
Dla funkcji F z tabeli 3.28 rodzine RCpq 0graniczong do zbioréw dwuelementowych zapisano w tabeli 3.29.

tatwo zauwazy¢, ze RCpq nie zawiera 3 nastepujacych par: xi, Xs; X3, Xa; X3, Xs.

Tablica 1.29

pP,q Cog

1,6 X4,X5
1,11 X1,X4
2,8 X2,X4
2,10 X1,X3
3,6 X2,X5
3,11 X1,X2
4,6 X2,X3

Stad wniosek, ze mozliwe sg g-argumenty reprezentowane przez dekompozycje funkcji F:

F = H(x1® X5, X2, X3, Xa); F= H(x3® Xa, x1, X2, X5); F=H(x3 @ X5, X1, X2, Xa).

Proces obliczania dekompozycji liniowej moze by¢ wykonywany iteracyjnie, az do uzyskania
dekompozycji F = H(g1, g2,..., X) z maksymalng liczbg funkcji G, co zapewnia minimalna liczbe argumentéw
dla funkcji H, oczywiscie fgcznie z g-argumentami typu EXOR.

Twierdzenie 3.7 i test 3.1 mozna uogdlni¢ na przypadek tzw. dekompozycji wielokrotnej. Wtedy
dodatkowym warunkiem na istnienie dekompozycji z parg funkcji {xi @ x;, xxk @ xi}, jest sprawdzenie czy zbior
zmiennych {x;, xj, X, x/} jest zawarty w rodzinie RCpq.

Dla uproszczenia zapisdw uzupetnienie RC,q wzgledem rodziny wszystkich podzbioréw o licznosci
réwnej licznosci analizowanych Cpq 0znaczac bedziemy COM(RCpq).

Dla funkcji z przyktadu 3.12 w celu sprawdzenia, ktdre g-argumenty moga tworzy¢ dekompozycje
wielokrotng (w tym przypadku podwdjng), nalezy obliczy¢ czteroelementowe zbiory RCps. W wyniku
uzyskujemy, ze wszystkie cztero-elementowe zbiory RCpq s3: {X2 X3 Xa X5} {X1 X2 X3 X5} {X1 X2 X3 Xa}. Zatem
uzupetnienie COM(RCpq) zawiera dwa zbiory {{x1 x2 xa xs} {x1 X3 Xa xs}} i jeden z nich reprezentuje zmienne g-
argumentow x1 @ xs, x3 @ x4. Na tej podstawie stwierdzamy, ze funkcja z przyktadu 3.12 ma dekompozycje: F
= H(x1 D x5, X3 D Xa, x2).

Inne uogdlnienie Twierdzenia 3.7 dotyczy dekompozycji nieroztgcznej. W tym przypadku dodatkowy
warunek na istnienie dekompozycji z parg funkcji {x;® x;, x; ® xk} polega na sprawdzeniu, czy zbidr

zmiennych {x;, X;, xx} jest zawarty w rodzinie RCpq.



Omoéwiong metodyke obliczania dekompozycji liniowej skonfrontujemy teraz z algorytmem

zaproponowanym w [3.20]. Obliczenia przeprowadzimy dla funkcji reprezentujacej koder 1 z 10 — tab. 3.30.

Tablica 1.30
X1 X2 X3 X4 Xs Xe X7 X8 X9 Xiwo|VY1 Y2 Y3 Va Vs Ve
111 o 0o 0 O O OO O O |1 0 0 0 0 O
2|10 1.0 0O OO O O OO |0 O 0 0 0 o0
3/0 0120 00 0O O OO 0O 1 1 0 00
4 /0 0 0O1 0 OO O O O|0OO0OO0OW1 1 o0
570 0 0 0 1 0 O OO OO O OO O1
6 |0 0O OOO 1T 0O 0O 0O O] |1 0 0 0 0 1
7 /0 0 O0OO O 1 0O O O |0 1 0 0 0 o0
8 /10O O OO OO O1 0 0|0 0 0 1 0 o0
9|0 0 0O OO OO 01 0O |0 01 0 0 o0
100 0 0O O O OO OO 1|0 0 0 0 1 o0

Dla funkcji tej w [3.20] obliczcono dekompozycje liniowg z 6 g-argumentami, ktére w tab. 3.30

0zNnaczono ya, ..., Ye:

F = H(x1 ®xs, X3 Dx7, X3 DX9, XaDxs, Xa Dx10, XsDXs)

Obliczenia wykonano za pomocag heurystycznego algorytmu s-min. Poniewaz w uzyskanym

rozwigzaniu nie ma zmiennej x2, wygodnie bedzie wprowadzi¢ nowe oznaczenia zmiennych, zgodnie z tabelg

3.31.

Tablica 1.31
X1 X3 X4 X5 X6 X7 X3 X9 X10
ai az as aa ds Je az ds ds

Przy tych oznaczeniach uzyskuje sie nowa tablice kodera podang w tabeli 3.32, jak tez nowe

wyrazenie na uzyskang w [3.20] dekompozycje:



F = H(a1 @as, a2 @as, a; @as, asPaz, as @ag, asDas)

Tablica 1.32
a1 a2 043 d4 Q4as des 04y dsg Qg
1 /1 0 0 0 0 O O O O
DI tabeli 3.32 kodera 1 z 10 obli 210 0 0 0000 00
a uproszczonego wg tabeli 3. odera 1z 10 obliczamy 310100 00 0 0 0
rodzine RC,;, a nastepnie COM(RCp). W wyniku 4 10 0 1. 0 0 O O O O
kUi _ Inienie rodziny RC tv 7bid 5/0 0 01 0 0 0 O O
uzyskujemy: uzupetnienie rodziny RCpq ma pusty zbiodr par, 610 000100 0 0
ale zawiera wszystkie mozliwe (84) podzbiory troj- 7 10 0 0 0 0 12 0 0 O
| ¢ bi Stad 8 /0 0 0O O OO 1 0O
elementowe zbioru {ai1, a2, as, aa, as, as, az, as, as}. Sta 91l0 0000 0 0 1 0
wniosek, ze dla kodera 1 z 10 istnieje dekompozycja 10/0 0 0 0 0 0 0 0 1
nieroztgczna wielokrotna reprezentowana
tréjelementowymi podzbiorami zbioru {ai, a2, as, as, as, as, az, as, as}, czyli
F = H(aiPaj, aj®ak, aiDam, am @an, ap Dag, aq Dar) (3-4)

Tym samym potwierdza to istnienie dekompozyc;ji:

F = H(a1®as, a; Das, a2 @as, azPa7, az Pas, a2Pas)

uzyskanej w [3.20], przy czym nalezy podkresli¢, ze dekompozycja taka istnieje dla wszystkich mozliwych

tréjek:

a; a;dg,
Cl| am an,
dp dq ar

Zatem przy zastosowaniu metody z [3.20] znalezienie jakiegokolwiek rozwigzania nie byto trudne.



PRZYKLAD 3.14
Wykazana wiasnos¢ dekompozycji (wg (3-4)) pozwala zapisa¢ dekompozycje kodera 1 z 10 w naturalnym

porzadku zmiennych

F=H(a1® a2, a2® a3, a1 ® as, as D as, a; ® as, as @ as) = H(b1, bz, b, ba, bs, be), (3-5)

ktoremu odpowiada tablica indeksow przedstawiona w tabeli 3.33.
Tablica 1.33
b2

o
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o
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o
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o
a
o
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o

(el olololNolololl el
OO OO OOoOkr kFr o
OO0 OoOCOOoOkr PFr OO OoOOo
O OO RrEkr OOOOoOOo
O kR, P, OOOOOOOo
R R, OOOOOOO o
O 0O~NO UL WN [

=
o

W rozwigzaniu tym indeksy sg reprezentowane wektorami 6-bitowymi b1 bz bz ba bs be.

Mozna przypuszczaé, ze stosujac raz jeszcze metodyke zbiordw niezgodnosci uzyskamy rozwigzanie
z mniejsza liczba bitow. Poniewaz rodzina zbioréw niezgodnosci zawiera wszystkie mozliwe pary bj bj, 12
zbiorow tréjelementowych oraz zadnego zbioru 5 i 6 elementowego, znalezienie dekompozycji liniowej jest
mozliwe wytgcznie dla funkcji typu {xi @ x;, x; ® x«}.

Z przegladu w RCpq zbiorow tréjelementowych:

b1, bs, bas;
. ba, bs, bs;

by, by, bs;
b1, by, bs;
by, by, bs;
b, b, bs;
by, bs, ba;
by, bs, be;
bs, bs, be;
10. bs, b, bs;
11. bs, bas, be;

O

12. b4/ b5/ bGl



PRZYKLAD 3.14 c.d.

wynika, ze tréjelementowymi zbiorami b;, bj, bk mozliwymi do utworzenia dekompozycji nieroztgcznej s
{b1, b3, bs}, {b1, b3, be}, {b1, ba, bs}, {b1, ba, bs}, {b2, b3, bs}, {b2, b3, be}, {b2, ba, bs}, {b2, ba, be}. Poniewaz sg
wsrdd nich dwa zbiory roztgczne: {b1, bs, bs} i {b2, ba, be}, a ponadto w COM(RCyq) jest zbidr 6 elementowy
b1, ba, b3, ba, bs, be, spetnione sg warunki istnienia dekompozycji: F = H(b1 @ bs, bs ® bs, by @ ba, ba ® bs). W
rezultacie indeksy kodera 1 z 10 sg 4-bitowe (tab. 3.34) i jest to rozwigzanie lepsze niz w [3.20].

Tablica 1.34

yi W2

w
N

o

O 00 NO UL B WN - |

OO O0OO0OFrRRFLPROR O R
OrRrPRPROBRPRPROOO

OCo0OOkrRBRLRORBRLR OO
P UORERLROOOO O

[EEN
o

3.5 Dekompozycja rownolegta

Dekompozycja funkcjonalna jest — podobnie jak redukcja argumentéw — metodg syntezy logicznej,
dostosowang do implementacji na komdrkach FPGA i pamieciach ROM. W zwigzku z tym jej stosowanie w
projektowaniu uktadéw cyfrowych staje sie coraz bardziej znaczace. W [3-20] problem dekompozycji okresla
sie jako jedno z najpilniejszych zadan syntezy logicznej.

W szczegdlnosci proponuje sie dalsze rozwijanie metody dekompozycji, polegajacej na stosowaniu
tzw. tablic dekompozycji (Decomposition Chart). Wydaje sie jednak, ze metoda zaproponowana w niniejszym
rozdziale (podrozdz. 3.1, 3.2 oraz 3.3) jest znacznie skuteczniejsza. Jej zaletg jest stosowanie rachunku
podziatéw, co umozliwia sformutowanie wygodnego praktyce twierdzenia (Twierdzenie 3.3), w ktérym
warunek wystarczajgcy dekompozycji polega na wyznaczaniu podziatow na zbiorze ponumerowanych
wektordéw tablicy funkcji. Twierdzenie to wyraznie wskazuje, ze istotnym ograniczeniem dekompozycji jest
podziat wyjsciowy funkcji (Pe) — im drobniejszy jest podziat Pr, tym trudniejsze jest spetnienie warunku
dekompozycji Py - Il < Pr. Stad pomyst uzupetnienia procesu dekompozycji funkcjonalnej — dekompozycja

rownolegta.



Dekompozycja réownolegta wukfadzie opisanym przez:

(v1,..., Ym) = F(x1,..., Xn) (3-5)

to podziat zbioru {y4,..., ym} na takie roztaczne podzbiory Y1,..., Yi,..., Yk, z ktorych kazdy mozna zrealizowac¢ w
uktadzie kombinacyjnym o argumentach odpowiednio Xi,..., Xi,..., Xk, gdzie Xi < {x1,..., Xa}.
Sens powyzszej dekompozycji wynika z ograniczen konstrukcyjnych produkowanych modutéw PLD i

FPGA. Jesli bowiem liczba wyjs¢, np. modutu PLD jest mniejsza od m, to do realizacji uktadu opisanego przez

(3-5) mozna przeznaczy¢ (w zaleznosci od m) kilka modutéw, uzyskujac XtevesXp

w rezultacie ukfad pokazany na rys. 3.17. W uktadzie tym wyjscia y; trzeba

odpowiednio rozdzieli¢ na poszczegdlne moduty. Wskazane jest, aby zbior m

{v1,..., ym} rozdzieli¢ na takie podzbiory Y;, dla ktérych odwzorowanie Y; = h; Modut | _ ., | Modu
logiczny logiczny

(Xi) wymagatoby mozliwie najmniejszej liczby argumentéw X;, przy czym [ooe] [oee]
1 Yi Y Ym

Xic {x1,..., xn}, Yic {y1,..., ym}. Rys. 1.17. Dekompozycja

Petng informacje o rozdziale zbioru Y = {yi,..., ym} na podzbiory Yi,..., ¥,  réwnolegta

uzyskaé¢ mozna z minimalno-argumentowych realizacji poszczegdlnych wyjsc yi.



PRZYKLAD 3.15
Dla funkcji F z tablicy 3.35 redukty poszczegdlnych (pojedynczych) funkcji s odpowiednio:

y1: {x1, X2, Xe}

y2: {x3, Xa}

y3: {X1, X2, Xa, X5, Xs}, {X1, X2, Xa, X6, X8}
ya: {x1, X2, X3, X4, X7}

ys: {x1, X2, Xa}

Ve: {x1, X2, X6, Xs}

Tablica 1.35
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Zatem rozsadnie jest funkcji Gi przyporzadkowac wyjscia y1, ys, Vs, a funkcji G2 wyjscia y2, ya, Vs
(rys. 3. 18), gdyz wtedy uzyska sie minimalne zbiory argumentéw dla komponentéw Gi i G, dekompozycji
rownolegtej funkcji F, a mianowicie {x1, X2, xa, Xs, Xs} dla G1 oraz {x1, x2, X3, xa, x7} dla G,. Tablice funkcji G1

i G2 s podane w tablicach 3.36a i 3.36b.

X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg
|

Tablica 1.36 | |
a) b) — |
X1 X2 X4 X6 Xg|Y1 Y3 Ve X1 X2 X3 X4 X7|Y2 Ya Y5 CI51 I Glzl
11001 10|000 1/00 010|000 l 1 l l 1 1
2|1 0000|001 2|11 01 00(010 Y1 ¥s Vs Yo Vs Y5
i i 2 1 2 8 8 1 (])' i 1 fl) i i 8 1 fl) 1 Rys. 1.18. Dekompozycja réwnolegta funkcji
z przyktadu 3.15
5/0 01 00(1 00 5/00110(110
6|1 1000|110 6|11 100(001
711 01 10101 7117011 11 1 -
800111011
9]0 01 01(-10




PRZYKtAD 3.16
Wptyw dekompozycji zrownowazonej na ostateczny wynik syntezy w uktadzie FPGA zostanie

pokazany na przyktadzie pewnej funkcji F z 10 wejsciami i 2 wyjsciami (tab. 3.37), ktérg realizujemy w

komadrkach o 4 wejsciach i 1 wyjsciu (w uproszczeniu oznaczanych (4,1).

Xg Xg  ¥q X3 ¥4 ¥ Xp ¥ ¥g X7

N |

Tablica 1.37 | LCc | | 2LCs |

type fr = 1
i10
.02
p 25 LC 2LCs
0101000000 00 |
1110100100 00 LC
0010110000 10
0101001000 10
1110101101 01
0100010101 01

1100010001 00 ¥gXg ¥ X3 Xa X ®g X3 Xg X7 g ¥q ¥z Xa¥ g ¥s ¥g X7 X Xg
001110111001 | l l l l l l l l
0001001110 01 | Lc | | 2.Cs |
011000011001
1110110010 10
0111100000 00
0100011011 00 LC 2LCs
001011101001 l
011000111000 LC
011011011111 Rys. 1.20. Dekompozycja funkcji F
0001001011 11 Yo ” — strategia réwnolegta
1110001110 10 Rys. 1.21. Dekompozycja funkcji F

0011001011 10 — strategia szeregowa

001001101001

e.

Yo Y1

Rys. 1.19. Dekompozycja funkeji F —
strategia szeregowa

r_ k|

Skoro funkcja F ma 10 wejs¢ i 2 wyjscia, pierwszym krokiem dekompozycji moze byé dekompozycja
rownolegta lub szeregowa. Jednak w tym przypadku zastosujemy dekompozycje szeregowa. Algorytm
wydziela funkcje G majgca wejscia x1, x3, X4 i Xs,. Nastepny krok dotyczy wiec funkcji 7-wejsciowej H, dla
ktérej ponownie jest wykonywana dekompozycja szeregowa. Otrzymujemy blok G o 4 wejsciach i 2
wyjsciach (implementowany przez 2 komérki). Blok G ma na wejsciu zmienne xo, X2, Xs, and x7. Sg to
pierwotne zmienne wejsciowe i na tym etapie nie jest zwiekszona liczba poziomdw, co widac na rys. 3.19.

W nastepnym kroku dokonujemy dekompozycji rownolegtej. Tworzy ona dwa komponenty, kazdy o
jednym wyjsciu, natomiast odpowiednio o 4 i 5 wejsciach. Pierwszy komponent realizuje pojedyncza
komoérka. Drugi komponent podlega dwupoziomowej dekompozycji szeregowej. Utworzona sie¢ moze by¢

zrealizowana za pomocg 7 komorek (4,1). Liczba poziomdw Sciezki krytycznej wynosi 3.



PRZYKLAD 3.16 c.d.
Ta sama funkcja zdekomponowana tak, ze najpierw wykonuje sie dekompozycje rownolegty, jest

realizowana w zupetnie innej strukturze (rys. 3.20).

Hp ¥y Xo XaXg¥g Xg Xy XagXyg

Rys. 1.22 Dekompozycja funkcji F
— strategia rownolegta

Dekompozycja rdwnolegta zastosowana bezposrednio dla funkcji F tworzy 2 komponenty o 6
wejsciach i jednym wyjsciu. Kazdy z nich podlega dwupoziomowej dekompozycji szeregowej. Dla
pierwszego z nich mozliwa do zastosowania jest roztgczna dekompozycja szeregowa z blokiem G; (4,1).
Drugi komponent moze by¢ réwniez zdekomponowany szeregowo, jednak liczba wyjs¢ bloku G2 wynosi 2.
Aby zmniejszy¢ faczng liczbe komoérek, mozna zastosowac¢ dekompozycje nieroztgczng, uzyskujac tylko 4
komorki. Tablice prawdy tych komérek podane sg w tabeli 3.38. Ta znaczgca zmiana struktury wynika z
tego, ze dekompozycja rownolegta zmniejsza liczbe wejs¢ obu komponentéw, prowadzac do uproszczenia

koricowej implementacji.

Tablica 1.38
a) funkcja Gi1  b) funkcja H1 c) funkcja G»  d) funkcja H:
01101 -010 01101 10-10
11011 0111 00111 -1011
1000 1 1110 01001 -1111
00101 1001 1000 1 00110
00000 000 01011 00011
01010 1100 11000 1-000
11000 00100 00000
01000 10100 11101
00110 11100 10100
10110 00010 0100 1
11110 01110 0010 1
11110




Z powyzszego przyktadu wynika, ze skutecznos¢ dekompozycji w transformac;ji funkcji boolowskich
na sieci komérek FPGA silnie zalezy od scenariusza catego procesu dekompozycji, a w szczegdlnosci od
kolejnosci wykonywania poszczegdlnych procedur, a takze od parametrow sktadowej G oraz od rozdziatu

wyj$¢ na komponenty dekompozycji rownolegtej.

1.5 Zadania

ZADANIE 3.1.
Automat z tablicy 3.39 zrealizowa¢ na pamieci ROM o 4 wejsciach adresowych. W rozwigzaniu podac

tablice prawdy UMA oraz organizacje pamieci ROM.

Tablica 1.39

Vi V2 V3 Vg Vs
ala b ¢ c
bl- - d a
c b e - b
d|a e b b
elb - e b

ZADANIE 3.2.

W tablicy 3.40 dana jest funkcja f(a,b,c,d,e):

Pr=(L11017571968143]12]16,2,134,159,181120).

Nalezy obliczy¢ dekompozycje nieroztgczng dla U = {d, e}. W rozwigzaniu podac tablice funkcji G oraz

H. Kodowanie blokoéw Pr przyja¢ dowolne wg NKB.

Tablica 1.40
9%lo0 lo1 |11 |10
abc
000 1 2 — 3
001 4 5 6 —
011 - 7 8 9
010 10 = 11 | 12
110 = 13 | 14 =
111 15 - - 16
101 17 - - 18
100 — 19 | 20 | -




ZADANIE 3.3.

Wiedzac, ze dla funkcji z tablicy 3.41 podziaty Pi1, P3, Ps sg 3-przydatne, a P,, P4 — 4-przydatne, obliczy¢

najlepszg dekompozycje szeregowg tej funkcji

Tablica 1.41
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