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Mniej lub bardziej zaawansowane algorytmy cyfrowego przetwarzania i analizy sygnatow
stanowig nieodtgczng cze$s¢ modutdw programowych kazdego wirtualnego przyrzadu
pomiarowego. W zwigzku z tym wiekszos$¢ narzedziowych programoéw przeznaczonych do
projektowania wirtualnych przyrzgddw pomiarowych, wyposazona jest w biblioteki zawierajgce
funkcje cyfrowego przetwarzania sygnatéw. Odpowiadajace im panele funkcyjne lub moduty
graficzne majg forme przyjazna dla uzytkownika i sg tatwe w implementacji. Sztuczne problemy
moga wynikaé z dowolnosci w zakresie terminologii i symboliki uzytej do ich opisu. Rzeczywiste
ktopoty moga sie pojawi¢ dopiero na etapie interpretacji wynikéw, poniewaz nadawane im
przez twércow formy graficzne obarczone sg duzg dozg subiektywizmu. W celu unikniecia
ktopotow zardwno na etapie implementacji jak i interpretacji warto zapoznac sie z praktycznymi
aspektami najczesciej stosowanych metod jak rowniez wykorzystywanych algorytmow
numerycznych.
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1. Wstepne przetwarzanie sygnatow

Naturalne, ,surowe” sygnaty pozyskane z obiektu pomiarowego czesto, przed poddaniem ich wnikliwej i
szczegdtowe] analizie, wymagajq tzw. przetwarzania wstepnego. To wstepne przetwarzanie moze by¢
realizowane zaréwno w sposéb analogowy, w blokach kondycjonowania sygnatu, jak tez cyfrowy w komputerze.
Podstawowa funkcja, jakg spetniajg uktady kondycjonowania sygnatéw to wzmacnianie. Do wzmacniania
sygnatéw pomiarowych o niskich poziomach stosuje sie dobrej jakosci wzmacniacze pomiarowe o
programowanym wzmochieniu (niskoszumne o matym napieciu niezréwnowazenia i matych dryftach). Czesto
funkcje wzmacniania sygnatéw faczy sie z izolacjg galwaniczng. Domene uktadéw kondycjonowania sygnatu
stanowi, dolnopasmowa (antyaliasingowa) filtracja analogowa. Poza nig do najbardziej popularnych metod
kondycjonowania sygnatéw zalicza sie: usuwanie wartosci $redniej, usuwanie trendu i dryftu oraz filtracje
cyfrowg i odszumianie.

1.1. Usuwanie wartosci sredniej

Sygnat - to jedno z podstawowych poje¢ metrologii. Sygnatem nazywamy okreslony w funkcji czasu przebieg
dowolnej wielkosci fizycznej x(t), np.: napiecia, pradu, natezenia pola elektrycznego, naprezen przesta mostu,
predkosci obrotowej turbiny itp. Po zamianie dowolnego sygnatu fizycznego (wielkosci fizycznej) na sygnat
elektryczny (wielko$¢ elektryczng), mamy do czynienia z sygnatem elektrycznym.

Sygnaty opisane analitycznie (zaleznos¢ matematyczna) lub w inny réwnowazny sposéb, np. graficznie, nazywaja
sie sygnatami zdeterminowanymi, poniewaz ich wartosci sg okreslone z géry dla kazdej chwili czasu.
Najprostszymi sygnatami zdeterminowanymi sg:

e sygnat harmoniczny:
X(t) = Acos(ampt +¢,), —oo<t<oo (1.1)

gdzie A jest amplituda, wo - pulsacja, a @o - fazg poczatkows, oraz

e sygnat okresowy:
Xt)=x(t+mT), —-oo<t<ow (1.2)

gdzie T jest okresem, a m - liczbg catkowita dodatnig.

Sygnaty, ktérych wartosci nie mozna z goéry okresli¢, nazywamy sygnatami niezdeterminowanymi (losowymi) i
mowimy, ze stanowig one realizacje proceséw losowych. Na potrzeby analizy teoretycznej wprowadza sie
pojecia proceséw stacjonarnych oraz procesow ergodycznych. Parametry statystyczne proceséw stacjonarnych
sg niezmienne w czasie. W przypadku proceséw ergodycznych parametry statystyczne sg réwnowazine
parametrom czasowym poszczegdlnych realizacji, np. wartos¢ oczekiwana jest réwna wartosci sredniej w czasie
[21].

W przypadku uzycia oscyloskopu do obserwacji sygnatu, dokonujemy analizy czasowej, chociaz znajac
parametry podstawy czasu mozemy okresli¢ wartos¢ okresu, a wiec rowniez warto$é¢ czestotliwosci
powtarzania, dla przebiegdéw okresowych. Drugi znany sposéb pomiaru czestotliwosci polega na obserwacji

! Zdaniem autordéw nie warto w tym miejscu wspominaé o metodzie linearyzacji charakterystyk czujnikoéw pomiarowych, ktore
obecnie realizuje si¢ w trakcie przetwarzania (cyfrowego) sygnatu pomiarowego.



krzywych Lissajou. W zadnym z wymienionych przypadkow nie mozemy jednak okresli¢ tzw. zawartosci
harmonicznych dla odksztatconych (réznych od sinusoidy) przebiegéw okresowych. W tym celu nalezy
zastosowac tzw. analize widmowa. Pojecie ,analiza widmowa” okres$la badanie wfasciwosci sygnatow nie w
dziedzinie czasowej lecz czestotliwosciowe;.

Typowy sygnat pomiarowy moze zawieraé¢ wartosé srednig, ktérej estymator w przypadku sygnatu ciggtego
definiowany jest jako:

_ 1T
Xr == j x(t)dt (1.3)
T 0
W przypadku sygnatu dyskretnego:
_ 1 N
XN =— ) X, (1.4)
N n=0

W celu pozbycia sie wartosci Sredniej nalezy jg od sygnatu odfiltrowaé. Mozna zastosowac technike sprzezenia
zwrotnego zawierajgcego blok estymacji wartosci Srednie;.

W przypadku, gdy pozadane jest przetwarzanie sygnatu w czasie rzeczywistym mozna uzy¢ jednej z ponizej
przedstawionych metod filtracji:

e Sygnaly ciagte moga byc¢ filtrowane za pomocg analogowego filtru dolnopasmowego, co prowadzi w
efekcie do catkowania w sposob podobny do opisanego wzorem (1.3).

e Sygnaly dyskretne mogg by¢ filtrowane za pomoca cyfrowego filtru dolnopasmowego lub w sposéb
opisany formuta typu moving average.

1 N-1 N -

XN = X —1[ 2x + X }— 1[(N 1)XN_1 + X ] (1.5)
N n=n n N | =N - - N '
Nn=0 N n=0 N

Trzeba pamietaé, ze réwnanie (1.5) charakteryzuje powolna zbieznos¢, stagd poczagtkowe estymaty wartosci
$redniej obarczone sg duzym btedem. Natomiast dla duzych wartosci N, jest ono niewrazliwe na wszelkie
niestacjonarne dryfty w zakresie wartosci Sredniej. W zwigzku z tym nalezy go uzywaé ostroznie. Warto
zauwazyc¢, ze transmitancja tak powstatego filtru ma postac (1.6):

b, N 1

a = b= (16)

H(z)=———,
@) 1-a,z" N -1

1.2. Usuwanie trendu i dryftu

Istnieje cata gama niestacjonarnych trendéw i dryftéw, ktére moga wystgpié¢ w praktyce i zaktdci¢ podstawowy
nurt analizy. Mozna je z grubsza podzieli¢ na dwie grupy: trend liniowy i dryft sezonowy (rys. 1.1). Nie istnieje
jedna, uniwersalna metoda do usuwania tego typu trendéw czy dryftéw, ale mozna zaproponowaé pewne
procedury znane i sprawdzone.
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Rys. 1.1. llustracja trendu i dryftu sygnatu pomiarowego

e Filtracja (analogowa lub cyfrowa): Sygnat jest przepuszczany przez filtr dolnopasmowy o odpowiedniej
czestotliwosci odcigcia, a nastgpnie odejmowany od ,,surowego” sygnatu. Ta metoda jest przydatna do
usuwania trendu liniowego i1 niskoczestotliwosciowych dryftow sezonowych, Jest oczywiste, Zze nie
mozna jej stosowa¢ w przypadku, gdy najnizsza czestotliwo$¢ w widmie sygnalu lezy ponizej
czestotliwosci odciecia filtru.

e Adaptacyjna filtracja dolnopasmowa (cyfrowa): Metoda podobna do omdéwionej poprzednio z tym, ze
tutaj parametry filtru cyfrowego sa zmieniane w sposob adaptacyjny, stosownie do zmian
dhugoterminowych wiasciwosci sygnatu (stanu zrodta). Metoda przydatna w obydwu przypadkach.

e Filtracja pasmowa: Metoda najczesciej uzywana, lecz uwarunkowana wymaganiem, aby dolna
czestotliwo$¢ odcigcia filtru pasmowego (a co za tym idzie dolnego pasma sygnatu) znacznie
przewyzszata czestotliwos$¢ odcigceia dryftu lub trendu.

e Filtracja gérnopasmowa: Metoda akceptowalna pod tym samym warunkiem, co poprzednia.
1.3. Filtracja cyfrowa

Pod pojeciem filtru cyfrowego rozumie sie pewien algorytm, ktory podobnie jak filtr analogowy zdolny jest
zmieni¢ charakterystyke widmowa sygnatu (dyskretnego). Projektowanie filtrow cyfrowych stanowi sztuke
samg w sobie. Czytelnik zainteresowany projektowaniem filtrow cyfrowych zmuszony bedzie siegngé do
literatury, po szczegdty. W niniejszym punkcie podany bedzie tylko zarys metod filtracji cyfrowej. Symbole uzyte
w opisie przedstawione sg na rysunku 1.2.

x(n) FILTR y(n)

CYFROWY

Rys. 1.2. Filtracja cyfrowa: x(n) - cigg wejsciowy, y(n) - cigg wyjsciowy
Dziatanie filtru cyfrowego w dziedzinie czasu opisuje rownanie liniowe réznicowe (1.7).
y(n)+ay(n-1)+..+a, y(n—M)=byx(n)+bx(n-1)+...+ b, ,x(n—N+1)=0 (1.7)

Transmitancje filtru, przy zatozeniu zerowych warunkdéw poczatkowych, opisuje sie w dziedzinie zmiennej
zespolonej (1.8):



H(z) = % (1.8)

Po konfrontacji z rownaniem réznicowym liniowym (1.7) przyjmuje ona postac:

H(z) = by +blzj+ bzz’722+...+belz:MN+l (L.9)
l+az7+a,z27" +..+a,z2
W przypadku szczegdlnym, gdy cigg wejsciowy X(n) ma postac:
1 dla n=0
x(n)=o(n) = 1.10
(n)=5(n) {0 dla n=0 (1.10)

ciagg wyjsciowy zwany jest odpowiedziq impulsowq filtru i rownowaziny jest odwrotnej transformacie Z
transmitancji filtru:

y()=h(n)=Z"[H(2)] (1.11)
Dla liniowego uktadu przyczynowego, tzn. gdy h(n)=0, dla n<0:
Y(z) =H(2)X(2) (1.12)

Zatem:

y(n) = x(n) *h(n) = Zn_: x(n)h(n—m) (1.13)

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym stabilnosci filtru jest, aby:

i|h(n)| <o (1.14)

co pociaga za sobg koniecznos¢ przynaleznosci biegundéw transmitancji H(z) do kota jednostkowego [z/[<1.
Struktury filtréw cyfrowych mozna podzieli¢ na dwie podstawowe grupy:

1. Filtry o skonczonej odpowiedzi impulsowej: SOI (Finite Impulse Response: FIR),
dla ktorych:

a=a,=..=a, =0 (1.15)

a co za tym idzie:

h(n):{b”' n=012,.,N-1 (1.16)

0, dla pozostaych
Na rys.1.3 przedstawiono przyktadowa strukture filtru SOI o transmitancji:

H(z):bo+blz’l+b2272+b3273+b4274 (1.17)



X(n)= > z? z*! z* z
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Rys. 1.3. Przyktadowa struktura filtru SOI

2. Filtry o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej: NOI (Infinite Impulse Response: IIR),
dla ktorych wielomian w mianowniku (1.9) jest r6zny od jednosci.

W formie przyktadu, na rys.1.4 przedstawiona zostata struktura kanoniczna tzw. sekcji bikwadratowej NOI o
transmitancji:

-1 -2
b, +b,z™ +b,z

1.18
1+az " +a,z” (1.18)

H(z) =

bo

Rys. 1.4. Struktura kanoniczna sekcji bikwadratowej NOI

Charakterystyki czestotliwosciowe filtru otrzymuje sie zaktadajac poruszanie sie po okregu jednostkowym z=e/?:

_Y@)
H(6) = Ol (1.19)

gdzie symbol #oznacza pulsacje unormowana.
Projektowanie filtru cyfrowego zasadniczo sprowadza sie do dwu metod:

1. Przeksztalcenie transmitancji filtru analogowego G(S) do postaci dyskretnej

H(z) = Z[H(s)] (1.20)

2. Bezposrednie zaprojektowanie filtru cyfrowego G(z) z odpowiednia charakterystyka czestotliwosciows.

Jako przyktady niech postuzg nastepujace filtry cyfrowe:

e Filtr dolnopasmowy: Yo =2(X, +X,4) = H(z)=1@+z1)

e Filtr gbrnopasmowy: Y = (Xp —Xp_1) = H(z)=(@1- Z_l)



e Filtr Srodkowopasmowy: Yy, =3(X, —X._,) = H(z)=1(1-2z7)

Tak opisane filtry (niskiego rzedu) majg oczywiscie nienajlepsze charakterystyki czestotliwosciowe, szczegélnie
w sgsiedztwie czestotliwosci odciecia i mogg by¢ traktowane wytgcznie w charakterze przyktadow
akademickich.

Projektowanie filtréw cyfrowych jest zadaniem bardzo ambitnym. Na szczescie dostepne sg bardzo efektywne
narzedzia do projektowania filtrow, o charakterze inzynierskim. Nalezy do nich przede wszystkim pakiet
programowy MATLAB.

Projektowanie filtrow w tym $rodowisku polega na umiejscowieniu charakterystyki w unormowanym uktfadzie
wspotrzednych (rys.1.5), a nastepnie, po wywotaniu stosownych funkcji, wyznaczenie najpierw rzedu filtru
(parametry N i M), a nastepnie skladowych wektoréw wspdétczynnikdédw a i b. Podobne narzedzia dostepne sg w
zintegrowanych pakietach oprogramowania narzedziowego do projektowania wirtualnych przyrzadéw
pomiarowych.

Zafalowania w pasmie
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Rys. 1.5. Charakterystyka amplitudowa filtru w unormowanym uktadzie wspétrzednych

1.4. Odszumianie sygnatow

Wiasciwie nalezatoby w tym miejscu rowniez powiedzieé, ze odszumianie sygnatéw stanowi sztuke samag w
sobie. Stosuje sie bowiem w tym zakresie bardzo wyrafinowane techniki, z ktérych najbardziej popularne
polegajg na zastosowaniu transformaty falkowej oraz transformaty skftadowych gtéwnych. W kazdym
przypadku, najpierw realizuje sie przeksztatcenie proste, potem eliminacje selektywnie wybranych
wspotczynnikdw i wreszcie przeksztatcenie odwrotne. Przyktad odszumiania z zastosowaniem metody falkowej
zamieszczono na rys.1.6. Widac tam sygnat oryginalny (zaszumiony), sygnat odszumiony oraz wyeliminowany
sygnat szumowy.
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Rys. 1.6. Przyktadowe zobrazowanie procesu odszumiania

2. Analiza widmowa Fouriera

Analiza widmowa Fouriera sygnatéw jako superpozycja funkcji sinus i cosinus jest obecnie niemal wszechobecna
w dziedzinie identyfikacji i analizy sygnatéw pomiarowych. Uzytecznosé transformaty Fouriera zawiera sie w jej
zdolnosci do analizy przebiegu czasowego sygnatu pod katem jego ,zawartosci czestotliwosciowej”.
Zastosowana w tym celu transformacja sygnatu polega na przetworzeniu funkcji opisanej w dziedzinie czasu na
funkcje opisang w dziedzinie czestotliwosci. Dopiero wtedy, sygnat moze by¢ analizowany pod katem jego
wiasciwosci czestotliwosciowych. W przypadku transformaty dyskretnej, wspdtczynniki transformaty
reprezentujg udziat kazdej ze sktadowych przebiegéw typu sinus i cosinus w funkgcji ich czestotliwosci.

Na potrzeby analizy widmowej niezbedne jest wprowadzenie klasyfikacji sygnatéw na sygnaty o ograniczonej
energii (rys.2.1):

j x(t)dt < oo @.1)

x(t)

>

Rys. 2.1. Przyktad sygnatu o ograniczonej energii



oraz sygnaty okresowe o ograniczonej mocy Sredniej (rys.2.2):

to+T

2
[ xi(dt <o 02
to

A X(t)

| t
>
! \/\/T

Rys. 2.2. Fragment sygnatu okresowego o ograniczonej mocy sredniej

Dla ciggtego sygnatu analogowego x(t) o ograniczonej energii definiuje sie pojecie widma X(w)? za pomocg tzw.
ciggtej transformaty Fouriera:

+00

X (@) = j x(t)e dt | (2.3)

—00

okreslanej tez mianem transformaty catkowej. Na odtworzenie sygnatu z jego widma pozwala transformata
odwrotna:

K =5 [X(@edo. (.4

W obydwu wzorach w = 2xf = 27/T oznacza pulsacje.

W przypadku sygnatu okresowego x,(t) (periodycznego, stad symbol p) wyznaczenie widma jest bardziej proste
i polega na rozwinieciu jednego jego okresu w zespolony szereg Fouriera:

X, (t) =D X e (2.5)
k=—0

gdzie wspofczynniki tego rozwiniecia Xy« stanowig dyskretne widmo sygnatu, i mozna je wyliczy¢ za pomoca catki
Fouriera zastosowanej do pojedynczego okresu:

to+T .
== pr (t)e kgt (2.6).

t

X

pk

W obydwu wzorach oo = 2nfo= 27t/T stanowi pulsacje sygnatu okresowego.

W ogdlnosci sktadowe widma sg liczbami zespolonymi, a wiec mozna im przyporzgdkowa¢ pewng amplitude i
faze. Oczywiscie mozna je rowniez zapisa¢ w postaci trygonometrycznej. Na rys.2.3 zamieszczono zestaw
przebiegdw wyjasniajacych zasade syntezy fali prostokatnej, z przebiegdw harmonicznych o zerowej fazie

2 Podana definicja dotyczy widma amplitudowego. Do analizy czestotliwoéciowej sygnatéw losowych czesto stosuje sie funkcje
widmowej gesto$ci mocy. Jest ona definiowana jako transformata Fouriera funkcji autokorelacji [22].



poczatkowej. Jest to proces odwrotny w stosunku do tego, co obserwujemy w trakcie analizy widmowej. Do
syntezy wykorzystano, w sposob stopniowy nastepujace sygnaty:

X, (t) = sin(w,t) (2.7)
X, () = sin(a,t) +%sin(3a)0t) 2.8)
. 1. 1.
Xs (t) = sin(a,t) + gsm(3a>0t) + gsm(Sa;Ot) (2.9)
i 1. 1. 1.
X, (t) = sin(w,t) + gsm(swot) + gsm(Sa)Ot) + 7sm(7co0t) (2.10)

Jak widaé sygnaty te otrzymano drogg sumowania nieparzystych harmonicznych o amplitudach
proporcjonalnych do 1/n, gdzie n oznacza numer harmonicznej. Na rysunku 2.3 wida¢ wyraznie jak liczba
sktadowych (nieparzystych harmonicznych) wptywa na ksztatt przebiegu wynikowego.

SYNTEZA FALI PROSTOKATME]

0a8r B

07 B

0B 1

nafr B

0.4r 1

03 B

02 1 1
0.1 2

Rys. 2.3. Przyktad kolejnego sumowania nieparzystych harmonicznych: 1 — xi(t), 2 — xs(t), 3 — xs(t)

Poszczegdlnym fragmentom widma, tak zdefiniowanego sygnatu, przypisuje sie pewne szczegdlne nazwy i
znaczenie zgodne z interpretacjq zjawisk fizycznych (rys.2.4). Prazek znajdujacy sie na pozycji zerowej, prqzek
zerowy, jest okreslany mianem skfadowej statej przebiegu. Prazek z nim sgsiadujgcy nosi nazwe podstawowej
harmonicznej, za$ wszystkie pozostate okre$lane s3 mianem wyzszych harmonicznych 2

3 W ogdlnym przypadku sktadowe widma nie musza wystepowaé w zwigzku harmonicznym miedzy soba.
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Rys. 2.4. Przyktadowe widmo sygnatu

Wyznaczanie ciggtego widma sygnatu (catkowa transformata Fouriera), czyli analiza widmowa, wymaga
stosunkowo skomplikowanych obliczen matematycznych [22]. Na szczescie, po przejsciu do przypadku
dyskretnego, obliczenia te mogg by¢é wykonywane za pomocg komputera. Przedtem jednak nalezy wybrany
fragment realizacji sygnatu wczytaé do pamieci komputera. Wymaga to uprzedniego przetworzenia tego sygnatu
do postaci cyfrowej, a wiec prébkowania i kwantyzacji. W praktyce pomiarowej, gdy mamy do czynienia z
sygnatami niezdeterminowanymi, napotykamy pewne trudnosci, ktérych podstawowg przyczyng jest wtasnie
tzw. skoriczony czas obserwacji sygnatu. Do analizy widmowej, z koniecznosci, przeznaczony zostanie tylko
pewien jego fragment - np. czes¢ zaznaczona linig przerywang na rys. 2.5, zawierajaca L prébek.

A
x(n)
Prébki sygnatu pobrane |
do analizy
|| I | n
x(0) X(L-1)

Rys. 2.5. Obraz fragmentu sygnatu przeznaczonego do analizy

Moéwimy w takim przypadku, ze na sygnat natoZone zostafo okno czasowe o ksztatcie prostokatnym, zgodnie z
zaleznoscia (2.11).

,,(n) = x(n)w(n) (2.11)

Wyznaczenie widma polega, w takim przypadku, na zastosowaniu algorytmu Dyskretnej Transformaty Fouriera
(Discrete Fourier Transform: DFT). Kazdy prazek widma wyznacza sie z zaleznosci:

L1 _
X (k)= x(n)e tzmt (2.12)
n=0

Przyktadowy obraz dyskretnego widma sygnatu rzeczywistego, uzyskany w jednym ze wspomnianych juz
Srodowisk inzynierskich (LabWinows/CVI, MATLAB) przedstawiono na rys. 2.6.
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Rys. 2.6. Przyktadowy obraz dyskretnego widma sygnatu rzeczywistego

Zastosowanie algorytmu odwrotnej Dyskretnej Transformaty Fouriera (Inverse Discrete Fourier Transform:
IDFT), umozliwia odtworzenie ciggu prébek sygnatu (2.13).

1 L-1 o
X(n)=IkZ;X(k)e’2 It (2.13)

Przy czym, poniewaz idea Dyskretnej Transformaty Fouriera wymaga ,sprébkowania widma”, sygnat
odtworzony przyjmuje forme okresowg, tzn. nastepuje powielenie na osi czasu fragmentu sygnatu przyjetego
do analizy (rys. 2.7).

znieksztatcenia
na krancach przed2|a+ow

||| T | B

x(0) X(L)

Rys. 2.7. Przyktad sygnatu odtworzonego z dyskretnego widma

Z rysunku wynika, ze przypadkowos¢ polegajgca na ,wycieciu z kontekstu” fragmentu sygnatu (do analizy)
objawiac sie moze w znaczgcym odksztatceniu przebiegu sygnatu na kraricach przedziatu po jego odtworzeniu.
Znajduje to swoje odzwierciedlenie w widmie sygnatu. Skutecznym sposobem ograniczenia niekorzystnego
wptywu tego efektu na przebieg analizy jest uprzednie ,,odksztatcenie” tego wycinka sygnatu przez zastosowanie
okna czasowego o ksztatcie odmiennym od prostokatnego. Znanych i stosowanych jest wiele réznych ksztattéw
okien czasowych. Zwykle, ksztatt takiego okna w sposdb tagodny ttumi do zera amplitudy prébek sygnatu na
krancach przedziatu. Nie ma recepty na dobér ksztattu okna czasowego. Sg jednak kryteria pozwalajgce ocenic
wiasciwosci okna w dziedzinie czestotliwosci i dobraé okno stosownie do potrzeb. Czesto, choé nie jest to sposdb
zalecany, dobiera sie je w sposdb eksperymentalny, obserwujgc ksztatt widma.

W szczegblnym przypadku, gdy mamy do czynienia z dyskretnym sygnatem okresowym o okresie N (L=N), do
analizy mozemy przeznaczy¢ wycinek bedgcy wielokrotnoscig okresu. Wtedy mamy do czynienia z przypadkiem
synchronicznej analizy widmowej, nie wymagajgcej uzycia okien czasowych o wymysinych ksztattach.

Podsumowanie powyzszych rozwazan stanowi tres¢ rysunku 2.8, na ktérym zamieszczono przyktad analizy
widmowej sygnatu harmonicznego o czestotliwosci fr=Kf,/L. Jak z niego wynika, w przypadku ogdlnym, na



catosciowy obraz wynikéw analizy widmowej sktadajg sie trzy wskazane tam elementy: wynik analizy
synchronicznej, efekt asynchronicznosci, efekt kwantyzacji prébek. Na rysunku, dla przejrzystosci, zamieszczono
tylko obwiednie fragmentéw widma lezgcych po obydwu stronach prazka gtéwnego.

4 IX(K)| /rEfekt analizy
\svnchronicznei

Efekt analizy
asynchronicznej

x(0) X(K) x(L/2)

Rys. 2.8. Wptyw poszczegdlnych efektdw na wyniki analizy widmowej

Obliczenia widma sygnatu dokonuje sie przy uzyciu specjalnego programu do wyznaczania transformaty
Fouriera. Program taki mozna napisa¢ wykorzystujgc algorytm numeryczny, ktéry powszechnie jest znany pod
nazwa Szybkiej Transformaty Fouriera (STF). Czesciej uzywana jest jego nazwa angielska: Fast Fourier Transform
(FFT). Algorytm ten zostat tak skonstruowany, aby obliczenia prowadzone byty jak najszybciej, a przetwarzanie
sygnatu mogto odbywac sie na biezgco (czyli w czasie rzeczywistym).

Podstawowy parametr analizy widmowej to rozdzielczos¢ widma: Af. Jest ona réwna ilorazowi zakresu
czestotliwosciowego, (rbwnowaznego fp) i liczby prazkéw widma L (rozmiar transformaty) (2.14):

Af =i (2.14)
L
Ta zaleznos¢ umozliwia skuteczne wyskalowanie osi czestotliwosci (zastgpienie indekséw probek widma
wartosciami czestotliwosci) — co nierzadko, z definicji lezy w gestii uzytkownika jednego z wymienionych
wczesniej programdow (i nie zawsze jest dla niego przyjazne)*. Dla wygody obliczen, a $cislej, mozliwosci
wykorzystania algorytmu FFT, przyjmuje sie L=2", np. 128, 256, 512, 1024 itd.

W praktyce bardzo czesto do zobrazowania widma stosuje sie charakterystyke logarytmiczng w zakresie
amplitud. Dotyczy to przypadkdéw, kiedy w widmie sygnatu wystepujg wazne sktadowe, lecz o bardzo matych
amplitudach. Dodatkowo, okazuje sie, ze duze znaczenie praktyczne ma funkcja (przebieg), ktéra powstaje po
wyznaczeniu odwrotnej transformaty Fouriera z logarytmicznego widma sygnatu. Okresla sie jg mianem
cepstrum. Nazwa ta powstata drogg zmiany porzadku grup liter w stowie spectrum, ktére oznacza widmo w
jezyku angielskim. Jak tatwo zauwazy¢ jest to funkcja czasu lecz okazuje sig, ze jej przebieg znacznie odbiega od
ksztattu segmentu sygnatu wybranego do analizy i niesie szereg cennych informacji o sygnale.

Celem przygotowania sie do dyskusji na temat czasowo-czestotliwosciowych aspektow analizy warto
przypomnieé, ze w zapisie z uzyciem iloczynu skalarnego transformata Fouriera przyjmuje postac:

4 Pelny zakres widma (L) rownowazny jest warto$ci czestotliwosci probkowania fy,. O§ symetrii widma lezy w potowie tego zakresu —
fol2.



Witasciwosci transformaty Fouriera weryfikuje sie w obszarze takich zagadnien jak:

+00 +00

X(w) = IX(t)e_j”tdt= I X(t)ﬁdt :<x(t),ej“’t>

—00 —00

Liniowos¢:

X(t) = ax, (t) + bx, (t)
X(w) = aX,(®) +bX,(®)

Przesuniecie i skalowanie w czasie:

Xo (t) = X(t _to)—> XO((()) =X (a))e_ja’oto

X, (t) = x(at) ——> X (@) = % X [gj

Przesuniecie i skalowanie w czestotliwosci

Xo(@) = X(0—w,) = X, (t) = X(t)e‘j“")t

X_(0) = X (a0) = X, () = — x&j

[
Momenty:
M, = tEt”X('f)dt =M, = (_j)ndnd)zo(”w)w_o
Splot:

X(t) = Txl (r)x,(t—7)dr

X(1) =X 1) * %) = X(@)=X,(@)X,(o)

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

W celu poparcia rozwazan teoretycznych dotyczacych wyznaczania widma sygnatéw o ograniczonej energii,

ponizej podano wybrane przyktady, ktdre znajdujg zastosowanie w analizie czasowo-czestotliwosciowe;j.

Przyktad 1 limpuls prostokatny : r(t)=u(t+T)-u(t-T)

r(t) R(@)

b)

Rys. 2.9. Impuls prostokatny a) i jego widmo b)



2T sin(wT)

R@)= ol

Dla T=0.5, otrzymuje sie funkcje charakterystyczng okreslang mianem B-spline rzedu I-go
r)=rt-05)= VAR (t) _

Przyktad 2: Impuls trojkatny: TAt) = r(t)*r(t)

Tr (1)

T T T T

2T T T 2T

Rys. 2.10. Impuls tréjkatny
Widmo tego impulsu:

, Sin?(aT)

T, (w) =4T (@T)?

(2.24)

(2.25)

W tym przypadku dla T=0.5, otrzymuje tzw. B-spline rzedu Il-go. tatwo zauwazy¢, ze kolejne funkcje typu spline

otrzymuje sie drogg realizacji splotu w dziedzinie czasu. Ich widma wyznacza sie drogg iloczynu widm, a Scisle

biorg podnoszenia widma do kwadratu. Dla przypadku rzedu II-go mamy:

t®=r®*r®), = T(0)=R(@R(®) =[R@)]

Przyktad 3: Impuls Gaussa:

gty=e

a(t) G(w)

\ 4

Rys. 2.11. Impuls Gaussa i jego widmo

(2.26)

(2.27)

(2.28)



3. Analiza czasowo-czestotliwosciowa

Nalezy podkresli¢, ze tradycyjna analiza czestotliwosciowa nie nadaje sie do obserwacji wtasciwosci sygnatow
niestacjonarnych, o parametrach zmiennych w czasie. Wymagana jest tutaj analiza wykorzystujgca taczne
czasowo-czestotliwosciowe reprezentacje sygnatéw. Rodzina reprezentacji czasowo-czestotliwosciowych jest
bardzo duza. Ogdlnie moga by¢ one podzielone na reprezentacje typu czas-czestotliwos¢ oraz czas-skala, a
interpretowane jako rodzaj tzw. krdtkoczasowej analizy widmowej [6, 15,16].

3.1. Krotkoczasowa transformata Fouriera

Jezeli mamy do czynienia z sygnatem nieokresowym, sumowanie funkcji okresowych typu sinus i cosinus, nie
moze da¢ wiarygodnej reprezentacji sygnatu. Sygnat ten mozna w sposdb sztuczny doprowadzi¢ do okresowosci,
ale wymaga to zadbania o zachowanie ciggtosci na krancach przedziatdw. Tak zwana Krdtkoczasowa
Transformata Fouriera (Short Time Fourier Transform — STFT) jest skutecznym narzedziem rozwigzania
problemu budowania reprezentacji widmowej funkcji nieokresowe;.

Krétkoczasowa Transformata Fouriera umozliwia wydobycie z sygnatu informacji o tym, jak zmienia sie jego
widmo w czasie, czyli jednoczesng obserwacje jego wtasciwosci zaréwno w dziedzinie czasu jak i czestotliwosci.
Wycinek sygnatu (blok probek o rozmiarze L) przeznaczony do analizy zostaje podzielony na segmenty, a kazdy
segment podlega analizie widmowej niezaleznie. Podobnie jak w przypadku tradycyjnym, aby usungc
gwattowne zmiany (ciecia) sygnatu na krafcach przedziatéw, stosuje sie wymysine okna czasowe w odniesieniu
do wspomnianych sekcji. Sukcesywne ,przesuwanie okna czasowego” umozliwia lokalizacje parametréw
widmowych sygnatu w czasie.

Ten proces daje sie zapisac za pomocg prostego rownania:
X (t,w)= [xt)pt—r)e 7 dr (3.1)

w ktérym ¢ () opisuje funkcje okna czasowego. Przesuwajgc okno ¢ () w czasie, wzdtuz sygnatu, wyznacza sie
jego zawarto$¢ widmowg wewnatrz przedziatu czasowego, ktorego dtugosc jest okreslona szerokoscig okna.
Ksztatt okna czasowego odgrywa kluczowa role w przypadku STFT. lloczyn szerokosci okna w dziedzinie czasu i
szerokosci okna w dziedzinie czestotliwosci jest wielkoscig statg dla danego okna. Stad tez, poprawiajac
rozdzielczos¢ w dziedzinie czasu, bedziemy jg pogarsza¢ w dziedzinie czestotliwosci i odwrotnie. Zatem
szerokos¢ okna wybierana jest na drodze kompromisu.

Przechodzgc do konkretéw, zatézmy, ze ¢ (t)eL? (R), jest funkcja rzeczywistg i opisuje ksztaft okna czasowego.
Efekt zastosowania okna czasowego opisuje zaleznos¢:

X (1) = x(Oo(t —7) 3.2)

Dla przypadku okna prostokatnego (rys.3.1): ¢, (t) = 7., (t)



Y o)=xen(0

Rys. 3.1. Prostokatne okno czasowe

Efekt dziatania prostokatnego okna czasowego opisuje zaleznosc (3.3).

“® :{X(t), telr—e,7+¢) (3.3)

0 dla pozostalych

Teoretycznie, funkcja nie moze by¢ jednoczesnie ograniczona w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci.
Jednak, przy tak zdefiniowanych promieniach okien, mozna osiggna¢ jednoczesng ich ograniczonos¢ w
dziedzinie czasu i czestotliwoscii W takim przypadku o(t) okresla sie mianem okna czasowo-
czestotliwosciowego. Niestety, okno prostokatne nie jest tutaj dobrym przyktadem, gdyz Ay = 32, a Ao = .
Wynika stad jasno, ze jest to idealne okno czasowe i jednoczesnie najgorsze, wrecz nieakceptowalne okno
czestotliwosciowe.

Miarg jakosci okna czasowo-czestotliwosciowego jest iloczyn promienia w dziedzinie czasu i czestotliwosci, czyli
»pole” okna potozonego na ptaszczyznie t/f. Przy czym zgodnie z zasadg nieoznaczonosci:

AA, z% (3.4)

W kontekscie powyzszych rozwazan, krétkoczasowg transformate Fouriera (STFT) sygnatu x(t), w odniesieniu
do okna ¢(t) rozmieszczonego w pozycji (t,&) na ptaszczyznie t/f zdefiniowaé mozna jako:

G(r,&) = j x(t)g, . (t)dt (3.5)
0r (1) = ot -7)e)*!

gdzie: .

Dopuszcza sie, aby ¢(t) bylo funkcja zespolong i w zwigzku z tym musi spetnia¢ uogdlniony warunek
zapewniajacy, ze ®(w) stanowi filtr dolnopasmowy:

®(0) = Tgo(t)dt #0 (3.6)

W odrdéznieniu od tradycyjnej transformaty Fouriera, dla ktdrej, do wyznaczenia pojedynczej sktadowej,
konieczna jest znajomosc¢ funkcji x(t) na catej osi czasu, w tym przypadku wymagana jest znajomosc x(t) tylko w
przedziale okreslonym przez potozenie ¢(t-1).

Niezwykle interesujgce jest podejscie przyjmujace, ze w STFT okno ¢t) uzyte jest do modulacji sygnatu
sinusoidalnego e’ Wyrazenie opisujace STFT przyjmuje wtedy postaé:

G(r,£) = (xOe(t -’ ) = (XD, £ (1)) (37)



Mozna powiedzie¢, ze funkcja:

.- (t) = p(t —7)e (3.8)

zachowuje sie tak jak pakiet fal, gdzie sinusoida oscyluje wewnatrz okna ¢(t). Kazdy pakiet traktowa¢ mozna
jako pewng funkcje bazowq. Podejscie to pozwala traktowad STFT jako rozkfad x(t) na sktadowe nalezgce do tak
zdefiniowanej bazy na ptaszczyznie t/f.

Funkcje x:(t) mozna odtworzy¢ wyznaczajgc odwrotng transformate Fouriera o postaci:

KO =pt-DxO = [G(reds (39)

Funkcje oryginalng x(t), natomiast otrzyma sie dopiero po przebiegnieciu wszystkich pozycji potozenia okna:

1

= 2o

[dge™ [G(z,&)p(t—7)dr (3.10)
3.1.1. Transformata Gabora

Znany jest pewien przypadek szczegdlny dla STFT, w ktérym okno czasowe ma ksztatt gaussowski:

'[2

p(t) = ga(t)=ie_5, a>0 (3.11)
2rcx
Okazuje sie, ze widmo tego okna ma réwniez ksztatt gaussowski:
(@) =G, (@) =", a>0 (3.12)

Przypadek ten spetnia warunki okna czasowo-czestotliwo$ciowego o parametrach:
e oknoczasowe:t =0, A, = Ja

s x 1
e okno czestotliwosciowe: ® =0, A =——

2\a

Okno to, od nazwiska pierwszego uzytkownika, nosi miano okna Gabora [10]. Miara jakosci okna Gabora wynosi:

(3.13)

i osigga dolng granice zasady niepewnosci.

Idea analizy czasowo-czestotliwosciowe] z uzyciem transformaty Gabora, przedstawiona jest na rys.3.2.



t | -
Rys. 3.2. Zobrazowanie idei STFT na ptaszczyznie t/f
Analityczny zapis tej transformaty przedstawia zaleznos¢ (3.14):
+00 _ 1 “(t-)*
G (b,¢) = j x(t)g, (t—7) e tdt = —— j f(t)e *« e ¥'dt (3.14)
s 2na ¥

3.1.2. Wtasciwosci STFT

Wiasciwosci  krotkoczasowej transformaty Fouriera utatwiajg zrozumienie istoty analizy czasowo-
czestotliwosciowej. Ponizej przedstawiono trzy najbardziej istotne:

e liniowos¢: x(t) =ax, (t) +bx, (t)
G =aG(r,&)+bG,(7,¢) (3.15)

e przesunigcie w czasie: X, (t) = x(t—t,)

Gy (b,£) = [Xt—t,)plt—)e ¥ dt =

= Tf Ot — (r —t,) e e dt = (3.16)

=€ 4Gt 8)

Oznacza to, ze jezeli potozenie oryginalnej funkcji x(t) zostanie przesuniete w czasie o ty, to lokalizacja widma
na ptaszczyzinie t/f zostanie réwniez przesunieta o to w czasie, a lokalizacja czestotliwosciowa pozostanie bez
zmian. Dodatkowo pojawi sie przesuniecie fazowe proporcjonalne do to.

e przesuniecie w czestotliwosci: X, (t) = x(t)e*



G(r,&) = Tx(t)ej“"’t(o(t —7r)e 9t =

—00

= [ x(p(t—7)e ' dt = (3.17)

= <X(t),(0(t —T)eij(éiw())t> = G(T, é: - a)O)

Powyzsza zaleznos$¢ potwierdza, ze w przypadku ,przesuniecia” funkcji x(t) w dziedzinie czestotliwosci, widmo
STFT zostaje réwniez przesuniete na osi czestotliwosci bez zmiany amplitudy i fazy.

Do celéw obliczen numerycznych, jak zwykle wprowadza sie pojecie Dyskretnej Transformaty Gabora,
okreslanej w skornczonym zbiorze punktéw na ptaszczyznie t/f. Wtedy:

+00

G(ry.&) = [x(0)g, (t—7,) e *dt =
e (3.18)

= <X(t), ga(t - Tn) ejgkt> = <X(t)’¢n,k (t)>

Funkcja x(t) moze zostaé odtworzona na podstawie zaleznosci okreslanej mianem rozktadu Gabora:
— J&t
f(t)=> > G(z,.&)9,(t—7,)e™ (3.19)
n k

Wspotczynnikami tego rozktadu sg liczby Gnk= G(tn,Ek). W kontekscie powyzszego warto podac uogdlniong
formute rozktadu Gabora, w ktérej wystepuje pakiet fal sinusoidalnych zmodulowanych za pomocg okna
gaussowskiego o symbolu ¢n k(t):

X(1) =D G @ni (t) (3.20)

Pakiet ten okreslany jest mianem bazy rozktadu Gabora. Baza ta, z uwagi na gaussowski ksztatt okna o
minimalnym rozmiarze na ptaszczyznie t/f, uchodzi za optymalng w sensie budowy reprezentacji sygnatu.

Ponizej (rys.3.3) podany jest przyktad zastosowania rozktadu STFT do sygnatu o postaci [10]:
X(t) = sin 2zf,t +sin 27f,t + a5 (t—t)) + 5 (t )] (3.21)
dla réznych szerokosci (promieni) A: okna czasowego ¢(t).

W pierwszym przypadku, dla szerokiego okna czasowego, otrzymuje sie bardzo dobrg rozdzielczo$é
czestotliwosciowa i bardzo stabg rozdzielczo$¢ czasowg. W miare zwezania okna czasowego poprawia sie
rozdzielczos¢ czasowa kosztem czestotliwosciowej. Dla dobrego zobrazowania wszystkich elementow
sktadowych sygnatu, trzeba zmieniaé parametry okna czasowo-czestotliwosciowego i za kazdym razem, od
nowa wyznaczaé STFT. Wymaga to duzych naktadéw obliczeniowych.

Na zakonczenie tego punktu na kolejnych rysunkach pokazano praktyczne wyniki analizy t/f, przeprowadzone;j
z uzyciem transformaty Gabora, za pomocag wirtualnych przyrzadéw pomiarowych [11]°. W obydwu
przypadkach uzyte zostaty bardzo charakterystyczne sygnaty, utatwiajgce interpretacje rozktadéw widmowych

5 Przyrzady opracowane w Zaktadzie Miernictwa Elektrycznego IETIME PW w ramach projektu badawczego



[16]. W pierwszym przypadku (rys.3.4) jest to sygnat ztozony z segmentéw powstatych w wyniku skokowej
zmiany czestotliwosci, a w drugim (rys. 3.5) sygnat o zmodulowanej czestotliwosci ze zmiennoscig wyktadnicza.
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Rys. 3.4. Praktyczny wynik analizy t/f, przeprowadzonej z uzyciem transformaty Gabora
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Rys. 3.5. Praktyczny wynik analizy t/f, przeprowadzonej z uzyciem transformaty Gabora

Podsumowanie wtasciwosci aplikacyjnych STFT:
e A:tiAo - nie zaleza od potozenia na ptaszczyinie (t/f).
e ustalona rozdzielczo$¢ czasowo — czestotliwosciowa
e W analizie czasowo-czestotliwosciowej wskazane bytoby postugiwanie sie oknem strojonym:
- szerokie w czasie (waskie w czestotliwosci) dla matych czestotliwosci

- waskie w czasie (szerokie w czestotliwosci) dla duzych czestotliwosci.

4. Analiza falkowa

Z zasady dziatania transformaty Fouriera wynika jasno, ze rozdzielczo$¢ czasowa analizy dokonanej z jej pomocg,
nie jest zadowalajaca. Innymi stowy, jezeli analizujemy sygnat, ktéry zmienia sie gwattownie z poziomu -1V do
+1V to do jego opisu musimy uzy¢ bardzo duzej liczby wspoétczynnikéw (teoretycznie — nieskonczenie wiele), a
ponadto nie jesteSmy w stanie okresli¢ chwili czasu, w ktdrej ta zmiana nastgpita. Dla jej okreslenia mozemy
oczywiscie uzyé opisanego algorytmu STFT. Jednakze, znaczgcy poprawe jakoSci analizy otrzymamy dopiero po
,2umiejetnym” zastosowaniu metody falkowe;j.

W przypadku transformaty falkowej, najbardziej charakterystyczne jest to, ze w odrdznieniu od funkgcji sinus i
cosinus (charakterystycznych dla transformaty Fouriera), indywidualne funkcje falkowe sg dobrze zlokalizowane
w czasie (lub przestrzeni—dla obrazéw) i jednoczesnie podobnie jak sinus i cosinus, indywidualne falki sg dobrze
zlokalizowane w czestotliwosci, scisle biorgc tzw. skali. Ponadto w odrdznieniu od funkcji sinus i cosinus, ktére
definiujg unikalng transformate Fouriera, nie ma pojedynczego, unikalnego zbioru falkowych funkcji bazowych.
Falki réznia sie miedzy sobg zwartosciq lokalizacji czasowej oraz pfynnosciq i gtadkoscig ksztaftow. Wynikajgca



stad zdolnos$¢ falek do opisu sygnatow ,z nieciggtosciami”, przy ograniczonej liczbie wspotczynnikdw oraz z
lokalizacjg w czasie, stanowi o jej przewadze nad transformatg Fouriera. Zaryzykowaé¢ mozna stwierdzenie, ze
analiza falkowa jest ,lokomotywg” w dziedzinie cyfrowego przetwarzania sygnatéw.

Na rys. 4.1 zilustrowano idee czterech znanych metod analizy sygnatdw: czasowg, czestotliwosciowg, czasowo-
czestotliwosciowg (STFT) oraz falkowg. Wida¢ na nim wyraznie, ze w odrdznieniu od metody STFT, gdzie
rozdzielczos$¢ czasowo-czestotliwosciowa jest ustalona na catej ptaszczyznie t/f, w metodzie falkowej rozmiary
okna czasowo-czestotliwosciowego sg funkcjg jego potozenia na tej ptaszczyznie.

AMPLITUDA
CZESTOTLIWOSC

CZAS AMPLITUDA

Analiza czasowa Analiza czestotliwos$ciowa

CZESTOTLIWOSC
SKALA

CZAS CZAS

Analiza STFT Analiza falkowa

Rys. 4.1. Poréwnanie metod analizy: czasowa (obserwacja wiasciwosci sygnatu w dziedzinie czasu), czestotliwo$ciowa
(obserwacja wtasciwosci sygnatu w dziedzinie czestotliwosci), STFT (obserwacja wtasciwosci sygnatu na ptaszczyznie
czas-czestotliwo$¢), falkowa (obserwacja wiasciwosci sygnatu na ptaszczyznie czas-skala)

Swojg niezwyktg efektywnos¢, a zarazem popularnos¢ w zakresie analizy sygnatéw, transformata falkowa
zawdziecza szybkiemu algorytmowi, opracowanemu przez Mallata w roku 1989, zwanemu piramidg Mallata
[13]. Algorytm ten wykorzystywany jest do uzyskania dekompozycji sygnatu na sktadowe falkowe z uzyciem tzw.
kwadraturowych filtréw lustrzanych. Zastosowane w nim podejscie wielorozdzielcze przenosi metode falkowa
w realia kodowania podpasmowego.

Chociaz zakres pozycji literaturowych poswieconych metodzie falkowej jest niestychanie rozlegty [7, 10,13], to
ogromna wiekszos¢ sposrad nich pisana jest przez specjalistow dla specjalistow. Istniejg pozycje polskojezyczne
[2, 20]. Na szczegdlng uwage zastuguje pozycja [22]. Celem tego rozdziatu jest przyblizenie czytelnikowi
praktycznych aspektdw analizy falkowej, co miejmy nadzieje, bedzie pomocne w zrozumieniu idei oraz
prowadzeniu eksperymentéw w tej dziedzinie [16].



Ciagta (catkowa) transformate falkowg (Continuous Wavelet Transform: CWT) funkcji x(t)eL? dla pewnej falki
y(t) definiuje sie jako:

+00

W(zr, o) = J.X(t)l//r,cr(t)dt’ l//r,cr(t) = %l//

—0o0

t-r (4.1)
o

We wzorze tym parametr ¢ oznacza skale, zas T — przesuniecie, co odpowiada ich funkcjom petnionym w zapisie

wzoru falkowego. Po to, aby funkcja w(t) mogta stanowi¢ funkcje okna, a takie by¢ wykorzystana do

odtworzenia x(t) musi spetnia¢ warunek:

¥ (), = [w(t)dt=0 (4.2)

Scidle biorac, ciggta transformata falkowa osadzona jest wiec w przestrzeni czas-skala (t/s), a nie czas-
czestotliwos¢ (t/f). Jednakze, w konkretnym przypadku, po dokonaniu odpowiedniej transformacji mozna
przeliczy¢ skale na czestotliwos$¢. Miarg czestotliwosci jest 1/c. Parametr t symbolizuje lokalizacje okna wzdtuz
osi czasu. Wyrazenie (4.2) natomiast wymusza oscylacje falek, ktére nie byty wymagane w stosunku do okna
STFT. Jednakze definitywnie yx o(t) zajmuje miejsce ¢ :(t) i zachowuje sie tak jak funkcja okna. Natomiast widmo
tego okna H{®=0) = 0 i odwzorowuije filtr pasmowy.

Warto przy tym zwréci¢ uwage, ze iloczyn promieni okien, czasowego i czestotliwosciowego, ma wartos¢

statg na catej ptaszczyznie:

(o)

Potozenie okna czasowo-czestotliwosciowego na ptaszczyznie t/f, dla transformaty falkowej, pokazano na
rys.4.2.
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Rys. 4.2. Zobrazowanie idei transformaty falkowej na ptaszczyznie t/f

Podobnie jak w przypadkach DFT oraz STFT definiuje sie pojecie dyskretnej transformaty falkowej (Discrete
Wavelet Transform: DWT). W tym celu przyjmuje sie, ze:



oc=2"°, r=2"%"] (4.9)

co w konsekwencji, po dodatkowym przyjeciu zatozenia o dyskretyzacji x(t), daje nowa forme zapisu
transformaty:

W(l,s)=W(127°27%)=W(l,s) =

=28/2 fox(t)w(zst—ndt: (4.5)

=2°"2% x(nyy(2°n-1)

Warto pamietaé, ze transformata falkowa nie spetnia warunku niezmiennosci wzgledem przesuniecia, a
przesuniecie funkcji w czasie: xm(t)=x(t-7m), objawia sie w dziedzinie falkowej raczej w sposéb bardzo
nieprzyjazny [10]:

W, «(I,8) = ZSIZTXm Oy (2%t = 1)dt =

—00

_osl2 _ Sn= =
-2 Zn:x(n myy(2°n—1) (4.6)

=2812% x(nyy[2°n - (1 -m2°)] =
=W, ,[(1-m2%)27° 27°]

Na tym etapie rozwazan mozna sie pokusi¢ o sformutowanie wyrazenia na szereg falkowy, ktory istnieje dla
dowolnej funkcji x(t) L%

X®) =Y > w5 (t), v o) =222y (2°t-1) 4.7)
s |

Jezeli zatem {ys(t)} tworzy ortonormalng baze w przestrzeni L%(R) to podobnie jak w przypadku szeregu
Fouriera:

Wi s = (X0, pric s (1) = 2°"W,, , (1,5) (4.8)

Okazuje sie, ze w odrdznieniu od transformaty Fouriera szereg falkowy otrzymuje sie po sprobkowaniu
transformaty ciggtej na ptaszczyznie t/f, w wybranych punktach diadycznych: (127, 2°%). Analiza jest utrudniona,
gdy baza {yis(t)} nie spetnia warunku ortonormalnosci. Wymaga to zdefiniowania tzw. falki dualnej i
sformutowania bazy: {y; s(t)} [10, 13].

W tabeli 4.1 zamieszczono przyktady skalowania funkcji dla przypadku sinusoidy oraz pewnej (typowej) falki (a
- wspofczynnik skali). W przypadku sinusoidy istnieje Sciste odwzorowanie skala-czestotliwos¢, dla falki nie jest
ono tak oczywiste. W zwigzku z tym, jak juz wspomniano wczes$niej, pozostaje sie przy pojeciu skalowania.



Tabela 4.1 Przyktady skalowania funkcji

A A Wysoka skala

v/\v X x:):int /\V/\\/ \/\V X :(31:1//(0

A A Srednia skala

/\ /\ /\ > X(t) =sin 2t X(t) = w(2t)
RS

A A Niska skala
B X(t) =sin 4t _ﬁj C:l s | XO=y(4)
a=4 a=4

Proces skalowania falki moze przebiega¢ w dwu kierunkach, okresla sie je mianem kompresji (Sciskania) lub
rozciggania. W tabeli 4.1 do skalowania falki zastosowano kompresje.

Drugi parametr rozktadu falkowego to przesuniecie. Ilustracja przesuwania w czasie zawarta jest w tabeli 4.2.

Tabela 4.2 llustracja przesuwania w czasie falki
A A A

w(t) y(t-17) y(t-2r)

Na tle powyzszych rozwazan mozna, w sposob opisowy, zdefiniowaé proces rozktadu falkowego. Zawiera on 5
charakterystycznych krokéw (tabela 4.3).



Tabela 4.3 llustracja rozktadu falkowego

Wybrang falke ustawi¢ na poczatku fragmentu

sygnalu przeznaczonego do analizy,
A A ﬂ /\ A /\ /\ Wyznaczy¢ umowng warto$¢ liczbowa
U VW / \/ v \/ > odpowiadajaca korelacji miedzy biezacg falkg
1 odpowiadajacym jej segmentem sygnatu.
Uwaga! — w przypadku unormowania energii
sygnatu w aspekcie uzytej falki, wspomniana
1 A !\ liczba  bgdzie  réwnowazna ~ wartosci
V U V > wspotczynnika korelacji wzajemnej migdzy
falka, a wybranym segmentem sygnatu.

. Przesuna¢ falke o jeden cykl w prawo i
powtorzy¢ dziatanie opisane w kroku 2.
A ﬂ /\ A Sekwencje krokow 3,2 powtarza¢ az do konca

UV W /\/ v \/ > trwania sygnatu.

A

w

Rozciagna¢ falke i powtdrzy¢ kroki od 1 do 3.
A ﬂ ﬂ ﬂ/\ A /\ 4. Powtdrzy¢ kroki od 1 do 4 az do wyczerpania

UVW\/\/ v \/ . wszystkich skal.

AVA\/ \/\V i

Powyziszy przyktad operuje w obrebie tzw. diadycznego charakteru zmian w obrebie skali i przesuniecia
charakterystycznych dla dyskretnej transformaty falkowej (DWT). Pod pojeciem ciggtej transformaty falkowe;j
(CWT) kryje sie sposéb umozliwiajgcy uzycie dowolnej, zmienianej w sposdb ciggty skali oraz ciggtego
przesuniecia w czasie. Oczywiscie, w kontekscie sygnatdw dyskretnych ciggtosé, w obydwu wskazanych
przypadkach, oznacza zmiany w obrebie jednej prébki sygnatu (co jedng prébke),

Nalezy zauwazy¢, ze w analizie falkowej wyzsza skala réwnowazna jest bardziej rozciggnietej falce (patrz tabela
4.1). Im bardziej rozciggnieta falka (wyzsza skala) tym wieksza sekcja sygnatu, z ktdrg jest poréwnywana i tym
bardziej zgrubne cechy sygnatu wyeksponowane za pomacg odpowiadajgcego jej wspotczynnika.
Podsumowanie tego spostrzezenia zawarto w tabeli 4.4

Tabela 4.4 Charakterystyka analizy falkowej

Niska skala analizy Sciénieta falka Szybkozmienne Wysoka czestotliwosé
falkowej detale analizy

Wysoka skala analizy |Rozciggnieta falka Wolnozmienne Niska czestotliwos¢
falkowej cechy sygnatu analizy




Fakt, ze analiza falkowa nie obrazuje cech sygnatu na ptaszczyznie czas-czestotliwos¢, lecz czas-skala nie stanowi
o stabosci metody, a wrecz przeciwnie — o jej sile. Okazuje sie, ze jest to naturalna metoda opisu wielu zjawisk
fizycznych odbieranych przez zmysty cztowieka. Trzeba sie z nig pogodzic i do niej przyzwyczaic.

Zjawiskiem scisle zwigzanym z metodg falkowa jest analiza wielorozdzielcza [1]. Jak wskazuje nazwa, umozliwia
ona obserwacje wtasciwosci sygnatu na réznych poziomach aproksymacji lub inaczej rozdzielczosci. Stosujgc
analize wielorozdzielczg dokonuje sie podziatu ztozonej funkcji na kilka (lub wiecej) prostych sktadowych i bada
je niezaleznie.

Bardzo efektywna metoda implementacji tego algorytmu analizy dokonanej z uzyciem filtrow opracowana
zostata w 1988 roku przez Mallata [13]. Nawigzuje ona do, znanej z analizy czestotliwosciowej, metody
kodowania w podpasmach i realizuje tzw. szybkq transformate falkowq (Fast Wavelet Transform: FWT).

Do analizy falkowej wprowadzono dwa bardzo adekwatne pojecia: aproksymacji i detalu. Pod pojeciem
aproksymacji rozumie sie wysokg skale analizy, niskoczestotliwosciowe sktadowe sygnatu. Detale to niska skala
i wysokoczestotliwosciowe sktadowe. Wspomniany proces filtracji, w swoim najnizszym poziomie obejmuje dwa
filtry: dolnopasmowy (L) i gérnopasmowy (H). Filtr dolnopasmowy odtwarza aproksymacje, a gérnopasmowy

Il Bl Ok
e
—{A —»@—» a

Rys. 4.3. Schemat filtracyjnej dekompozycji falkowej

detal sygnatu (rys.4.3).

Oryginalny sygnat S przechodzi przez pare komplementarnych filtréw, ktére rozdzielajg go na dwie sktadowe A
(Aproksymacja) i D (Detal). W przypadku filtracji cyfrowej podwaja sie liczba danych, przeznaczonych do
dalszego przetwarzania. Wygodnym sposobem ograniczenia tej liczby w metodzie falkowej jest decymacja,
polegajgca na odrzuceniu co drugiej probki danych. Przyktad dziatania filtréw falkowych wraz z interpretacja
zawiera tabela 4.5.

Tabela 4.5 Interpretacja dziatania filtréw falkowych

x(n)

Sygnat oryginalny: sinusoida

1.5 1

zaszumiona szumem biatym
o5 . o rozktadzie normalnym

amplitud.
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L
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L
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S00

Xa(n)
Odfiltrowana za pomoca
falkowego filtru
dolnopasmowego
aproksymacja sygnatu
oryginalnego, w postaci
sinusoidy o znacznie
mniejszym poziomie szumu.
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s00

Xd(n)
Odfiltrowane za pomoca
falkowego filtru
gérnopasmowego detale
sygnatu oryginalnego, w
postaci szumu
wysokoczestotli-
wosciowego.

Przyktad pierwszego poziomu dekompozycji

zamieszczono na rysunku 4.4.
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Rys. 4.4. Przyktad pierwszego poziomu dekompozycji falkowej sygnatu

Petny proces dekompozycji zawiera szereg cztondw tworzacych tzw. drzewo dekompozycji falkowej. Przyktad

takiego drzewa zamieszczono na rysunku 4.5.
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Rys. 4.5. Drzewo dekompozycji falkowej: S — sygnat oryginalny,
di— detal w i-tej skali, ai—aproksymacja w i-tej skali

Z powodu tego, ze proces dekompozycji ma charakter iteracyjny, teoretycznie moze on trwac¢ do
nieskoriczonosci. W rzeczywistosci, moze by¢ kontynuowany tylko do chwili, az w kolejnym detalu pozostanie
pojedyncza prébka. W praktyce zas, wybiera sie odpowiednig liczbe poziomdw, dostosowang do natury sygnatu
lub innego kryterium.

Z metrologicznego punktu widzenia mozna by poprzesta¢ na oméwieniu procesu dekompozycji falkowej,
zwanego inaczej procesem analizy. Nierzadko jednak, np. w zastosowaniu do kompresji sygnatéw konieczne
jest, mozliwie wierne, odtworzenie postaci sygnatu oryginalnego. Proces ten, w metodzie falkowej okreslany
jest mianem rekonstrukcji lub syntezy. Matematyczny zapis tego procesu obejmuje definicje odwrotnej
dyskretnej transformaty falkowej. Metoda filtracyjna zas, polega na uzyciu tzw. filtrow rekonstrukcyjnych.
Znamienna dla metody falkowej jest konieczno$¢ tzw. rekonstrukcji perfekcyjnej. Jest ona nastepstwem
systematycznego wprowadzania znieksztatcen sktadowych sygnatu wystepujacych w procesie analizy droga
usuwania co drugiej prébki. W procesie rekonstrukcji, brakujgce probki zastepowane sg warto$ciami zerowymi.
Filtry rekonstrukcyjne za$ dobrane sg w taki sposdb, aby ,niwelowaty” zgubne nastepstwa aliasingu. Wspdlnie
z filtrami uzytymi w procesie analizy tworzg one system okreslany mianem kwadraturowych filtrow lustrzanych:
H-H’,L-L" (rys.4.6).

L
DO

Dekopmpozycja Rekonstrukcja

Rys. 4.6. Ztozenie dekompozycji i rekonstrukcji

Dobér charakterystyk filtréw rozktadu falkowego jest jednoznaczny z doborem ksztattu falki tego rozktadu.
Wydaje sie, ze z punktu widzenia analizy metrologicznej ten sposdb doboru parametrow jest lepszy niz
pierwotne skonstruowanie falki, a potem projektowanie dla niej filtru®. Zwtaszcza, ze niemozliwe jest uzycie
catkiem dowolnej ograniczonej w czasie funkcji, o zerowej wartosci sredniej, nazwanie jej falkg i uzycie w

8 W szczegodlnych przypadkach moze sie okazaé, ze latwiej jest dobra¢ ksztalt falki do ksztaltu sygnatu. Przyktadem moze tu by¢
sygnat elektrokardiogramu.



procesie analizy, jezeli zamierza sie zrekonstruowac sygnat w przysztosci. Trzeba to zrobi¢ w kontekscie istnienia
zespotu kwadraturowych filtrow lustrzanych.

Scidle rzecz ujmujac, ksztatt falki #(t) jest jednoznacznie zwigzany z charakterystyka filtru gérnopasmowego
wyodrebniajgcego detal w rozktadzie falkowym. Istnieje jeszcze jedna bardzo charakterystyczna funkcja, ktdra
zwigzana jest z niektdrymi (nie wszystkimi) zbiorami falek. Jest to tzw. funkcja skalujgca, oznaczana symbolem
@©(t). Jej ksztatt zwigzany jest z charakterystykami dolnopasmowych kwadraturowych filtrow lustrzanych
odpowiedzialnych za wyodrebnienie aproksymacji sygnatu. Ksztatt funkcji skalujacej jest zblizony do ksztattu
odpowiadajacej jej falki. Definiuje sie jg w rekurencyjnym zapisie matematycznym za pomocg réwnania
dylatacyjnego:

o(H)=+2'S ho(2t—k) (4.9)
k=0

W kontekscie funkcji skalujgcej falka zdefiniowana jest za pomocg tego samego réwnania dylatacyjnego
opisanego za pomocg innego zestawu wspodtczynnikow.

y(t)=~2 :Z_:gk(p(Zt—k) (4.10)

Wspdtczynniki H={h«}, oraz G={g«} sg rozumiane jako wspodtczynniki pary kwadraturowych filtréw lustrzanych.
W przypadku bazy ortonormalnej zwigzane sg zalezno$cig wzajemna: gi=(-1)*An-«.

Jak juz wspomniano wczesniej, falkowe funkcje bazowe otrzymuje sie z falki matki drogg skalowania i
przesuniecia:

v, =2y (@5t-) (4.12)

Istnieje nieograniczona wrecz liczba mozliwych do utworzenia falek jak i tzw. bankéw filtréw. Ktéra z nich jest
najlepsza zalezy od konkretnej implementacji, tak jak byto to w przypadku doboru okna czasowego w analizie
widmowej. Nazwy konkretnych rozwigzan pochodzg zwykle od ksztattéw lub nazwisk osdb, ktdre je po raz
pierwszy uzyty i opublikowaty wyniki. Przyktadowe nazwy to: Daubechies, Haar, Coiflets, Symlet, Spline, Battle-
Lemarie.

W zasadzie kazda dyskusja o falkach moze rozpoczynaé sie od funkcji Haara. Ta falka rdwnowazna jest
Daubechies (db1). Ingrid Daubechies wprowadzita rodzine falek, ktére sg czesto okreslane mianem zbioru
ortonormalnego o zwartym nosniku [7].

Dla ustanowienia petnego obrazu metody falkowej ponizej (rys.4.7 i 4.8) przedstawiono wyniki analizy falkowej
(CWT) uzyskane z wykorzystaniem wirtualnego przyrzadu pomiarowego [11]’. Znaczenie wykresoéw, idgc od
dotfu do gory, jest nastepujace: przebieg czasowy sygnatu, zbiér wspodtczynnikdw w wybranej skali - zaznaczonej
kursorem na wykresie gérnym, rozktad falkowy na ptaszczyznie czas-skala (t/s). Obydwa prezentowane sygnaty
zostaty wygenerowane w sposéb sztuczny i byty uzyte poprzednio do zobrazowania wtasciwosci STFT (rys.4.7 i
4.8). Konfrontacja obydwu par rysunkéw jest bardzo interesujgca. W szczegdlnosci dotyczy to wzajemnej relacji
miedzy czestotliwosciq i skalg.

" Przyrzady opracowane w Zakladzie Miernictwa Elektrycznego IETiME PW w ramach projektu bad.
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Rys. 4.7. Przyktadowy wynik analizy falkowej (CWT): od dotu: przebieg czasowy sygnatu, zbior wspétczynnikow w
wybranej skali - zaznaczonej kursorem, rozktad falkowy na ptaszczyznie czas-skala (t/s)
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Rys. 4.8. Przyktadowy wynik analizy falkowej (CWT): od dotu: przebieg czasowy sygnatu, zbior wspotczynnikdéw w
wybranej skali - zaznaczonej kursorem, rozktad falkowy na ptaszczyznie czas-skala (t/s)



zwanej pakietami falkowymi, dostarczajgcej bogatszego zbioru sktadowych sygnatu. W odréznieniu od
standardu w tej metodzie podlegajg dalszemu rozktadowi réwniez detale. Schemat drzewa dekompozycji
pakietowe]j pokazano na rysunku 4.9.

.
. — errmsa

Rys. 4.9. Drzewo falkowej dekompozycji pakietowej: S — sygnat oryginalny, d — detal, a — aproksymacja, dd — detal
(detalu) w kolejnym rozktadzie, da — aproksymacja (detalu) w kolejnym rozktadzie, ad — detal (aproksymacji) w kolejnym
rozktadzie, aa — aproksymacja (aproksymaciji) w kolejnym rozktadzie

5. Metody kompresiji sygnatow

Czesto sie zdarza, ze w procesie transmisji sygnatéw pomiarowych, ze wzgledu na ograniczong przepustowosc
kanatu transmisyjnego, zachodzi konieczno$é zastosowania kompresji danych. Wspdlng cechg wszystkich metod
kompresji danych jest redukcja Sredniej bitowej (bit rate, [bps], [bpp]) cyfrowej postaci danych w celu przestania
ich za posrednictwem cyfrowego kanatu komunikacyjnego lub zapamietania w pamieci cyfrowej. Kompresja
danych jest scisle zwigzana z teorig informacji, a w szczegdlnosci z jej dziatem znanym powszechnie pod nazwa
teorii znieksztatcen: Rate-Distortion Theory 8[10].

Algorytmy kompresji danych dzieli sie na dwie podstawowe grupy: kompresji bezstratnej i kompresji stratne;.
W kompresji bezstratnej nie dopuszcza sie zadnych strat informacji. W procesie kompresji stratnej dopuszcza
sie pewng utrate informacji, kontrolujac jednoczesnie jakos¢ sygnatu odtworzonego. Naturalnym sposobem
oceny wiernosci rekonstrukcji jest rozwazenie réznic pomiedzy sygnatem oryginalnym i zrekonstruowanym,
czyli znieksztatcern powstatych w wyniku zastosowania kompresji. Dla przypadku dyskretnego najbardziej
popularng miarg znieksztatcen jest btad s$redniokwadratowy, definiowany jako $rednia arytmetyczna z
kwadratow réznic pomiedzy wartosciami amplitud poszczegdlnych elementdw ciggu.

Wazng grupe posrdéd metod kompresji danych stanowig metody stuzgce do kompresji sygnatéw. Termin
,sygnat” w tym zastosowaniu dotyczy postaci zdyskretyzowanej w czasie oraz poddanej procesowi
rownomiernej kwantyzacji skalarnej, a wiec postaci cyfrowej. Zaktada sie przy tym, ze na etapie wstepnego

8 Ttumaczenie polskie nie jest $ciste. Okreslenie rate ma charakter wieloznaczny. W tym tekscie mozna go utozsami¢ z pojeciem
Sredniej bitowej (liczby bitow przypadajgcej na kwant sygnatu lub jednostke czasu). Funkcja RD ma ksztalt hiperboli.



przetwarzania sygnatu byto spetnione twierdzenie o prébkowaniu, zas kwantyzacja w amplitudzie dokonana z
odpowiednio duzg rozdzielczoscia.

Najbardziej znanym, akademickim przyktadem kompresji sygnatu pomiarowego moze by¢é metoda
adaptacyjnego prébkowania sygnatu, z kontrolg pochodnej. Kolejny przyktad to nierdwnomierne prébkowanie
z wykorzystaniem metody aproksymacyjnej za pomocg wielomiandéw. Obecnie nalezy sie skoncentrowaé na
metodach kompresji realizowanych w sposdéb cyfrowy. Ogdlnie mozna przyjgé, ze kazda z wyzej wymienionych
metod moze byc¢ zrealizowana metodg eliminacji nadmiarowych prébek sygnatu cyfrowego, uprzednio
spréobkowanego i skwantowanego [22].

Dynamiczny rozwdj techniki komputerowej doprowadzit do stanu, gdy zakres metod przydatnych do
praktycznej realizacji znacznie sie poszerzyt. Powstaty metody hybrydowe taczgce w sobie cate grupy sposobow
kompresji. Zdaniem autoréw najbardziej efektywnymi z punktu widzenia kompresji sygnatéw sg te metody
hybrydowe (stratne), ktére okreslane sg mianem kwantyzacji wektorowej wspotczynnikow transformat, taczace
tradycyjne kodowanie transformacyjne z kwantyzacjg wektorowg i alokacjg bitow.

Ujmujac rzecz chronologicznie analize metod transformacyjnych nalezatoby rozpocza¢ od metody kompresji
okreslanej mianem kodowania transformacyjnego z kwantyzacjg skalarng. Kodowanie transformacyjne jako
rodzaj kodowania blokowego zaliczy¢ mozna do grupy metod quasi-wektorowych. Sam proces kwantyzacji
tradycyjnie dokonywany jest oddzielnie dla kazdego wspdtczynnika transformaty, czyli na skalarach.
Transformacja sprawia, ze w ramach pojedynczego bloku danych wartos¢ kazdego wspodtczynnika zalezy od
wszystkich danych wejsciowych nalezgcych do tego samego bloku. Wystepuje efekt stopniowej, zaleznej od
rodzaju uzytej transformaty, dekorelacji danych. Jednakze, mimo dobrych rezultatéw uzyskiwanych przy
kodowaniu transformacyjnym, ciggle brak jest ogdlnej teorii dowodzacej, ze dekorelujgca transformacja jest
najlepsza w sensie minimalizacji catkowitego btedu powstatego przy kodowaniu z zadang efektywnoscia.
Ponadto przetworzona w ten sposob informacja jest zwykle znacznie bardziej ,upakowana” w wyniku
koncentracji energii w obrebie fragmentu otrzymanego zbioru wspétczynnikdw (wtasnos¢ niezmiernie cenna z
punktu widzenia kompresji sygnatu).

Biorgc pod uwage jeden z fundamentalnych wnioskéw z teorii Shannona méwigcy, ze ,zawsze lepszq
efektywnosc¢ uzyska sie kodujgc cate bloki - wektory niz pojedyncze probki, skalary” oraz fakt wystepowania
blokéw (wektoréw) danych w przypadku transformat, naturalng konsekwencje stanowi prdoba pofaczenia
obydwu wspomnianych wyzej metod, co w efekcie doprowadza do powstania wektorowej kwantyzacji
wspotczynnikdw transformaty.

Pozostaje kwestia doboru rodzaju transformaty. Najwieksze znaczenie praktyczne majg: Dyskretna
Transformata Fouriera (DFT) oraz Dyskretna Transformata Kosinusowa (DCT). Obydwie transformaty nie sg
optymalne w sensie dekorelacji danych, ale majg te zalete, ze sposéb ich obliczania nie zalezy od danych
wejsciowych. Dzieki temu, przy obliczaniu odwrotnej transformaty nie sg potrzebne Zzadne informacje
pomocnicze. Druga przyczyna jest bardziej prozaiczna, DFT jest najbardziej popularng transformatg w dziedzinie
Cyfrowego Przetwarzania Sygnatu (analiz widmowych w szczegdlnosci) oraz istnieje szybki algorytm do jej
numerycznego wyznaczania, ktéry w sposdb niemalze bezposredni mozna uzy¢ réwniez do obliczen DCT.
Dyskretna Transformata Kosinusowa zawiera cechy transformacji w dziedzine czestotliwosci i jest rwnowazna
DFT po dokonaniu symetryzujgcego rozszerzenia (podwojenia) zbioru prébek wejsciowych. Ponadto ma ona te
przewage, ze daje wynik rzeczywisty. Stad jej wieksza popularnosé¢ w stosunku do DFT.

W dziedzinie kompresji sygnatow, podobnie jak w przypadku analizy czasowo-czestotliwosciowej przoduje
Dyskretna Transformata Falkowa (DWT). Jej zalety to: wysoka zdolnos¢ koncentracji energii (EPE), jednoczesna
lokalizacja w czasie i czestotliwosci, mozliwos¢ dopasowania ksztattu falek do ksztattu sygnatu, zdolnos¢ analizy
wielorozdzielcze;.



Kwantyzacja wektorowa (VQ) jest metodg kodowania Zrédfa, ktdra umozliwia zastgpienie wektora (bloku)
danych wejsciowych za pomoca jednego sposrdd elementéw specjalnego stownika. Prawidtowos¢ w doborze
wilasciwych elementéw tego stownika stanowi fundamentalne zadanie w procesie projektowania
kwantyzatorow wektorowych. Idea kwantyzacji wektorowej usprawiedliwia intuicyjne wysnucie wniosku, ze
sposéb ten jest szczegdlnie efektywny w przypadku wystepowania zaleznosci korelacyjnej miedzy
poszczegdlnymi sktadowymi wektoréw. Jest to prawdg, lecz btednym jest twierdzenie odwrotne jakoby
kwantyzacja wektorowa nie wnosita nic w sensie efektywnosci w przypadku wektorow o sktadowych
nieskorelowanych. Z teorii kodowania zrédtowego Shannona wynika jednoznacznie, ze kwantyzacja wektorowa
ma przewage nad skalarng zarowno w sensie jakosci jak i efektywnos$ci nawet w tym przypadku. Za wybitny
przyktad liniowej transformaty dekorelujgcej dane moze tu postuzy¢ transformata Karhunena - Loeve’go (KLT).
Okazuje sie, ze zastosowanie kwantyzacji skalarnej w stosunku do wspétczynnikdw tej transformaty nie jest
metoda umozliwiajgcy osiggniecie optimum, w sensie efektywnosci, jakie daje kwantyzacja wektorowa. Tym
bardziej stwierdzenie to jest stuszne, w odniesieniu do transformat dajacych tylko ,czesciowg dekorelacje”
danych.

5.1. Nierownomierna kwantyzacja skalarna

Ogodlna teoria kwantyzacji skalarnej stanowi punkt wyjscia do opracowania metod kwantyzacji wektorowej [9].
Wystepuje tu istotna wspdétzaleznosc.

N - punktowy kwantyzator skalarny (jednowymiarowy) definiuje sie jako odwzorowanie typu:

na
Q:R—C (5.1)
gdzie R stanowi nieskoriczony zbidr liczb rzeczywistych zas C spetnia relacje:

C={cy, C2, C3, ....CN} € R, N<oo (5.2)
i stanowi stownik kwantyzatora o rozmiarze N (|C| = N). Elementy ci tego stownika sg odpowiednikami
poziomdw kwantyzacji.

Podstawowy parametr tego kwantyzatora, rozdzielczosé: r = logaN, specyfikuje Srednig liczbe bitdw niezbednych
do zakodowania wartosci odpowiadajacych wszystkim poziomom kwantyzacji.

Konsekwencjg rozmieszczenia na osi R poziomdw kwantyzacji ¢; jest powstanie partycji R, czyli przedziatéw
kwantyzacji, o kraricach [xi.1, xi) zwanych czesto punktami granicznymi. Przy czym, zgodnie z definicjg, Ri okresla
sie jako:

Ri={xe R: Q(X) =ci} (5.3)
Ponadto: W Ri=%R, oraz RinRj=, dlai=#]j. Zatem petny opis kwantyzatora skalarnego daje réwnanie:
Q={c,R},1=123,...,N (5.4)

Osobnego potraktowania w analizie teoretycznej wymagajg kraricowe punkty skali przetwarzania: xo oraz xy,
okreslajgce kraricowe przedziaty kwantyzacji: Ro i Ry. Dla przypadku gdy xo = o0 oraz xy = c przedziaty te nosza
nazwe przepetnionych (w odrdznieniu od ziarnistych). W tym przypadku zakres pracy kwantyzatora definiuje sie

jako: B = xn-1 - x1. Zwykle xo, Xn < 90, B = Xn - Xo.

Kwantyzator nazywamy regularnym, gdy spetniona jest nieréwnos¢:



Xo <C1 < X1 <Cz <... < CN < XN, (5.5)

za$ rownomiernym gdy ponadto: (xn - Xn-1) = const.

Przypadek cn = (xn-1 + Xxn)/ 2 wystepuje w technice przetwarzania analogowo-cyfrowego powszechnie
stosowanego w metrologii i réwnowaziny jest potocznemu rozumieniu kwantyzatora (w ogdlnosci
nieoptymalnego).

Zaktadajac bardzo duzg wartosc rozdzielczos$ci kwantyzatora (r) dla sygnatu o zerowej sktadowej statej (symetria
zmiennosci) otrzymuje sie nastepujgcg zaleznos$¢ na wartosc stosunku sygnatu do szumu [9]:

SNR~6.02r +101g(332) (5.6)

Z ostatniego rdwnania wynika ,zelazna” reguta, ze uzycie dodatkowego bitu w procesie kwantyzacji powoduje
przyrost stosunku sygnat/szum o ok. 6dB.

Problem konstrukcji optymalnych kwantyzatordw jest niezwykle zajmujacy gtdwnie z powodu ich ,, wyjgtkowej”
nieliniowosci. Dekompozycja uktadu kwantyzatora na dwie czesci: koder i dekoder znacznie utatwia analize
(rys.5.1).

—~ K [ D >

KWANTYZATOR

Rys. 5.1 Schemat blokowy kwantyzatora (dekompozycja)
na na
Koder realizuje nieliniowg operacje (odwzorowanie): KR — 3, zas dekoder: D:3—C, gdzie 3={1,2,3,...,N}
- zbidr indeksow, a C = {c;} - stownik kwantyzatora. Oznacza to, ze:

K(x) =1, D(i) = ¢; oraz Q(x) =¢;, (5.7)

Symbolika ta odpowiada rozumieniu potocznemu procesu kwantyzacji, w ktérym i oznacza numer przedziatu
kwantyzacji.

Po przyjeciu zatozenia, ze jeden sposrod dwu elementéw kwantyzatora ma parametry ustalone, stosunkowo
tatwo podac zasady optymalizacji drugiego. Wynika stad, ze proces projektowania moze by¢ dokonany w trybie
iteracyjnym: dobdr optymalnego dekodera dla kodera oraz dobér optymalnego kodera dla dekodera. Obydwa
procesy mogg by¢ zdefiniowane w sposdb roztgczny.

5.2. Kwantyzacja wektorowa

Wektor moze by¢é wykorzystany do opisu prawie kazdego typu wzorca, jak np. segment sygnatu mowy czy
obrazu, przez proste uformowanie "wektora préobek" z przebiegu sygnatu. Kwantyzacja wektorowa (VQ — Vector
Quantization) moze by¢ widziana jako forma rozpoznawania struktur (wzoréw) wejsciowych i aproksymowania
ich za pomocg jednego z uprzednio okreslonych wzorcéw. Zbidr tych wzorcdw jest okreslany mianem stownika.



Kwantyzacja wektorowa moze by¢ rowniez postrzegana jako narzedzie do realizacji wielu skomplikowanych
zadan z zakresu przetwarzania sygnatow, wigczajac klasyfikacje i transformacje liniowe. W tego rodzaju
zastosowaniach VQ moze by¢ traktowane jako technika redukcji ztozonosci, poniewaz redukcja w zakresie bitow
moze uprosci¢ nastepne obliczenia numeryczne, pozwalajagc czasami na zastgpienie skomplikowanych
algorytméw cyfrowego przetwarzania sygnatéw prostym przeszukiwaniem tablic. Zatem kwantyzacja
wektorowa jest czyms daleko wiecej niz formalnym uogdlnieniem kwantyzacji skalarnej. W ciggu ostatnich kilku
lat stata sie ona wazing technikg z dziedziny kompresji oraz klasyfikacji sygnatéw, zas jej przydatnos¢ i
zastosowania ciggle rosng. Z coraz to wiekszym powodzeniem wykorzystywana jest do ,,odszumiania” sygnatow.

Kwantyzator wektorowy, odwzorowuje wektory nalezgce do k-wymiarowe] przestrzeni euklidesowej R* w
skonczony zbiér C zawierajacy N elementéw wyjsciowych (odwzorowan) zwanych wektorami kodowymi. Tak
wiec:

na
Q:Rk—>C (5.8)

gdzie: C = {c1,c2,C3,...,Cn}, Ci€R;, i2, 3...,,N].

Zbiér C nazywany jest stownikiem o rozmiarze N zawierajagcym N réznych elementéw bedgcych wektorami z
przestrzeni R, Rozdzielczoé¢ kwantyzatora wektorowego r = (log 2N)/k jest miarg liczby bitéw przypadajacych
na wektor kodowy uzyty do reprezentowania wektora wejsciowego, a takie wskaznikiem mozliwej do
osiggniecia dokfadnosci. Przy ustalonej wartosci wymiaru kwantyzatora jego rozdzielczo$¢ jest jednoznacznie
okreslona rozmiarem stownika N, a nie liczbg bitéw uzytych do specyfikacji numerycznej wektoréw kodowych
przechowywanych w stowniku. W typowych rozwigzaniach, stownik stanowi tablice danych przechowywang w
pamieci komputera, zas liczba bitéw precyzji uzytych do zapisu poszczegdlnych sktadowych kazdego wektora
nie ma wptywu na rozdzielczo$¢ kwantyzatora, a dotyczy jedynie rozmiaru zajetej pamieci oraz problemu
adekwatnej precyzji zapisu stownika.

Z kazdym k-wymiarowym kwantyzatorem wektorowym ze stownikiem N-wymiarowym jest zwigzany podziat
przestrzeni R na N, k-wymiarowych obszaréw (przedziatéw kwantyzacji) R, (i=1,2,3,...,N). Kazdy przedziat jest
opisany rownaniem:

Ri={xe R Q(x)=ci} (5.9)

Z definicji przedziatéw kwantyzacji wynika, ze:

URi=R*oraz Rin Rj=0dlai#j (5.10)

Rozrdznia sie przedziaty otwarte (brzegowe, znajdujgce sie na krancach przestrzeni) i zamkniete (ziarniste),
stanowigce zamkniety obszar k-wymiarowy.

Wazng wtasnoscig zbioru przedziatéw przestrzeni R* jest wypuktosé. Zbidr S nalezacy do tej przestrzeni jest
wypukty, jezeli dla kazdych dwu elementéw tego zbioru np. A i B zachodzi zaleznos$¢: aA+(1-a)BeS dla O<a<1.

Kolejna wtasnos¢ kwantyzatordw to regularnosé. Kwantyzator wektorowy nazywamy regularnym jezeli kazdy
przedziat Rjstanowi zbiér wypukty oraz ¢; € Ri dla kazdego i.

Koder kwantyzatora realizuje zadanie wyselekcjonowania sposrdod skonczonego zbioru (stownika) jednego
wektora ¢, ktéry ma reprezentowad biezgcy wektor wejsciowy x. Indeks i zapisany w postaci binarnej, podobnie
jak w przypadku kodera skalarnego, stanowi jedyng informacje niezbedng dla dekodera w celu odszukania w
stowniku wektora odtworzonego. Dla utatwienia rozwazan analitycznych najwygodniejszy, zdaniem autorow,



jest sposdb polegajgcy na dekompozycji strukturalnej kwantyzatora wektorowego na dwa bloki sktadowe: koder
i dekoder, tak jak w przypadku skalarnym.

Koder K odwzorowuje przestrzeri R* w zbidr I symboli i =1,...,N, za$ dekoder D odwzorowuje zbidr | w zbiér
odtworzeniowy {Ci}. Proces ten mozna opisac¢ za pomocg zaleznosci:

Q(x)= DIK(x)] (5.11)

Wiasciwie, czesto wygodnie jest rozpatrywaé kwantyzator wektorowy jako uktad dostarczajgcy zarowno indeks
i jak i skwantowang wielkos¢ wyjsciowa Q(x). Rysunek 5.2 ilustruje zasade kaskadowego potaczenia kodera z
dekoderem, definiujgc w ten sposéb kwantyzator wektorowy:

fSI’.OWNIK C1

KODER DEKODER —_
X —T g — D »X'= Q(X)

Vi
Rys. 5.2 Schemat kwantyzatora wektorowego

Zadaniem kodera bedzie przydzielenie kazdego wektora wejsciowego do jednego z przedziatdw k-wymiarowej
przestrzeni R¥, na zasadzie okreslenia jego numeru porzadkowego i. Zadaniem dekodera, generacja wektora
kodowego cj bedgcego jej reprezentantem.

Bardzo wazng rodzine kwantyzatoréw wektorowych, bedaca wrecz synonimem kwantyzacji, stanowig ukfady
wykorzystujgce regute najblizszego sgsiada, znang z opisu kwantyzacji skalarnej. Cechg znamienng jest tutaj
zalezno$é¢ zasady podziatu przestrzeni R* na przedziaty, wytacznie od stownika oraz uzytej miary btedu. Nie
wystepuje koniecznos¢ geometrycznego opisu przedziatéw w sposdb jawny.

5.3. Kodowanie transformacyjne

Kodowanie transformacyjne jest rodzajem kodowania blokowego i z zatozenia stanowi proces dwustopniowy.
Niech X oznacza wektor prébek sygnatu: X=(Xi, X, ...,Xn)!. Zasada kodowania transformacyjnego polega na
poddaniu wektora X odpowiedniej transformacji liniowej T, w wyniku ktérej powstanie nowy wektor Y, zwykle
o tym samym rozmiarze zwany wektorem wspotczynnikéw transformaty (probek transformaty): Y = TX.
Standardowo wspdtczynniki transformaty sg kwantowane w sposdb niezalezny, czyli skalarnie. Istotne
wiasnosci wektora Y, ze wzgledu na kompresje sygnatu, to:

e Woystepowanie efektu ,,wymieszania informacji” zawartych w prébkach wejsciowych - kazda prébka
transformaty zawiera cze$¢ informacji zawartej we wszystkich prébkach bloku wejsciowego.

e Zmniejszona korelacja wzajemna wspodtczynnikdw w pordwnaniu z korelacjg oryginalnych prébek
sygnatu: mozliwos¢ zastosowania alokacji bitéw i jak sie pézniej okaze kwantyzacji wektorowej z
kodem sktadanym: PCVQ.

e Woystepowanie efektu ,, upakowania”, tzn. koncentracja energii w obrebie ograniczonej liczby
probek transformaty K<N (mozliwos¢ eliminacji probek zerowych i mniej znaczacych).



Petny schemat funkcjonalny uktadu kodowania transformacyjnego z kwantyzacja skalarng przedstawiono na
rys.5.3: (symbole Q« oznaczajg kwantyzatory skalarne o réznej liczbie poziomdéw kwantyzacji, T- kwadratowa
macierz KxK realizujgca transformacje liniowg).
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Rys. 5.3 Kodowanie transformacyjne z kwantyzacjg skalarng

Jak wida¢, operacja kwantyzacji jest dokonywana oddzielnie dla kazdego wspotczynnika (prébki) transformaty:

Yi=Q (Yx) (5.12)

Odtworzong posta¢ X oryginalnego wektora X otrzymuje sie dokonujagc odwrotnego przeksztatcenia
skwantowanej postaci Y’:

X =T1(Y°) (5.13)

Najbardziej wygodng miarg btedu kodowania, ktérg mozna zastosowaé w tym systemie, jest usredniona
statystycznie warto$¢ btedu sredniokwadratowego:

Drc = EmX—X'HZ]:iEUXi =X ﬂ (5.14)
iz

Stopiern koncentracji energii w dziedzinie transformaty opisywany jest za pomocg tzw. wspotczynnika
efektywnosci upakowania energii: EPE (Energy Packing Efficiency). Definiuje sie go jako stosunek energii
zawartej w K pierwszych wspoétczynnikach do energii catkowitej (N wspotczynnikéw):

K-1
Y EY{]
EPE(K) = £=0—— (5.15)
Y E[Y¢]
k=0

Do transformat dotychczas najbardziej popularnych w dziedzinie kompresji sygnatu oprdcz KLT nalezg Dyskretna
Transformata Fouriera i Dyskretna Transformata Kosinusowa.

W podsumowaniu rozwazan dotyczgcych kodowania transformacyjnego warto podkreslic, iz:

e Badania o charakterze subiektywnym wykazaty, ze zarowno ucho jak i oko ludzkie charakteryzujg
sie roznymi wrazliwosciami na amplitudy poszczegdlnych wspotczynnikdw transformat (SNR dla
poszczegdlnych wspotczynnikdw jest parametrem wazniejszym niz wartosc globalnego SNR);



e Operacje transformaty opisuje zaleznos¢: Y=TX, gdzie X=(X1, X2, X3,...,Xk)! jest wektorem
transformowanym zas T operatorem liniowym;

e Kazdy wspdtczynnik transformaty jest zalezny od wszystkich sktadowych wektora
transformowanego;

o Wspodtczynniki transformaty s3 mniej skorelowane i wymagajg mniej kompresji dodatkowej;

e Wspodtczynniki transformaty sg bardziej upakowane, niektére mozna zaniedbac;

Uwaga: Transformata odwrotna moze spotegowac bfad kwantyzacji, aby tego unikng¢ nalezy ograniczyc sie do
transformat ortogonalnych. Przy transformacji ortogonalnej odlegtos¢ miedzy dwoma punktami pozostaje
niezmienna.

5.4. Alokacja bitow

Niech di(bi) oznacza lokalng wartos¢ btedu sredniokwadratowego kwantyzacji zmiennej X;, za pomoca bi bitéw.
Wtedy wartos$¢ btedu globalnego kwantyzacji bloku wyniesie:

D=D(b)=3d,(b,) (5.16)
i=1

Zadanie optymalnej alokacji bitéw polega na okresleniu wszystkich wartosci bi minimalizujgcych wartos¢
globalnej miary btedu D tak, aby spetniaty nieréwnos¢:

%

i=1

Teoretyczne rozwazania dotyczgce problemu alokacji bitéw sg tematem szeregu publikacji, w wiekszosci
ktérych przyjmuje sie coraz bardziej rygorystyczne zatozenia co do parametrow statystycznych sygnatu.
Zdaniem autoréw najprostszym sposobem jest realizacja alokacji bitdw w sposdb przyrostowy - opcjonalnego
dodawania jednego bitu w kazdym kroku sposréd B iteracji (rys.5.4).

! Krok 1: zatozenia poczatkowe

m=0,b(0)=0,
2(0) =0, [b (O]

Krok 2: Okreélenie  pozycji  bloku w
(7 =arg max {z (M)}, ] najwiekszej potrzebie
i
i=123,..Kj="?
m=m+1 i
b (m+1) =b (m) +1, Krok 3: Przydzielenie dodatkowych bitéw
p pozycji wybranej w kroku 2
tak
m<B

Krok 4: Sprawdzenie czy sa jeszcze wolne

bity

Rys. 5.4 Algorytm alokacji bitéw na potrzeby kwantyzacji wektorowej



Przyjecie zatozenia o duzej rozdzielczosci kwantyzacji jak zwykle utatwia obliczenia - wtedy bowiem biezgca
warto$é btedu di(m) jest proporcjonalna do wariancji sygnatu na i-tej pozycji ze wspétczynnikiem 2-2°. Wynika
stad, ze kazdy dodatkowy bit redukuje btagd czterokrotnie.

Praktyczna realizacja algorytmu, szczesliwie, moze byé dokonana z uzyciem blokowe] sekwencji treningowej.
Kazdy krok iteracji wymaga wowczas wyznaczania wartosci globalnego btedu kwantyzacji (dla catej sekwencji).
Btedy przechowywane w tablicy determinujg funkcje btedu di(m).

5.5. Kwantyzacja wektorowa wspotczynnikow transformat

Zastosowanie kwantyzacji wektorowej w odniesieniu do wspodtczynnikdw transformaty jest naturalng
konsekwencjg ich blokowej struktury. Jednakze, bardziej szczegdétowa analiza dostarcza informacji o wielu
dalszych, istotnych zaletach, jakie rodzi potgczenie tych dwu metod kompresji sygnatu.

Schemat blokowy najprostszego systemu kwantyzacji wektorowej wspodtczynnikéw transformaty
przedstawiono na rys. 5.5.
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Rys. 5.5 Schemat blokowy kwantyzacji wektorowej wspoétczynnikéw transformaty

Blok danych tworzacy wektor X jest poddawany transformacji liniowej T. Wektor wynikowy Y (wspotczynnikéw
transformaty) jest kwantowany wektorowo w bloku VQ. Skwantowane wektorowo wspétczynniki Y’ sg
poddawane transformacji odwrotnej T dajgc w wyniku wektor odtworzony X'.

Jak wspomniano wczesniej transformacja liniowa ,,upakowuje” energie w obrebie czesci sktadowych wektora
wynikowego. W pierwszym przyblizeniu pewna liczba wspdétczynnikdw transformaty moze zosta¢ pominieta, co
powoduje ograniczenie rozmiaréw wektora i tym samym upraszcza kwantyzacje. W przypadku odrzucenia
sktadowych wektora X = {Xi: i = 1,2,3,...,K} o znikomej zawartosci energetycznej (selekcja) otrzymuje sie wektor
Z o zmniejszonym rozmiarze, powiedzmy L. Kwantyzacji wektorowej poddawany jest wektor Z, a w jej wyniku
powstaje wektor Z'. Wektor ten uzupetniony zerami do rozmiaru oryginalnego (K>L) jest nastepnie poddawany
transformacji odwrotnej. Dodatkowg zaletg omawianej metody sg oszczednosci w rozmiarze stownika, za ktory
moze postuzy¢ stownik oryginalny po odrzuceniu stosownych fragmentéw kazdego wektora kodowego.
Schemat blokowy tego systemu przedstawia rys. 5.6.



" 2 4 i
X — —» " —» >
Y 2, % "
1 1 Plvwe [ [ "X
2 2
-1 il
T S z z S T
—»> —>
Y Y
X —> —> —> >X

Rys. 5.6 Schemat blokowy kwantyzacji wektorowej z redukcjg rozmiaréw wektora

Mozna tatwo wykazag, ze:
)i =z s sy 619

zas srednia wartos¢ btedu kwantyzacji wynosi:

21 K 2
D=E[jz-Z[[1+ YE[Y?] (519

i=L+1
Wprowadzony btagd dodatkowy jest rownowazny energii odrzuconych prébek widma.

Jak juz wspomniano przy okazji omawiania standardowej kwantyzacji wektorowej FSVQ, w przypadku gdy w
dziedzinie transformaty wektor wynikowy ma rozmiar zbyt duzy do przeprowadzenia bezposredniej
kwantyzacji, z uwagi na absurdalny rozmiar stownika, sktadowe tego wektora dzieli sie na podwektory
przeznaczone do kwantyzacji z uzyciem indywidualnych stownikéw. Globalne stowo kodowe stanowi efekt
ztozenia czgstkowych stéw kodowych - stagd nazwa metody: kwantyzacja wektorowa z kodem sktadanym (PCVQ
- Product Code Vector Quantization). Z kolei globalny stownik wynikowy stanowi iloczyn kartezjariski stownikéw
czgstkowych.

Niech dana bedzie funkcja g(Y) stuzgca do powrotnego ztozenia wektora Y z wektoréw czgstkowych: Y =
g(Y1,Y2,Y3,...,Ye). Dla kazdego podwektora Yi, dany jest Ni-wymiarowy stownik Ci. Kwantyzator generuje zbidr
indeksow {l;}, stuzgcych do pdzniejszego odtworzenia wektoréow wynikowych {Yi}, gdzie Y'i € C, dlai=1,2,3,...,F.
W efekcie globalna posta¢ wektora odtworzonego Y’ zostaje utworzona na podstawie globalnego stownika
wynikowego. Postac jego jest rdwnowazna iloczynowi kartezjariskiemu stownikéw sktadowych:

C=C,xC,xCyx--xC, (5.20)

Odtworzony wektor Y’ powstanie po ponownym ztozeniu podwektoréw Yi. Zbiér wszystkich wektorow
kodowych dostepnych dla odtworzenia wektora Y ma licznos¢ N réwnowazing efektywnemu rozmiarowi
stownika globalnego C:

F
N=TTN, (5.21)
i=1



Stownik sktadany nie spetnia warunku optymalnosci, gdyz w korncowym etapie tworzony jest na podstawie
zaleznosci zdefiniowanej explicite. Ogdlna struktura systemu kwantyzacji wektorowej z kodem sktadanym jest
przedstawiona na rysunku 5.7 (symbolami C; oznaczone sq stowniki czgstkowe).
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Rys. 5.7 Ogdlna struktura systemu kwantyzacji wektorowej z kodem sktadanym

Jak wynika ze schematu, sktadowe wektory odtworzone Y;, nie muszg byé wybierane niezaleznie (indywidualnie)

lecz mogg by¢ zwigzane z doborem sgsiadéw w taki sposdéb, aby optymalizowaé minimum btedu globalnego
odtworzenia wektora Y’.

Jak zwykle praktyka narzuca koniecznos¢ stosowania struktur nieco bardziej uproszczonych jak np. struktura z
niezalezng kwantyzacjg wektorowa sktadowych w oparciu o indywidualne stowniki (Rys.5.8).
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Rys. 5.8 Struktura kwantyzatora wektorowego z kodem sktadanym i niezalezng kwantyzacja

Teoretycznie struktura ta oddala sie jeszcze bardziej od konfiguracji optymalnej, ale charakteryzuje sie znacznie
mniejszg ztozonoscig realizacyjng. Szczegdlny przypadek tej struktury, wydaje sie najprostszy i daje podziat

wektora globalnego Y na podwektory metodg sekwencyjng (w sposéb geometryczny), co mozna zapisac jako:
Y= (Y1Y2Ys..Ye).

Dla sredniokwadratowej miary btedu prawdziwa jest zaleznos$é:

Y - Y|P =YL= Y21 P+ [Y2- Y22 2+ |[Y3- Y23|? +..+ || YF - YF|? (5.22)



6. Cwiczenia do modutu (rozwigzane problemy praktyczne - zadania, projekty)

Celem ¢wiczen jest zapoznanie studenta z podstawowymi metodami cyfrowego przetwarzania sygnatéw.
Program ¢wiczen obejmuje: elementy analizy czestotliwosciowej (algorytm dyskretnej transformaty Fouriera),
podstawy analizy czasowo-czestotliwosciowe] (algorytm krétkoczasowej analizy Fouriera), analize falkowg
sygnatéw, badanie filtréw cyfrowych o skoriczonej i nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej.

6.1. Prébkowanie i kwantyzacja sygnatu

Zamiana sygnatu analogowego na cyfrowy jest zwigzana ze stratg czes$ci informacji. Wigze sie to z koniecznoscig
przeprowadzenia probkowania i kwantyzacji sygnatu. Obie te operacje muszg by¢ tak dobrane, zeby zachowane
byty potrzebne informacje w sygnale cyfrowym. Przyjmuje sie zakres czestotliwosci sygnatu cyfrowego od zera
do potowy czestotliwosci probkowania (czestotliwosci Nyquista). Kwantyzacja z kolei warunkuje doktadnos¢
zapisu amplitudy prébek. Na rys. 6.1 zilustrowany jest wptyw czestotliwosci prébkowania na jakos¢ sygnatu.
Sygnatem oryginalnym jest sygnat dZwiekowy probkowany z czestotliwoscia 44100 Hz i skwantowany z
rozdzielczoscig 16 bitéw. Na dole rys. 6.1 przedstawiony jest ten sam sygnat, ale prébkowany czterokrotnie
wolniej (z czestotliwoscig 11025 Hz). W tym samym oknie czasowym miesci sie czterokrotnie mniej prébek
(1000 probek w sygnale oryginalnym i 250 probek w sygnale przetworzonym). Widaé tez wyraznie, ze wysokie
czestotliwosci zostaty utracone (sygnat jest bardziej ,,gtadki”).

sygnat oryginalny

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

sygnat przetworzony

Rys. 6.1. Sygnat dZzwiekowy oryginalny i probkowany czterokrotnie wolniej

Z kolei na rys. 6.2 przedstawiono te same sygnaty, ale kwantowane z rézng rozdzielczoscig. Sygnat oryginalny
jest zapisany z wykorzystaniem 16 bitdéw, a sygnat przetworzony 4 bitéw. Oczywiscie w przypadku dzwieku 4
bity nie sg wystarczajgce do zachowania dobrej jakosci dZzwieku. Chodzi tu o pokazania znieksztatcen amplitudy.
Przebieg po skwantowaniu z rozdzielczoscig 4 bitdbw ma wyraznie schodkowy charakter. Czestotliwos¢
préobkowania w tym przypadku pozostata niezmieniona i wynosita 44100 Hz.
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Rys. 6.2. Sygnat dZzwiekowy kwantowany z wykorzystaniem 16 bitéw (géra) i 4 bitow (dét)

6.2. Analiza czestotliwosciowa — szybka transformata Fouriera

Szybka transformata Fouriera umozliwia policzenie charakterystyk widmowych sygnatu okreslonego w czasie.
Zwykle bardziej interesuje nas amplitudowa charakterystyka widmowa. W pierwszym ¢wiczeniu zostanie
policzona charakterystyka amplitudowa sygnatu sinusoidalnego. Najpierw nalezy wygenerowac sygnat
sinusoidalny jak na rys. 6.3 (amplituda 1, faza 0, czestotliwos¢ sygnatu 10Hz, czas trwania 0.2 s, czestotliwos¢

probkowania 200 Hz). Odpowiedni skrypt Matlaba jest zaprezentowany na Listingu 5.1.
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Rys. 6.3. Sygnat sinusoidalny

Nastepnie, korzystajgc z szybkiej transformaty Fouriera, policzymy widmo amplitudowe tego sygnatu stosujac

okno prostokatne (rys. 6.4).
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Rys. 6.4. Widmo amplitudowe sygnatu sinusoidalnego — analiza synchroniczna

Prazek w czestotliwosci 0 Hz odpowiada wartosci sktadowej statej. Prgzek w 10 Hz jest sktadowq sinusoidalng o
czestotliwosci 10 Hz i amplitudzie 1 (wysokos$é prazka). Czestotliwo$¢ prébkowania jest réwna 200 Hz. Zatem
zakres analizy jest rowny potowie czestotliwosci prébkowania i wynosi 100 Hz. Prgzek w 190 Hz jest odbiciem
lustrzanym widma wzgledem czestotliwosci Nyquista (100 Hz w tym przypadku) i nie niesie zadnej dodatkowej
informacji. W tym przypadku mamy do czynienia z analizg synchroniczng, dla ktérej parametry sg tak dobrane,
ze analiza obejmuje catkowita liczbe okresdw sygnatu badanego. Jest to szczegdlny przypadek, ktory trudno jest
uzyska¢ w warunkach rzeczywistych. Czestszym przypadkiem jest tzw. analiza asynchroniczna (rys. 6.5).
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Rys. 6.5. Widmo amplitudowe sygnatu sinusoidalnego — analiza asynchroniczna



Wyraznie wida¢, ze w widmie wystepuje duzo wiecej prazkéw niz wynikatoby to z teorii. Jest to wynikiem tzw.
przecieku widma. W tym przypadku rozdzielczos¢ analizy wynosi 4 Hz, zatem punkty, w ktérych obliczane s3
prazki widmato 0, 4, 8, 12, 16 ... Hz. Nie mozna wystawi¢ prazka dla 10 Hz. Prazki ,rozptywajg sie” na sgsiednie.
Amplituda najwyzszego prazka jest réwna 0.7 (a nie 1, jak byto dla analizy synchronicznej). Widmo jest trudniej
zinterpretowad. Taka analiza jest najczesciej spotykana w warunkach rzeczywistych.

W drugim ¢éwiczeniu policzmy widmo amplitudowe sygnatu prostokatnego. Dla analizy synchronicznej
otrzymujemy przebiegi jak na rys. 6.6. Wyraznie wida¢ kolejne nieparzyste harmoniczne (10, 30, 50, 70, 90 Hz)
wchodzgce w sktad sygnatu prostokatnego.
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Rys. 6.6. Sygnat prostokatny i jego widmo amplitudowe — analiza synchroniczna

Prosze sprawdzi¢ jak wyglada widmo w przypadku analizy asynchronicznej. Jesli chcemy zwiekszyé zakres analizy
widmowej wystarczy zwiekszyé czestotliwos¢ probkowania, jesli chcemy zwiekszyé rozdzielczos¢ analizy nalezy
wydtuzyé czas analizy. Prosze sprawdzié jak to dziata w praktyce wykorzystujgc zatgczony skrypt Matlaba.

Skrypt Matlaba obliczajgcy widmo sygnatéw sinusoidalnego i prostokatnego jest zamieszczony na Listingu 6.1.

clear;
clc;
close all;

$czestotliwos$é prodbkowania
Fs=200;

tparametry sygnatu
fsyg=10;
ok=1/fsyg;

A=1;

faza=0;

sks=0.5;

T=1/Fs;
%czas analizy sygnazitu
t=0:T: ((4*0k)-T);



Sy=A*sin (2*pi*fsyg*t+faza)+sks;
y=A*square (2*pi*fsyg*t+faza) +sks;

figure
plOt(tIYI '_O');
grid on;

xlabel ('Czas")
ylabel ('Amplituda')
title('Sygnal')

$liczba punktédw sygnaitu i widma
N=length(y);

%obliczenie widma sygnaziu
widmo=abs (fft(y));

widmo (1)=widmo (1) /N;

widmo (2:end)=widmo (2:end) ./ (N/2);

dFs=Fs/N;
f=0:dFs:Fs-dFs;

figure

stem (f,widmo, "'-*r")

axis tight

xlabel ('Hz");

ylabel ('Amplituda')

title ('Widmo amplitudowe')

Listing 6.1. Skrypt liczacy widmo sygnatdw sinusoidalnego i prostokatnego

W trzecim ¢éwiczeniu przeprowadzimy analize widmowa krotkiego sygnatu dzwiekowego. Jest to dzwiek E1
grany na piszczatce (rys. 6.7). Widaé poszczegdlne harmoniczne (kolejne wielokrotnosci) czestotliwosci
podstawowej.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Rys. 6.7. Sygnat dzwiekowy i jego widmo amplitudowe



Dodatkowe ¢wiczenia:

Zmienic czestotliwos¢ probkowania sygnatu i liczbe prébek w oknie czasowym. Zaobserwowaé wptyw tych
parametréw na rozdzielczo$¢ analizy widmowej. Podac zaleznosci okreslajagce zakres i rozdzielczos¢ analizy
widmowej.

Zastosowac rézne okna czasowe i zaobserwowac ich wptyw na ksztatt widma. Podac jakie okna i w jakich
przypadkach dajg najlepsze efekty analizy.

Skrypt Matlaba realizujgcy analize widmowg sygnatu dzwiekowego jest przedstawiony na Listingu 6.2.

clc
clear
close all

% Wczytanie pliku dZwiekowego
plik="'.\sounds\El.wav';
[wav, fp] = audioread(plik);

lprob=length (wav) ;
tk=lprob/fp;
t=linspace (0, tk, lprob);

figure (1)
subplot (211)
plot(t,wav);
grid on

% Obliczenie widma sygnatu dzwiekowego
yw=abs (fft (wav));

yw(1l)=yw(1l)/lprob;

yw (2:end)=yw (2:end) ./ (1lprob/2) ;
f=linspace (0, fp, lprob) ;

subplot (212)

semilogy (f(l:ceil (1prob/2.5)),yw(l:ceil (1lprob/2.5)));
grid on

axis tight

Listing 6.2. Skrypt liczacy widmo sygnatu dzwiekowego

6.3. Analiza czasowo-czestotliwosciowa — krotkoczasowa transformata Fouriera

Liczgc widmo z wykorzystaniem transformaty Fouriera nie mamy zadnej informacji o zmianach czestotliwosci
sygnatu badanego w czasie. W pewnych przypadkach taka informacja jest bardzo pomocna. Mozna jg uzyskaé
stosujac ktétkoczasowq transformate Fouriera.

Zatézmy, ze mamy sygnat y, ktdrego czestotliwosc¢ zmienia sie w funkcji kwadratowej w czasie od 100 Hz do 880
Hz. Fragment tego sygnatu przedstawiony jest na rys. 6.8. Jesli policzymy widmo amplitudowe tego sygnatu, to
otrzymamy wynik zaprezentowany na rys. 6.9.
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Rys. 6.10. Spektrogram sygnatu o zmiennej czestotliwosci

W widmie mozna znalez¢ prazki reprezentujgce wszystkie czestotliwosci z przedziatu 100-880 Hz, ale nie wiemy,
w ktérej chwili czasowej one wystepowaty. Duzo wiecej informacji mozna uzyskac stosujgc krétkoczasowq
transformate Fouriera. W tym przypadku wynikiem analizy jest spektrogram zaprezentowany na rys. 6.10.
Dominujgce czestotliwosci w sygnale (kolor zétty na rysunku) zaprezentowane s3 na pfaszczyZznie czas-



czestotliwos¢. tatwo mozna odczytad, ze na poczatku sygnatu (dla t=0) czestotliwos¢ wynosita 100Hz, dla t=1
sek. czestotliwos¢ jest rowna 300 Hz itd. Widaé tez, ze czestotliwos¢ zmienia sie w funkcji kwadratowej z czasem.

Skrypt Matlaba liczgcy widmo i spektrogram sygnatu o zmiennej czestotliwosci przedstawiony jest na Listingu
6.3.

clear
close all

% Czestotliwo$¢ proébkowania
Fs=2000;

tp=1/Fs;

Czas analizy sygnaiu
=0:tp:2; % czestotliwo$é¢ prdbkowania Fs=2000Hz; czas koncowy tk=2s

t oo

% Analizowany Sygnazt
% t0 odpowiada £f=100Hz; t=1s odpowiada f=300Hz
y=chirp(t,100,1,300, "quadratic');

M=length (y);

% Obliczenie widma

wid=abs (fft(y));

N=length (wid) ;

wid (1)=wid (1) /N;

wid (2:end)=wid(2:end) ./ (N/2);

df=Fs/N;
fprintf ('Rozdzielczos¢ analizy = %$1.2f Hz\n',df);
f=0:df: (Fs-df) ;

figure (1)

subplot (211)

splot(t,y,'b");

plot (t(1:1000),y(1:1000), 'b");
axis tight;

grid on

xlabel ('Czas'")

ylabel ("Amplituda')
title('Sygnal')

subplot (212)

stem (£ (1:fix(N/2)),wid(1:£fix(N/2)),".");
axis tight;

grid on

xlabel ('Czestotliwosc')

ylabel ("Amplituda')

title('Widmo")

figure (2)

% Obliczenie spektrogramu
spectrogram(y, 256,250,256,Fs, 'yaxis');

Listing 6.3. Skrypt Matlaba liczacy widmo i spektrogram sygnatu o zmiennej czestotliwosci



Na rys. 6.11 przedstawiony jest wynik zastosowania krétkoczasowej transformacji Fouriera do sygnatu mowy

(kolejno wypowiadane stowa ,jeden, dwa, trzy, cztery, pie¢”). Widaé ztozonos$¢ takiego sygnatu. Mozna
zauwazy¢ podstawowg czestotliwos¢ wypowiadanych stéw oraz poszczegdlne harmoniczne.
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Rys. 6.11. Spektrogram gtosu

Skrypt Matlaba liczgcy spektrogram sygnatu mowy przedstawiony jest na Listingu 6.4.

clear
close all

[y2,Fs]l=audioread ('..\sounds\123.wav');

figure (1)

spectrogram(y2,kaiser (2048,8),2000,4096,Fs, "yaxis');
colormap jet

xlabel ('Time [Seconds]'); ylabel ('Frequancy [Hz]");

pause (1)
ylim ([0 Fs/(5*2*1000) 1)

Listing 6.4. Skrypt Matlaba liczacy spektrogram sygnatu mowy

Korzystajac z zatgczonych skryptow (Listing 5.3 i 5.4) prosze policzy¢ spektrogramy innych sygnatéw.



6.4. Badanie filtrow cyfrowych o skonczonej i nieskonnczonej odpowiedzi impulsowej

Sygnat prostokatny moze by¢ roztozony w szereg Fouriera. Zawiera on sinusoide o podstawowej czestotliwosci
(takiej samej jak czestotliwos¢ sygnatu prostokatnego) oraz sinusoidy o nieparzystej wielokrotnosci tej
czestotliwosci  (harmoniczne) o odpowiednich amplitudach. Przyblizenie sygnatu prostokatnego
zrekonstruowanego z czterech sinusoid jest przedstawione na rys. 6.12 (kolor czarny).

Tl
10_ 2 m T

Rys. 6.12. Sygnat prostokatny zrekonstruowany z czterech sygnatéw sinusoidalnych

W pierwszym ¢wiczeniu sprébujemy przefiltrowad sygnat prostokatny w taki sposob, aby pozostawic tylko cztery
pierwsze harmoniczne. W prezentowanym przyktadzie sygnat prostokatny ma czestotliwos¢ 10 Hz. Aby
pozostawi¢ cztery pierwsze (nieparzyste) harmoniczne nalezy skonstruowaé filtr dolnoprzepustowy o
czestotliwosci odciecia 80 Hz (czyli filtr przepusci sinusoidy o czestotliwosci 10 Hz, 30 Hz, 50 Hz, 70 Hz, ale
zablokuje 90 Hz i wyzsze harmoniczne). Na poczatku zaprojektujmy filtr o skoficzonej odpowiedzi impulsowe;j
(funkcja firom() w Matlabie). Charakterystyka amplitudowa i fazowa tego filtru jest przedstawiona na rys. 6.14.
Nalezy zwréci¢ uwage, ze charakterystyka fazowa jest liniowa w pasmie przepustowym. Filtr nie znieksztatca
wiec sygnatu. Sygnat oryginalny oraz przefiltrowany sg zaprezentowane na rys. 6.13. Sygnat przefiltrowany jest
przesuniety w stosunku do oryginalnego, ale nie znieksztatcony. Filtry o skofAczonej odpowiedzi impulsowe;j
majg duzy rzad (w tym przypadku 500). Powoduje to, ze az 500 probek sygnatu musi przejs¢ przez filtr, zeby on
w petni zadziatat. Stad czas odpowiedzi takich filtrow jest stosunkowo dtugi.
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Rys. 6.14. Charakterystyka amplitudowa i fazowa filtru o skoriczonej odpowiedzi impulsowej

Skrypt Matlaba realizujacy filtr SOI jest przedstawiony na Listingu 6.5.

clear;
clc;
close all;

% Czestotliwos$¢ prébkowania
Fs=2000;

$parametry sygnatu
fsyg=10;
ok=1/fsyg;

A=1;

faza=0;



sks=0;

T=1/Fs;
% Czas analizy
t=0:T: ((5*ck)-T);

y=A*square (2*pi*fsyg*t+faza) +sks;
sy=A*sawtooth (2*pi*fsyg*t+faza, 0)+sks;

% Projekt filtru SOI - funkcja firpm()
a=1;

N=500;

Ho=[1 1 0 01;

fo=[0 75 85 (Fs/2)1/(Fs/2);
b=firpm (N, fo, Ho) ;

figure (1)
freqz(b,a,512,Fs);

yf = filter(b,a,y);

figure (2)
subplot (211)
plot(t,y,'-g");
hold on
plot(t,vEt,'-x");

axis tight

grid on;

xlabel ('Czas')
ylabel ('Amplituda')
title('Sygnal')

Listing 6.5. Skrypt Matlaba realizujacy filtr SOI

W drugim ¢éwiczeniu zrébmy to samo, ale z uzyciem filtru o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej. Do
zaprojektowania filtru uzyjmy funkcji ellip(). Charakterystyka amplitudowa i fazowa tego filtru jest
przedstawiona na rys. 6.16. Jesli chodzi o charakterystyke amplitudowg, to jest ona bardzo podobna do
charakterystyki filtru o skoriczonej odpowiedzi impulsowej (éwiczenie 1). Jednak charakterystyka fazowa jest
nieliniowa w pasmie przepustowym. Chociaz na rysunku ta nieliniowos¢ moze wydawac sie niewielka, ma ona
znaczny wptyw na sygnat filtrowany. Sygnat oryginalny oraz przefiltrowany sg zaprezentowane na rys. 6.16.
Wida¢ znieksztatcenie sygnatu przefiltrowanego. Jest ono spowodowane nieliniowym przesunieciem
poszczegblnych harmonicznych sygnatu, ktére sg pdzniej dodawane do siebie tworzac sygnat przefiltrowany.
Filtry o nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej majg znacznie mniejsze rzedy niz filtry o skoriczonej odpowiedzi
impulsowej (w tym przypadku 8). Stad tez czas odpowiedzi takiego filtru jest bardzo krétki.
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Rys. 6.15. Charakterystyka amplitudowa i fazowa filtru o skoriczonej odpowiedzi impulsowej
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Rys. 6.16. Sygnat oryginalny (zielony) oraz przefiltrowany (czerwony) z uzyciem filtru o nieskoriczonej odpowiedzi
impulsowe;j

Skrypt Matlaba realizujacy filtr NOI jest przedstawiony na Listingu 6.6.

clear;
clc;
close all;

o)

% Czestotliwo$é¢ prébkowania
Fs=2000;

%parametry sygnatu
fsyg=10;
ok=1/fsyg;

A=1;

faza=0;



sks=0;

T=1/Fs;
% Czas analizy
t=0:T: ((5*%ck)-T);

y=A*square (2*pi*fsyg*t+faza) +sks;
sy=A*sawtooth (2*pi*fsyg*t+faza, 0)+sks;

$ Projekt filtru NOI - funkcja ellip()
N=8;

Rp=0.1;

Rs=50;

wn=[80]/(Fs/2);
[b,al=ellip(N,Rp,Rs,wn);

figure (1)
freqz(b,a,512,Fs);

yf = filter(b,a,y);

figure (2)
subplot (211)
plot(t,y,'-g");
hold on
plot(t,vEt,'-x");

axis tight

grid on;

xlabel ('Czas')
ylabel ('Amplituda')
title('Sygnal')

Listing 6.6. Skrypt Matlaba realizujacy filtr NOI

W ¢wiczeniu 3 zajmiemy sie bardziej praktycznym przypadkiem. Mamy sygnat EKG, na ktéry naktadaja sie
zaktécenia od sieci (60 Hz) (rys. 6.18 — kolor niebieski). Zaprojektujmy filtr cyfrowy, ktéry usunatby te zaktécenia.
Poniewaz zalezy nam na szybkim zadziataniu filtru, zastosujmy filtr eliptyczny (NOI). Wprowadzone przez ten
filtr znieksztatcenia fazowe w tym przypadku nie powinny mie¢ wiekszego znaczenia. Najpierw wyznaczmy
widmo sygnatu EKG (rys. 6.17 — géra). Widac¢ zaktécenia od sieci energetycznej — prazek 60 Hz. Zaprojektujmy
filtr pasmowo-przepustowy tak by zablokowaé czestotliwosci wokdét 60 Hz (pasma przepustowe 0-55 Hz, 65-fs/2
Hz). Charakterystyki amplitudowa i fazowa tego filtru sg przedstawione na rys. 6.19. Nastepnie przefiltrujmy
sygnat. Rezultat dziatania takiego filtru jest przedstawiony na rys. 6.18 — kolor czerwony. Wida¢ wyraznie, ze
zaktdcenia od sieci zostaty odfiltrowane. Widmo sygnatu po filtracji jest przedstawione narys. 6.17 — dét. Tu tez
wida¢, ze czestotliwosci wokot 60 Hz zostaty usuniete z sygnatu.



Widmo sygnalu przed filtracja
T T T T T

0 A
©
©
2
S 50 i
£ 50
<
_100 | | 1 | 1 | | 1 |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Czestotliwosc [Hz]
Widmo sygnalu po filtracji
T T T T T T T T T
Op _
@©
©
2
S 50f 4
g 50
<
_100 1 1 1 1 Il 1 1 Il 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Czestotliwosc [HZz]
Rys. 6.17. Widmo sygnatu EKG przed i po filtracji
1 %1073 Sygnal przed i po filtracji
12
10
8 -
S
ERl
E—
< 4
2 -
O -
2 F
-4 1 I 1 1 | |
0 0.5 1.5 2 2.5 3.5 4
Czas [s]

Rys. 6.18. Sygnat EKG przed i po filtracji
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Rys. 6.19. Charakterystyka amplitudowa i fazowa zaprojektowanego filtru eliptycznego

Skrypt Matlaba uzyty do filtracji sygnatu EKG jest przedstawiony na Listingu 6.7.

clear;
close all;

load ekg.mat
ekg=ekg-mean (ekqg) ;

fp=960;
f=linspace (0, fp, 3600) ;
t=linspace (0, (3600/fp),3600);

% Projekt filtru ellip

Rp=0.1;

Rs=50;

wp=[45 751/ (fp/2);

ws=[50 651/ (fp/2);
[N,wn]=ellipord (wp,ws,Rp,Rs);
[b,al=ellip(N,Rp,Rs,wn, "'stop'");

figure (1) ;
freqz (b,a, 512, fp) ;

% Filtracja sygnatu
sf=filter (b, a,ekqg);

figure (2);

hold on

plot(t,ekqg);

plot (£t (100:3600),s£(100:3600),'r");
grid;

hold off



title('Sygnal przed 1 po filtracji');
xlabel ('Czas [s]');ylabel ('Amplituda');

w=fft (ekqg);

wlin=abs (w) ;

wlog=20*1ogl0 (wlin/max (wlin)) ;
wf=fft(sf);

wflin=abs (wf) ;

wflog=20*10gl0 (wflin/max (wflin)) ;

figure (3);

subplot (211) ;

plot (£(1:1800),wlog(1:1800)) ;
ylim ([-100 10]);

grid;
title('Widmo sygnalu przed filtracja');
xlabel ('Czestotliwosc [Hz]');ylabel ('Amplituda');

subplot (212) ;
plot (£(1:1800),wflog(1:1800));
ylim([-100 10]);

grid;
title('Widmo sygnalu po filtracji'):;
xlabel ('Czestotliwosc [Hz]');ylabel ("Amplituda');

Listing 6.7. Skrypt Matlaba uzyty do filtracji sygnatu EKG

Jako dodatkowe ¢wiczenie prosze zaprojektowac analogiczny filtr, ale o skoficzonej odpowiedzi impulsowej i
poréwnac otrzymane rezultaty.

6.5. Transformata falkowa

W tym <¢wiczeniu skorzystamy z narzedzia Matlaba o nazwie ,waveletAnalyzer”. Umozliwia ono
przeprowadzenie bardzo wielu operacji z uzyciem falek. My skoncentrujemy sie na obejrzeniu niektérych funkcji
falkowych oraz przeprowadzeniu dekompozycji falkowej sygnatéw jednowymiarowych.

Po wybraniu opcji ,WaweletDisplay” mamy mozliwos¢ obejrzenia i pordwnania wielu funkcji falkowych. Na rys.
6.20. i 6.21. zostaty zobrazowane funkcje falkowe Daubechies db2 i db6. Mozna zaobserwowac ksztatt funkcji
macierzystej i falkowej. Im rzad jest wyzszy tym funkcja jest bardziej gtadka. Przy dekompozycji falkowe]j nalezy
dobraé ksztatt funkcji falkowej po kontem swoich potrzeb, albo do konkretnego sygnatu. W dole rysunkéw
przedstawione sg wspétczynniki filtréw uzywanych do dekompozycji i rekonstrukcji falkowej. Widaé, ze liczba
wspotczynnikow filtréw zalezy od rzedu falki.
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Rys. 6.20. Funkcje falkowe db2 oraz odpowiadajace im filtry uzywane w procesie dekompozycji i rekonstrukcji

Sealing function phi

Wavelet function psi
1+ 1
1 1
0.8 E | T
[ 06 J
ost [ | 1
' i | 041 R
|
| 1 L 4
04 |I J 0.2
| 0 y
02f |/ '. .
: \ 02 ,
LN
o \ { Y — i 04 1
| ) Ny
[ 06 -
1 {
02 Vo 1 0.8 7
\
\/ 1F q
04| . . \’. . . L L L L L | . L L L L . L L L L
] 1 2 3 4 5 L] 7 & a 10 11 0 1 2 3 4 5 & 7 & 9 10 11
Decomposition low-pass filter Decompaosition high-pass filter
T T T T T T T T T
05 T 1 05 T 1
Y 8 Y * T hd o T T Y o & &
& & L ] b &
Py l Y e o
05 - 05 4
1] 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Reconstruction low-pass filter Reconstruction high-pass filter
(157 T T 05 T
‘ I t 1
o ? & o o *—o & &
l o L ] o L ]
=05 Bl 051 4
L L L L L L L . L L
1] 2 4 6 8 10 (1] 2 4 6 8 10

Rys. 6.21. Funkcje falkowe db6 oraz odpowiadajace im filtry uzywane w procesie dekompozycji i rekonstrukcji



Kolejne przyktady przedstawiajg dekompozycje falkowag sygnatéw jednowymiarowych. W pierwszym
przyktadzie analizowany jest sygnat skoku jednostkowego (rys. 6.21). Dekompozycja zostata wykonana z
uzyciem narzedzia ,Wawelet 1-D” . Zastosowang falkg byta db2, rozktad przeprowadzono na pieciu poziomach.
Mamy wiec sygnat aproksymacji a5 (najnizsza czestotliwos¢) oraz pieé¢ sygnatéw detali d5 do d1. Detal d1
reprezentuje skladowg o najwyzszej czestotliwosci, a d5 o najnizszej. W tym przypadku tatwo zaobserwowaé,
ze sktadowe dekompozycji przypominajg ksztattem zastosowang falke.

W drugim przyktadzie sygnatem, ktdry zostat poddany dekompozycji falkowej, jest sygnat zaprezentowany na
rys. 6.23. Sygnat ten sktada sie z potaczonych dwéch sygnatdéw sinusoidalnych. W miejscu potgczenia wystepuje
nieciggtos¢. Drugi sygnat sinusoidalny ma czestotliwos¢ wiekszg niz pierwszy. Zastosowano do dekompozycji
falke db2, a rozktad przeprowadzono na pieciu poziomach. W tym przypadku aproksymacja a5 reprezentuje w
zasadzie pierwszy sygnat sinusoidalny o nizszej czestotliwos$ci. Natomiast drugi sygnat sinusoidalny zostat
gtéwnie zdekomponowany na detale d4 i d3. W miejscu nieciggtosci wystepujg wszystkie czestotliwosci.

Decompasition al lavel 5 s = ab +df + ¢4 +d3+ a2 +d1
T T T T T T

o

o
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I

Rys. 6.22. Dekompozycja falkowa sygnatu skoku jednostkowego
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Rys. 6.23. Dekompozycja falkowa dwdch potaczonych sinusoid z nieciggtoscia



7. Pytania kontrolne

Prosze zaznaczy¢ poprawne odpowiedzi. Moze by¢ jedna badz dwie poprawne odpowiedzi w kazdym pytaniu.

1) Filtr cyfrowy:
a) Jest uktadem odpowiednio potaczonych elementéw RLC

b) *Moze byé programem komputerowym, programowalnym procesorem lub dedykowanym
uktadem scalonym

c) Ma zawsze wbudowany przetwornik a/c

d) *Do poprawnego dziatania wymaga jedynie podstawowych operacji arytmetycznych (+, -, *, /)

2) Filtracja sygnatu to:
a) Policzenie transformacji Fouriera sygnatu

b) *Proces przetwarzania dokonany na sygnale w dziedzinie czasu, powodujgcy zmiany w widmie
sygnatu oryginalnego

¢) Usuniecie $redniej z sygnatu

d) *Usuniecie, redukcja pewnych niepozadanych sktadowych sygnatu filtrowanego

3) Filtr o nieskoriczonej odpowiedzi impulsowej (NOI):
a) *Ma nieliniowg charakterystyke fazowa
b) Zazwyczaj wymaga duzej liczby wspotczynnikéw do poprawnego dziatania
c) *Dziata w oparciu o biezacg i poprzednie wartosci wejsciowe oraz poprzednie wartosci wyjsciowe

d) Nie powoduje znieksztatcen sygnatu

4) Filtr o skonczonej odpowiedzi impulsowej (SOI):
a) *Ma odpowiedz impulsowg, ktdra zbiega do zera w skoriczonym czasie
b) Dziata w oparciu o biezacg i poprzednie wartosci sygnatu brane z wyjscia filtru
c) Przestaje dziata¢ po okreslonym czasie

d) Korzysta tylko z operacji dodawania do obliczenia wartosci probek wyjsciowych

5) Zaletg filtrow NOI w poréwnaniu z filtrami SOI jest to, ze:
a) Nie znieksztatcajg sygnatu
b) *Szybciej zaczynaja dziata¢
c) *Mozna uzyskac bardziej strome pasma przejSciowe

d) Safatwiejsze do projektowania i zastosowania



6) Odszumianie sygnatéw mozna zrealizowaé poprzez:
a) Usuniecie trendu
b) *Filtracje cyfrowg
c) Usuniecie dryftu

d) Zastosowanie transformacji Gabora

7) Transformata Fouriera umozliwia:
a) Rozktad sygnatu w szereg Taylora
b) *Policzenie widma sygnatu
c) Wyznaczenie spektrogramu sygnatu

d) Jest podstawowgq operacjg wykonywang przez filtry cyfrowe

8) lJezeli roztozymy sygnat prostokatny na harmoniczne to:
a) Otrzymamy tylko parzyste harmoniczne
b) *Otrzymamy tylko nieparzyste harmoniczne
c) Nie da sie roztozyc¢ sygnatu prostokatnego na harmoniczne

d) Otrzymamy parzyste i nieparzyste harmoniczne

9) Okno czasowe w analizie Fouriera:
a) Powoduje, ze analiza jest zawsze synchroniczna
b) *Moze by¢ stosowane w celu zmniejszenia skutkéw analizy asynchronicznej
¢) Woyznacza zakres analizowanych czestotliwosci

d) *Woyznacza poczatek i koniec analizowanego sygnatu

10) Czestotliwos¢ Nyquista to:
a) Najwyzsza czestotliwos¢ w badanym sygnale
b) Czestotliwo$é prébkowania pomnozona przez dwa
c) *Okresla zakres analizy widmowej

d) *Potowa czestotliwosci probkowania



11) Analiza synchroniczna

a) *Utatwia interpretacjg widma
b) Zachodzi najczesciej podczas rzeczywistych pomiaréw
c) Zachodzi, kiedy czestotliwos¢ probkowania jest odpowiednio duza

d) *Zachodzi, kiedy analiza Fouriera obejmuje catkowitg liczbe okreséw sygnatu badanego

12) Okres prébkowania to:

a) Czas rejestracji sygnatu
b) *Rdznica czasowa pomiedzy zarejestrowaniem dwdch kolejnych prébek sygnatu
c) Wielokrotnos¢ okresu sygnatu badanego

d) Czas, po ktérym sygnat badany zmienia znak (z dodatniego na ujemny badz odwrotnie)

13) Czestotliwo$é prébkowania (przy ustalonym czasie prébkowania sygnatu) wptywa na:

a) *Zakres analizy widmowej
b) Rozdzielczos¢ analizy widmowe;j
c) *Liczbe prébek sygnatu wzietg do analizy

d) Czestotliwos$¢ badanego sygnatu

14) Zjawisko ‘aliasingu’ powstaje gdy:

a) Czas probkowania sygnatu jest zbyt dtugi,
b) *Nie jest spetniony warunek podany w twierdzeniu o prébkowaniu (Shannona),
¢) Widma dwdch badanych sygnatéw posiadajg cze$¢ wspding,

d) Czestotliwos¢ prébkowania jest co najmniej dwukrotnie wieksza od czestotliwosci najwyzszej
harmonicznej widma badanego sygnatu.

15) Na ponizszym rysunku przedstawiono modut widma sygnatu:

2

y(f)

[IHHII f

a) Sinusoidalnego
b) *Prostokatnego

) y(t) = Assin(2mtfit) + Azsin(2nfat),

200 1600 1500 2600 d) Szumu



16) Na podstawie ponizszego rysunku przedstawiajgcego modut widma sygnatu (n = 40) mozna powiedziec
ze:

a) *Wystepuje synchroniczna analiza widmowa

b) Wystepuje asynchroniczna analiza widmowa

c) *Przedstawiony sygnat mozna zapisa¢ w postaci:

f y(t) = Assin(2xfit) + Azsin(2mfat)

1000

d) Rozdzielczo$¢ analizy widmowej r = 0.40

17) Zwiekszanie liczby prébek n badanego sygnatu przy statej czestotliwosci prébkowania powoduje:
a) *Woydtuzenie czasu analizy sygnatu
b) Poszerzenie zakresu analizy widmowej
c) *Zwiekszenie rozdzielczosci r analizy widmowej

d) Zmniejszenie rozdzielczosci r analizy widmowej

18) Na ponizszym rysunku przedstawiono modut widma sygnatu (spetniajgcego warunek podany w
twierdzeniu o prébkowaniu):

yif)

. ] a) *y(t) = Asin(2rft+o)

25 ] b) Prostokatnego

" ] c) y(t) = Assin(2xf1t) + Azsin(2xfat), gdzie fi=f,
Sl e f d) Szumu

19) Krétkoczasowa transformata Fouriera:
a) *Umozliwia wydobycie z sygnatu informacji o tym, jak zmienia sie jego widmo w czasie
b) Pozwala uzyskac doktadniejsze wyniki niz zwykta transformata Fouriera
c) Nadaje sie tylko do analizy krétkich sygnatow

d) *Podczas tej analizy sygnat zostaje podzielony na segmenty, a kazdy segment podlega analizie
widmowej niezaleznie

20) O spektrogramie mozna powiedziec ze:
a) Jest to wynik transformacji Fouriera
b) *Argumentami w spektrogramie sg czestotliwosé i czas
c) *Jestto wykres widma amplitudowego sygnatu dla kazdej chwili t, dla ktorej sygnat jest okreslony

d) Jest to wynik transformacji Gabora



21) Transformata Gabora:
a) *Umozliwia osiggniecie optymalnej rozdzielczosci analizy w czasie i czestotliwosci
b) Umozliwia analize bardzo krétkich sygnatow
c) *Jest przypadkiem szczegdlnym STFT, w ktérym okno czasowe ma ksztatt gaussowski

d) Niweluje przeciek widma

22) O rozdzielczosci analizy w STFT mozna powiedzie¢ ze:
a) Najwiekszy wptyw ma na nig czestotliwos$¢ prébkowania sygnatu

b) *Rozdzielczo$¢ w czasie i czestotliwosci jest ze sobg powigzana, zwiekszajgc rozdzielczos¢ w
dziedzinie czasu jednoczesnie zmniejszamy rozdzielczo$¢ w dziedzinie czestotliwosci

c) Rozdzielczos¢ w czasie i czestotliwosci jest ze sobg powigzana, zwiekszajgc rozdzielczos¢ w
dziedzinie czasu jednoczesnie zwiekszamy rozdzielczo$¢ w dziedzinie czestotliwosci

d) *Jest zdeterminowana przez szerokos¢ okna analizy

23) W przypadku przeprowadzenia analizy falkowej sygnatu
a) Uzyskujemy doktadniejsze informacje o sktadowych widma sygnatu niz w analizie Fouriera
b) *Do dekompozycji falkowej mozemy wykorzystac¢ wiele réznych funkcji falkowych
c) *Uzyskujemy wynik dekompozycji przedstawiony na ptaszczyznie czas-skala

d) Mamy bezposrednig mozliwo$é odczytania jakie czestotliwos$ci wystepujg w okreslanym czasie
trwania sygnatu

24) Sygnaty detalu w analizie falkowe;j
a) *Zawierajg komponenty sygnatu o wyzszych czestotliwosciach
b) Powstajg w wyniku filtracji sygnatu filtrem dolnoprzepustowym
c) *Moze by¢ wiele sygnatéw detalu, ich liczba zalezy od liczby poziomdéw dekompozycji

d) Zawierajg komponenty sygnatu o nizszych czestotliwosciach

25) Aproksymacija w analizie falkowej
a) Zawiera komponenty sygnatu o najwyzszych czestotliwosciach
b) *Zawiera komponenty sygnatu o najnizszych czestotliwosciach
c) Powstaje przez usuniecie Sredniej z blokéw sygnatu analizowanego

d) *Jest tylko jeden taki komponent w dekompozycji falkowej



26) Kiedy warto stosowac alokacje bitow
a) W odniesieniu do kolejnych prébek sygnatu
b) *W odniesieniu do prébek transformaty sygnatu
c) *W przypadku kwantyzacji wektorowe;j

d) W przypadku kwantyzacji skalarnej prébek sygnatu

27) Co oznacza termin kodowanie transformacyjne
a) Nieréwnomierng kwantyzacje sygnatu
b) *Kwantyzacje probek transformaty
c) Policzenie odwrotnej transformaty Fouriera

d) *Rodzaj kodowania blokowego
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