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2 Geometria krzywych

2.1 Parametryczny zapis krzywych

Reprezentacje figur geometrycznych stosowane w projektowaniu przy uzyciu komputera powinny miec
nastepujgce wtasnosci:

e powinny by¢ wygodne dla projektanta, tak by dzieki nabytemu doswiadczeniu i wyczuciu mogt tatwo
wykonywac i modyfikowac projekty;

e powinny umozliwia¢ tatwa realizacje algorytmow przetwarzania, co wigze sie z obnizeniem kosztow
implementacji systeméw modelowania;

e powinny istnie¢ szybkie algorytmy przetwarzania reprezentacji, na przyktad wykonywania takich
przeksztatcen, jak obroty czy skalowanie; ma to zasadniczy wptyw na efektywnos¢ i wygode pracy
projektanta;

e wilasnosci reprezentacji powinny umozliwia¢ weryfikacje zatozen projektowych (takich jak utrzymanie
tolerancji ksztattu), a takze badanie modelu komputerowego przed wykonaniem prototypu

e powinna rowniez istnie¢ mozliwos¢ wymiany danych miedzy réznymi systemami.

Parametryczny opis krzywej jest najbardziej ogdlnym i najwygodniejszym opisem do okreslenia i obliczen
charakterystycznych wtasnosci geometrycznych krzywej. Punkty krzywej parametrycznej opisane s3g
odwzorowaniem:
x(u)
Pu) =y, gdzie ue<a,b > (D
z(u)

Wielkos¢ P(u) nalezy traktowac jako wektor wodzgcy punktu P lezgcego na krzywej i odpowiadajgcego
parametrowi u, ktdry zmienia sie w podanym zakresie (Rysunek 1). Zwrot krzywej, zaznaczany na krzywej lub
obok krzywej strzatka, okreslony jest przez dodatni przyrost parametru.
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Rysunek 1. Parametryczna krzywa w przestrzeni 3D.
Punkt P(u) jest odwzorowaniem parametru u
w przestrzenr 3D



Jesli krzywa jest ptaska, pomija sie funkcje z(u). Zapis parametryczny w postaci dwéch funkcji x(u) i y(u)
pozwala zdefiniowac krzywe ptaskie, réwniez takie, ktdrych nie da sie opisaé funkcjg y(x) (Rysunek 2).

Rysunek 2. Rysunek obrazuje zaleznos¢ miedzy funkcjami
x(u) iy(u), awynikajgcq z nich krzywg P(u)

Po danej krzywej mozemy sie poruszaé na nieskoriczenie wiele sposobdw; mozna wiec jg sparametryzowac
nieskonczenie wieloma odwzorowaniami.
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Rysunek 3. Przyktady réznych parametryzacji pétokregu.



Przyktadowo poétokrag (Rysunek 3) mozna opisaé funkcjami x(u) i y(u):

a) wyprowadzonymi bezposrednio z zaleznosci y= f(x) dla p6tokregu

b) i c) funkcjami trygonometrycznymi, gdzie parametr u oznacza kat promienia wodzgcego punktu P(u),
liczony zgodnie lub przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara; jesli zwiekszymy zakres parametru u do
21, mozna tym sposobem opisac caty okrag (czego nie da sie zrobi¢ w przypadku a).

2.2 Krzywe rozniczkowalne i wektor predkosci

Dla krzywej parametrycznej P(u) definiuje sie wektor pierwszej pochodnej P’(u) (zwany krotko wektorem
pochodnej krzywej):

x' ()
P'(w)=|y' (W], gdzie ue<a,b> (2)
z'(u)

Wektor pochodnej P'(u) jest styczny do krzywej (chyba ze ma on dtugosé réwng zeru) i ma zwrot zgodny ze
zwrotem krzywej (Rysunek 11). Gdyby krzywa traktowac¢ jako tor poruszajacego sie punktu, a parametr u jako
czas, to wektor P'(u) mozna interpretowac jako wektor predkosci poruszajgcego sie po tym torze punktu w
chwili u. Dlatego wektor pochodnej bywa nazywany wektorem predkosci krzywej. Jest on wiec zalezny od
parametryzacji krzywej - zmiana wzordow opisujgcych krzywa powoduje zmiane wektora predkosci w danym

punkcie.
Plu)
P(u)
Rysunek 4. Krzywa P(u) i wektor predkosci P'(u) lezgcy na
prostej stycznej do krzywej w punkcie P(u)
DEFINICIA 1

Krzywa jest rozniczkowalna, jesli w kazdym jej punkcie mozna wyznaczy¢ wektor pierwszej pochodnej,
(w skrdcie: wektor pochodnej), nazywany rowniez wektorem predkosci krzywej.



Moga jednak wystapi¢ sytuacje, kiedy wektora pochodnej nie da sie wyznaczy¢ i wowczas krzywa ma w tym
miejscu ostrze (Rysunek 5a). Krzywe parametryczne stosowane w modelowaniu geometrycznym sg wiec w
ogoélnosci kawatkami gtadkie - sg ciggte i majg skonczong liczbe ostrzy. Ostrza na krzywej (Rysunek 5) sg
miejscami, w ktérych mogg zajs¢ dwa przypadki:

e krzywa nie jest rozniczkowalna: wektory pochodnej lewo- i prawostronnej sg rézne - przypadek a)

e krzywa jest rézniczkowalna, ale wektor pochodnej jest wektorem zerowym, czyli predkos¢ punktu
poruszajgcego sie po krzywej spada w tym punkcie do zera (wektor predkosci zmienia zwrot na
przeciwny) — przypadek b) i c). Méwimy, ze krzywa w tym punkcie nie jest regularna.

Rysunek 5. Krzywe kawatkami gtadkie: a) w tym punkcie ostrza krzywa nie jest
rézniczkowalna; b) i c) to przypadki tzw. antystycznosci - krzywa w punkcie
ostrza jest rézniczkowalna, ale nie jest regularna.

2.3 Krzywe gtadkie, wersor styczny i krzywizna krzywej

DEFINICJA 2
Jezeli krzywa jest rozniczkowalna i wektor pierwszej pochodnej w Zadnym jej punkcie nie jest wektorem
zerowym (zawsze ma dfugosc nierownq zeru), to jest to krzywa regularna, czyli gfadka; wowczas w
kazdym jej punkcie mozna dla niej okresli¢ wersor styczny.

Wersor styczny do krzywej (Rysunek 6) jest wielkoscia geometryczng, niezalezng od parametryzacji.
Charakteryzuje on tylko kierunek stycznej do krzywej i zwrot krzywej w punkcie u. Zmiana zwrotu (orientacji)
krzywej powoduje zmiane zwrotu wersora stycznego na przeciwny. Wersor styczny t(u) wyznacza sie dzielgc
wektor pochodnej przez jego dtugosc:

P'(w)

(W =l

(3)



P(u)

P"(u)

Rysunek 6. Wektory pierwszej i drugiej pochodnej oraz wersor styczny t(u) w wybranym punkcie
krzywej P(u).
Istnieje nieskonczenie wiele krzywych stycznych majacych w danym punkcie ten sam wersor styczny;

wszystkie te krzywe sg gtadkie, ale rdznig sie stopniem odchylenia od prostej stycznej - czyli rdznig sie
krzywizng. Mowigc scislej, krzywizna krzywej k(u) jest skalarem, ktéry definiuje, z jakg predkoscig katowg
(wzgledem dtugosci tuku krzywej) zmienia sie potozenie wersora stycznego. Krzywizna jest wiec wielkoscig
geometryczng, zalezng wytgcznie od ksztattu krzywej. W ogdlnym przypadku krzywych 3D krzywizne wyznacza
sie ze wzoru, gdzie wystepuje wektor drugiej pochodnej P”(u):

_IP@) x Pl
N OO @

Wektor P"(u), wyznaczany przez rézniczkowanie w sposob analogiczny jak wektor P'(u), jest skierowany we
wklestg strone krzywej, ale jego kierunek jest Scisle zalezny od parametryzacji krzywej (Rysunek 6). W
punktach, w ktorych wektory pierwszej i drugiej pochodnej majg wspdlny kierunek, krzywizna krzywej -
zgodnie z wyzej podanym wzorem - ma wartos¢ rowng zeru. Punkty takie nazywamy punktami
wyprostowania krzywej. W przypadku krzywych ptaskich najczesciej sg to punkty przegiecia.

2.4 Uklad Freneta, wektor krzywizny i skrecenie krzywej

W modelowaniu 3D i w zastosowaniach CAD/CAM bardzo czesto zamiast krzywizny wykorzystuje sie wektor
krzywizny, ale aby go zdefiniowaé, nalezy wprowadzi¢ pojecia wersora normalnego i ptaszczyzny Scisle
stycznej do krzywej, zwigzane z tréjscianem Freneta (Rysunek 7).

Rysunek 7. Tréjscian Freneta: wersor styczny
t=t(u), normalny n=n(u) i binormalny b=b(u)



Tréjscian (uktad) Freneta definiuje sie za pomocg trzech wzajemnie prostopadtych wersorow: wersora
stycznego t(u), wersora binormalnego b(u), okreslonego wzorem

_ P'(w) x P"(w)

R Ty en] )

i wersora normalnego n(u), wyznaczanego jako iloczyn wektorowy dwu poprzednich wersoréw:
n(u) = b(u) x t(u) (6)

DEFINICJA 3
Dla trgjscianu Freneta, utworzonego przez wersory t=t{u), b=b(u) i n=n(u) definiuje sie 3 ptaszczyzny:
e ptaszczyzne scisle styczng - rozpietq przez wersory t n
e ptaszczyzne prostujgcg - rozpietq przez wersory t b
e ptaszczyzne normalng - rozpietq przez wersory n, b

Teraz juz mozna zdefiniowa¢ wektor krzywizny, ktéry ma dtugosc réwng krzywiznie krzywej:

K() = k(wn(u) (7)

Wektor krzywizny niesie wiecej informacji, niz sama krzywizna: oprocz tego, ze jego dtugos¢ pokazuje wartos¢
krzywizny, jego kierunek i zwrot jest zgodny z kierunkiem wersora normalnego i jest on skierowany we
wklesta strone krzywej (Rysunek 8).

tw P

P"(u)

Rysunek 8. Wektory pierwszej i drugiej pochodnej,
wersor styczny t(u), wersor normalny n(u) i wektor
krzywizny K(u) w wybranym punkcie krzywej gtadkiej



DEFINICIA 4
Krzywizna jest skalarng miarq odchylenia krzywej od prostej stycznej i albo jest rowna zeru (w punktach
wyprostowania krzywej) albo jest mierzona w kierunku wersora normalnego i wtedy jest dodatnia.
Wektor krzywizny jest wektorowq miarg odchylenia krzywej od jej stycznej. Ma on dtugos¢ réwng
krzywiznie krzywej i albo jest wektorem zerowym, albo lezy w ptaszczyznie scisle stycznej do krzywej, jest
prostopadty do wersora stycznego t(u) i skierowany we wklestq strone krzywej.

Wektor krzywizny krzywej wyraznie pokazuje wszelkie niuanse zwigzane ze zmiang krzywizny, ktérych nie da

Rysunek 9. Odwrdcony i przeskalowany wykres
Rysunek 10. Wykres przeskalowanego wektora krzywizny
wektora krzywizny

sie dostrzec gotym okiem, a ktdére powodujg, ze krzywa nie ma pozadanego, gtadkiego ksztattu, bez
raptownych zmian krzywizny. Wykres wektora krzywizny przeskalowanego i wyswietlonego z zadang gestoscia
wzdtuz krzywej moze mie¢ postaé jak na Rys. 9. Na ogot jednak w systemach CAD wyswietla sie wykres
wektora przeciwnego do wektora krzywizny, gdyz jest on znacznie czytelniejszy (Rys. 10).

Podsumujmy wiec ostatecznie:

Dla krzywej, ktéra w analizowanym punkcie nie jest ptaska, czyli odchyla sie od swojej ptaszczyzny stycznej,
mozna dodatkowo na bazie tréjscianu Freneta i wektoréw pochodnych az do P’”’(u) wiacznie zdefiniowad
pojecia skrecenia krzywej (zgodne z intuicyjnym rozumieniem tego pojecia) i wektora skrecenia:

DEFINICJIA 5
Skrecenie krzywej jest skalarng miarq odchylenia krzywej od ptaszczyzny Scisle stycznej i jest mierzone w
kierunku wersora binormalnego. Skrecenie krzywej jest dodatnie, jesli krzywa kieruje sie w strone
wersora binormalnego i ujemne w przypadku przeciwnym. Skrecenie krzywej ptaskiej = Q.
Wektor skrecenia jest wektorowq miarqg odchylenia krzywej od jej ptaszczyzny scisle stycznej. Ma on
dfugos¢ rownqg modufowi skrecenia krzywej, kierunek wersora binormalnego, a jego zwrot pokazuje, w
ktorg strone krzywa odchyla sie od ptaszczyzny Scisle stycznej.



Z pojeciem krzywizny zwigzane jest pojecie okregu scisle stycznego, ktéry - sposréd nieskonczenie wielu
okregoéw stycznych w danym punkcie do krzywej i lezagcych w jej ptaszczyznie Scisle stycznej jest okregiem
najbardziej zblizonym krzywizng do krzywej, najlepiej do niej "przylegajgcym". Promien okregu Sscisle
stycznego, nazywany promieniem krzywizny, jest odwrotnoscig krzywizny krzywej w danym punkcie: im
wieksza krzywizna, tym mniejszy promien krzywizny i odwrotnie.
1

R=R(u) = () (8)
Okregu scisle stycznego nie mozna wyznaczy¢ w punktach wyprostowania krzywej, gdyz miatby tam promien
nieskonczony. Dlatego promien krzywizny jest mniej uniwersalny niz krzywizna, ktérg mozna okresli¢ we
wszystkich punktach krzywej gtadkiej i dlatego tez do oceny wtasnosci krzywej zwykle stosuje sie wykres
wektora krzywizny.

i

Rysunek 11. Okrqg scisle styczny do
krzywej w wybranym punkcie; krzywa
przechodzi w punkcie stycznosci z jednej
strony okregu na drugq

UWAGA

A co to jest krzywa gtadka? Przypomnijmy sobie definicje.

2.5 Klasy ciggtosci krzywej

Pojecie ciggtosci krzywych jest fundamentalne w projektowaniu. NajczesSciej spotyka sie nastepujgce klasy
ciggtosci:
e CO (inaczej: GO) - jesli dwie krzywe majg tylko punkt wspdlny;
e Cl1 - jesli na potgczeniu krzywych wektor pierwszej pochodnej jest ciggty (krzywe majg wspdlny wektor
predkosci);
e G1 - jesli na potaczeniu krzywych nachylenie stycznej do krzywej jest ciggte (krzywe majg wspdlny
wersor styczny);
e (2 -jeslina potaczeniu krzywych wektor drugiej pochodnej jest ciggty;
e G2 - jesli na potaczeniu krzywych nachylenie stycznej zmienia sie w sposdb ptynny, a krzywizna jest
ciagta;
e G3 -jesli na potgczeniu krzywych krzywizna zmienia sie w sposob ptynny.
Ciaggtos¢ niezalezna od parametryzacji, zwigzana jedynie z ksztattem (geometrig) krzywej, nosi nazwe ciagtosci
geometrycznej i oznaczana jest literg G. Ciggtos¢ wektoréw pochodnych w punkcie potaczenia, $cisle zwigzana
z parametryzacja, jest ciggtoscig analityczng i oznaczamy jg literg C. Ciggtos¢ analityczna jest silniejszym
wymaganiem niz geometryczna: je$li mamy ciggto$é C*, to na pewno jest to tez ciggtoéé G, ale nie na odwrét.



Rozne klasy ciggtosci geometrycznej na potaczeniu 2 krzywych zobrazowano na Rysunek 12 wraz z wykresami
wektora krzywizny dla potgczonych krzywych. Widzimy, ze na potaczeniu klasy G1 krzywizna zmienia sie
skokowo, dla G2 krzywizna nie zmienia swej wartosci w punkcie potaczenia, ale wykres krzywizny nie jest
ptynny w tym punkcie i dopiero w przypadku klasy G3 mamy ptynny wykres krzywizny w punkcie potgczenia.
Wszystkie krzywe poza pierwszg sg gtadkie.

Rysunek 12. Klasy ciggtosci geometrycznej krzywych: GO, G1-
skokowa zmiana krzywizny, G2—ciqgta krzywizna, G3- ptynna
krzywizna.

W wiekszosci zastosowan inzynierskich i we wzornictwie przemystowym projektanci zadowalajg sie ciggtoscia
G2 na potaczeniu, jednak w stylizacjach o szczegdlnych wymaganiach (np. karoserie samochoddw) narzuca sie
wymaganie G3. Blizej wyjasnimy te wymagania w dalszej czesci odnoszacej sie do klas ciggtosci powierzchni,
ale juz tutaj na przyktadzie Rysunek 13 przyjrzyjmy sie raz jeszcze réznicom miedzy G2 a G3.

Rysunek 13. Pordwnanie ciggtosci G2 i G3. W obu przypadkach na
koncach krzywej krzywizna spada do zera i krzywa przechodzi w odcinki
prostoliniowe, ale tylko w przypadku G3 to przejscie jest ptynne — styczna

do wykresu krzywizny pokrywa sie z prostg, w ktorq przechodzi.

Z drugie strony twodrcom ilustracji, czy chocby zwyktym uzytkownikom narzedzi rysunkowych Worda
wystarcza ciggtos¢ G1 na potgczeniu krzywych, czyli wymaganie, by byty one gtadkie (ciggto$¢ krzywizny nie



jest potrzebna). Oznacza to, ze mozna modyfikowac jedng z krzywych bez zmiany drugiej (Rysunek 14a). Wraz
z takg standardowa opcja uzytkownik dostaje moznos¢ réwnoczesnej zmiany obu potgczonych krzywych, co
jest rownowazne zachowaniu ciggtosci C1 (Rysunek 14b). Oczywiscie zamiast okreslen G1 i C1 uzywa sie w
takich aplikacjach poje¢ bardziej zrozumiatych, choc¢ czesto przy tym dziwnych (np. w Wordzie: punkt gtadki —
oznacza C1, punkt prosty — G1, punkt narozny — GO).

a) G1 b) C1

Rysunek 14. Poréwnanie klasy G1 (geometrycznej) z klasq C1 (analityczng). Odcinki prostych po obu
stronach punktu potgczenia odpowiadajg przeskalowanym wektorom predkosci potgczonych krzywych.
Linig przerywang zaznaczono nowe potozenie krzywych po wydtuzeniu wektora predkosci dla krzywej
prawostronnej. W przypadku b) wektor predkosci dla krzywej lewostronnej automatycznie sie do wektora
nrawostronneao donasowuie i zmiana ksztattu (wvbhrzuszenial krzvwei nastenuie no obu stronach.

3 Krzywe wielomianowe 3i 2 stopnia

3.1 Reprezentacja Hermite'a

Krzywa wielomianowa trzeciego stopnia jest najczesciej stosowanym segmentem krzywej, z ktérego buduje
sie dowolnie ztozone krzywe, zarowno w aplikacjach rysunkowych (rastrowych i wektorowych), jak i we
wszelkiego rodzaju modelerach - stuzgcych do modelowania ksztattéw w systemach CAD/CAM i w systemach
animacji komputerowej. Mozna powiedzie¢ bez zadnej przesady, ze jest to najbardziej popularny "kawatek"
krzywej, ktéry stanowi podstawe matematycznej reprezentacji tego wszystkiego, co widzimy w animacji
komputerowej i tego, czym postugujemy sie na co dzien jako wytworami wzornictwa przemystowego. Krzywa
taka jest na tyle wysokiego stopnia, ze moze by¢ krzywa przestrzenng i moze miec jeden lub dwa punkty
przegiecia, a nawet ostrze. Zarazem jest na tyle niskiego stopnia, ze umozliwia bardzo proste i szybkie
obliczenia i jest wygodna jako element do konstruowania ztozonych krzywych.

Pojedynczy tuk krzywej wielomianowe;j trzeciego stopnia mozna zdefiniowac ogdlnym wzorem

Plu)=Au" + Au’ + Au+ A,
(8)
w ktérym cztery wielkosci A s wektorami 2D lub 3D nie majgcymi zadnej interpretacji geometrycznej.
Mozna go tez zdefiniowa¢ za pomoca czterech innych wektoréw: dwdch punktédw krancowych i wektoréw
pochodnych w tych punktach. Jest to tzw. reprezentacja Hermite'a, majgca znaczenie geometryczne: wektory
pochodnych pokazujg, w jakim kierunku poruszamy sie po krzywej i z jakg predkoscia. Im bardziej wydtuzymy
wektory pochodnych, tym bardziej krzywa sie "wybrzuszy" - bo dtugos$¢ toru musi wzrosng¢, skoro ma by¢ na
nim wieksza predkosc.



P(w) = (2u® —3u?+1)-P(0) + (—2u3 +3u?) - P(1) + (u® — 2u® + u) - P'(0) + (u> —u?) - P'(1)
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Rysunek 15. Przyktady réznych segmentow wielomianowych trzeciego
stopnia w reprezentacji Hermite'a. Do wyznaczenia krzywej stuzq punkty
krancowe krzywej i wektory pochodnych w tych punktach.

Zaleznosci pomiedzy obiema reprezentacjami opisujg wzory:

A, =P(0)

A, =P'(0)

A, = —3P(0) + 3P(1) — 2P’'(0) — P'(1)
A; = 2P(0) — 2P(1) + P'(0) + P'(1)

3.2 Reprezentacja Béziera

Projektowanie krzywych za pomocg matematycznych wzoréow wielomianowych nie jest w praktyce mozliwe -
bo niemozliwe jest okreslenie wektorowych wspotczynnikdw niemajgcych zadnej interpretacji geometryczne;j.
Mozliwos$¢ komputerowego projektowania krzywych i powierzchni zawdzieczamy geniuszowi francuskiego
matematyka i inzyniera Pierre’a Bézier (Rysunek 16).



Rysunek 16. Pierre Bézier (1910-1999), karoseria Renault zaprojektowana jego metodq i odreczny rysunek wykreslony przez Béziera
za pomocq jego krzywych.

Pracujac w Renault nad projektowaniem karoserii opracowat on pod koniec lat szes¢dziesigtych metode, ktdra
polega na definiowaniu krzywych za pomoca tzw. wierzchotkéw kontrolnych (obecnie czesto oznaczanych w
réznych aplikacjach jako CV - ang. Control Vertices). Wierzchotki kontrolne bywajg tez nazywane punktami
kontrolnymi, punktami sterujagcymi, a czasem obrazowo "uchwytami" krzywej (bo jak zobaczymy, mozna za
nie "chwyci¢" krzywg i jg modelowac). Reprezentacja za pomocg wierzchotkdw kontrolnych ma swoje
bezposrednie odniesienie do reprezentacji Hermite'a, ale jest wygodniejsza w zastosowaniach.

Krzywa Béziera 3 stopnia definiuje sie za pomocg 4 wierzchotkdw kontrolnych Vo, V1, V2, V3 (Rysunek 17)
zgodnie ze wzorem:

P(u)=V,(1-2)" + V3ul -u)’ + V,3u (1 —u)+ Vi’

v, v
2

A=
P(u)

Rysunek 17. Krzywa wielomianowa 3 stopnia w reprezentacji Béziera. Jest jednoznacznie
zdefiniowana wielobokiem kontrolnym o 3 bokach.

Krzywa taka ma nastepujgce wtasnosci (Rysunek 18):

e Przechodzi przez punkty krancowe wieloboku i jest styczna w tych punktach do krancowych bokéow
wieloboku.

e Lezy catkowicie wewnatrz wypuktego wieloboku rozpietego na wierzchotkach wieloboku Béziera.

e (Odzwierciedla charakterystyczny ksztatt wieloboku i jest jego gtadkim przyblizeniem. Jesli wielobok jest
wypukty, to odpowiadajgca mu krzywa Béziera tez jest wypukta.



e Aby przeksztatci¢ afinicznie krzywg Béziera (przesungé, obrocié, przeskalowac), wystarczy przeksztatcié
afinicznie wielobok, a nastepnie wygenerowac z niego krzywa Béziera.

Rysunek 18. Przyktady krzywych Béziera 3 stopnia i ich
wielobokdw wypuktych.

Krzywa Béziera 3 stopnia moze miec jeden lub dwa punkty przegiecia, a nawet petle lub ostrze. Moze by¢ tez
krzywa przestrzenng, zatem rysunki powyzsze mozna traktowac jako rzuty krzywych 3D - wéwczas, gdy jeden z
wierzchotkdéw kontrolnych lezy poza ptaszczyzng ekranu. Z tego witasnie powodu krzywe 3 stopnia sa
najbardziej uniwersalne i to z nich buduje sie wiekszo$¢ bardziej ztozonych ksztattéw.

Krzywg Béziera 2 stopnia (Rysunek 19) definiuje sie za pomocg 3 wierzchotkdw kontrolnych Vo, V1, V2 zgodnie
ze wzorem analogicznym do tego dla krzywych 3 stopnia:

P(u)=V,(1-u)" + V,2ul —u) + V'

Y

Rysunek 19. Krzywa wielomianowa 2 stopnia
w reprezentacji Béziera.



Krzywa taka jest tukiem paraboli. Jest ona zawsze ptaska, bo 3 punkty wyznaczajg ptaszczyzne. Nie moze miec
tez punktdw przegiecia - jest zawsze wypukta. Nie jest wiec tak powszechnie uzyteczna do konstruowania
ztozonych krzywych, jak krzywa trzeciego stopnia, ale jej uogdlnienia, jak zobaczymy, pozwalajg na
konstruowanie krzywych stozkowych.

Zalety reprezentacji Béziera widoczne sg woéwczas, jesli umozliwimy przesuwanie wierzchotkdw kontrolnych.
Mozna woéwczas w elastyczny sposdb modyfikowac ksztatt krzywej, zawsze majac pewnosé, ze krzywa nie
"ucieknie" nam poza ekran (bo lezy wewnatrz wieloboku rozpietego na wierzchotkach kontrolnych). Mozna to
przeéwiczyé na Aplikacji nr 1 (Rysunek 20), pozwalajgcej na modelowanie krzywych Béziera 2 lub 3 stopnia. Jak
tatwo zauwazy¢, bardzo szybko udaje sie uzyska¢ wprawe i intuicje w projektowaniu krzywych tym sposobem.

Stopien krzywej
2

I
N

» ¥ Pokaz krzywizne

& 1 P

Rysunek 20 - Aplikacja nr 1. Krzywa Béziera drugiego lub trzeciego stopnia. Narysuj krzywgq stopnia
3 lub 2 wskazujgc myszkq na ekranie kolejne wierzchotki wieloboku Béziera (program zmusi Cie do
podania odpowiedniej liczby wierzchotkéw). Pézniej mozesz dowolnie przeciggac wierzchotki.

3.3 Zaleznosci miedzy obu reprezentacjami

Reprezentacja Béziera ma Scisty zwigzek geometryczny z reprezentacjg Hermite'a. Majgc dang reprezentacje
Hermite'a krzywej 3 stopnia, wierzchotki wieloboku Béziera reprezentujacego te krzywa mozna wyznaczy¢ z

zaleznosci:

“Vn = P(ﬂ)

V, = P(0) + % P'(0)
1 .

v, :P(l)_g'P(l)

V3 = P(l)

i odwrotnie:

Pf(ﬂ) :3("?1 B Vu)
Pf(l) = 3("?3 - Vz)



co obrazuje Rysunek 21:
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Rysunek 21. Zaleznos¢ geometryczna miedzy reprezentacjq
Hermite'a a reprezentacjq Béziera: wektory pochodnych sq 3
razy dtuzsze niz odpowiednie boki wieloboku, nalezy zwrdcic

uwage na zwrot wektora P'(1).

Natomiast przejscie z wieloboku Béziera do reprezentacji wielomianowej ma postac:

A =V,

A= E(Vl - VH)

Az :3(V1 _2V1+Vn)

A3 :(Vg —VI)—Z(VI _Vl)-l- (Vl _vn):vs _3"?1 +3V1 _vn

Analogiczne zaleznosci mozna tatwo wyprowadzi¢ dla krzywych 2 stopnia. Wektory pochodnych sg w tym

przypadku dwa razy diuzsze od odpowiednich bokéw wieloboku.

4 Krzywe Béziera dowolnego stopnia

4.1 Funkcje Bernsteina i krzywe wielomianowe Béziera
Wiemy juz, ze krzywg Béziera 3 stopnia opisuje funkcja wektorowa:
P(u) = Vo(1 —u)® + Vi3u(l —u)? + V,3u?(1 — u) + Vau?

Mozna jg jednak zapisac inacze;j:



3
P(u)=zVi'Bi,3(u); 0<uc<l1
i=0

gdzie fu
By s(w) = (f’) (1—w¥ il ; 0<u<1

sg szczegllnym przypadkiem znanych z matematyki funkcji Bernsteina (stosowanych w dowodzie twierdzenia
Weierstrassa o przyblizeniu funkcji ciggtych), ktére mogg by¢ dowolnego, n-tego stopnia:

B;n(w) = (TZ) (1-wiul; 0<u<1
Dla funkcji Bernsteina Pierre Bézier w genialny, nowatorski sposéb znalazt jednak zupetnie inne, bardzo
praktyczne zastosowanie, gdyz wykorzystat je do definiowania krzywych dowolnego stopnia, bedacych

uogdlnieniem krzywych 2 i 3 stopnia. Taka krzywa zdefiniowana jest dowolng liczbg wierzchotkédw kontrolnych
(Rysunek 22).

n
P(w) = Zvi-Bi,n(u) ; 0<u<1
i=0

Jesli ponumerujemy je od 0 do n (Rysunek 22), to krzywa jest stopnia n i okreslona jest wzorem:

gdzie Vo, Vi, ..., Va sg wierzchotkami kontrolnymi krzywej, a funkcje Bernsteina n-tego stopnia petnia role
wspotczynnikow wagowych przy wierzchotkach. Przyktady funkcji Bernsteina 1, 2 i 3 stopnia przedstawia
Rysunek 23.

Funkcje Bernsteina majg nastepujgce wtasnosci:

1. sg zawsze dodatnie w catym przedziale O<u< 1, a to oznacza, ze przesuniecie pojedynczego
wierzchotka wieloboku wptywa na zmiane ksztattu catej krzywej;

Rysunek 22. Krzywa Béziera zdefiniowana dowolng liczbqg wierzchotkdw, ponumerowanych od 0 do
n. Wielobok ma wiec n bokdw i krzywa jest stopnia n.

UWAGA

Jesli wielobok kontrolny ma n+1 wierzchotkdw, czyli n bokow;, to krzywa Béziera jest stopnia n.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Stone%E2%80%99a-Weierstrassa
https://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Stone%E2%80%99a-Weierstrassa

2. suma ich dla dowolnej wartosci u jest tozsamosciowo réwna 1, co w pofgczeniu z witasnoscig 1
oznacza, ze kazdy punkt krzywej jest Srednig wazong wszystkich wierzchotkédw kontrolnych
(wspdtczynnikami wagowymi sg funkcje Bernsteina) i to w taki sposdb, ze lezy on wewnatrz wypuktego
wieloboku rozpietego na wszystkich wierzchotkach.

a)

pll-..

Rysunek 23 — Aplikacja nr 2. Krzywe Béziera i funkcje Bernsteina: a) 1
stopnia, b) 2 stopnia, c) 3 stopnia. Punkt zaznaczony na krzywej
obliczany jest na podstawie wierzchotkéw kontrolnych i wartosci
funkcji zaznaczonych na wykresach.

Jak tatwo sprawdzi¢, podane wczesniej krzywe Béziera 2 stopnia sg rowniez szczegdlnym przypadkiem
krzywych stopnia n. | jak wida¢ na Rysunek 23, krzywg Béziera pierwszego stopnia jest...odcinek.



PRZYKtLAD

Napisz wzory opisujgce krzywg Béziera 1. stopnia

Do ilustracji wtasnosci funkcji Bernsteina i krzywych Béziera dowolnego stopnia stuzy Aplikacja nr 2, ktorg
przedstawia Rysunek 24. Zaznaczajgc wierzchotki na ekranie, mozna zamodelowad krzywg Béziera dowolnego
stopnia i obejrze¢ funkcje Bernsteina sktadajgce sie na jej definicje. Stopien krzywej wynika z liczby podanych
wierzchotkow i ukazuje sie w okienku. Dodatkowo po wtgczeniu "Edytuj krzywa" mozna dowolnie przeciggac
wierzchofki.

Stopien krzywej: 4

* Edytuj krzywa
Otoczka
Pokaz krzywizne

Rysunek 24 - Aplikacja nr 2. Krzywa Béziera i funkcje
Bernsteina réznych stopni. Wybierajqc kliknieciem na
ekranie kolejne wierzchotki kontrolne, otrzymujemy
krzywq coraz wyzszego stopnia, dla ktérych suwakiem
mozna zmienia¢ wartos¢ parametru u.

Mozna tez modelowac krzywg przy wytgczonym rysunku wieloboku, jak pokazuje Aplikacja nr 3 (Rysunek 25).
Sposdb taki, choé mniej oczywisty, jest spotykany w niektérych modelerach.



Stopien krzywej: 7
¢ Edytuj krzywa
¢ Otoczka
Pokaz krzywizne
Ukryj wielobok

Rysunek 25 — Aplikacja nr 3. Modelowanie krzywej Béziera dowolnego stopnia.

Do wyznaczania funkcji Bernsteina najlepiej jest wykorzysta¢ zaleznosé rekurencyjng (i nie liczy¢ wszystkich
silni od poczatku !):

(M)=1; (M=n; (0= (D) =2

Stad wynika tzw. algorytm Kiciaka:

DEFINICJA - Algorytm Kiciaka

s:=1-u;
P=Vy // Pjest punktem pomocniczym
e:=u; b:=n;
for i:= 1 to n do begin
P=s*Pt+b*e* ;
e:=e*u;
b:=b*(n-i)/(i+1);
end
// otrzymany w koricowej iteracji punkt Pjest szukanym punktem Plu)

Nalezy podkresdli¢, ze krzywe Béziera wysokiego stopnia nie sg zbyt wygodne w modelowaniu - jak tatwo
zauwazy¢, coraz trudniej przewidzieé ich ksztatt na podstawie wieloboku i coraz mniej sg do tego wieloboku
zblizone. tatwiej tez w nich wprowadzi¢ niepozadane zafalowania. Dlatego zaleca sie, by w projektowaniu nie
uzywac krzywych Béziera stopnia wyzszego niz 7.



4.2 Wymierne krzywe Béziera

W wielu zastosowaniach inzynierskich zachodzi potrzeba projektowania krzywych stozkowych, a zwtaszcza
tukow okregdéw. Jak tatwo zauwazyé¢, wielomianowe krzywe parametryczne 2 stopnia nie mogg stuzy¢ do
reprezentowania dowolnych krzywych stozkowych, bo zawsze sg parabolami. Okazuje sie jednak, ze niezwykta
uniwersalnos¢ metody Béziera pozwala na rozwigzanie i tego problemu: krzywg mozemy zdefiniowac za
pomocg wierzchotkdw kontrolnych i zwigzanych z nimi wspéfczynnikdw wagowych, za pomocga uogdlnionego
wzoru Béziera:

woVo (1 —u)? + 2w, Vyu(u — 1) + w,Vou?
wo(1 —u)? + 2w u(l — w) + wyu?

P(u) = ; 0<u<1

Jest to tzw. wymierna (zdefiniowana ilorazem, ang. rational) krzywa Béziera; kazdy wierzchotek kontrolny V;
ma zwigzang z nim dodatnig wage (wspotczynnik wagowy) wi. W zaleznosci od wagi wierzchotka srodkowego
otrzymujemy (Rysunek 26) tuk hiperboli (w1 >1), tuk paraboli (w1 =1) lub tuk elipsy (0< w1 <1).

Mozna sprawdzi¢, ze jak z powyzszego wzoru wynika, przeskalowanie wszystkich wag nie zmienia ksztattu
krzywej. Jesli zas wszystkie wagi sg sobie rowne, to krzywa wymierna staje sie krzywa wielomianowg (bo suma
funkcji Bernsteina, jaka otrzymamy wéwczas w mianowniku, jest réwna 1).

Vo

WD=1 w2=1

Rysunek 26. Krzywe stozkowe jako wymierne
krzywe Béziera. Obok wierzchotkdw kontrolnych
zaznaczono wartosci ich wag. W zaleznosci od
wagi wierzchotka srodkowego otrzymujemy tuk:
a) hiperboli. b) paraboli lub c) elipsy.



tuk okregu jest szczegdlnym przypadkiem tuku elipsy; ponizej podano dwa sposoby reprezentowania tuku
okregu za pomocg wierzchotkéow kontrolnych i ich wag. Sposéb, ktory przedstawia Rysunek 27 nie nadaje sie
dla poétokregu, ale okazuje sie, ze pétokrgg mozna przedstawic jako krzywa stopnia 3 (Rysunek 28).

1 W=73
v v,
R
R R
Vo V,
'S WU = 1 WI3 B 1
Rysunek 27. tuk okregu jako wymierna krzywa Béziera ) R_VSU”Ek 28. {Défoqugjqko Wymi?rna krzywa
2 stopnia. Obok wierzchotkéw kontrolnych zaznaczono Béziera 3 stopnia. Obok wierzchotkow kontrolnych
wartosci wspdtczynnikow wagowych. zaznaczono wartosci wspdtczynnikdw wagowych.

Krzywe wymierne mogg by¢ dowolnego stopnia, zgodnie ze wzorem:

P(w) = ZicowiViBin(u) "
?:0 WiBi,n(u) ' -

W takich krzywych najbardziej przydatna jest mozliwo$s¢ modyfikacji ksztattu krzywej bez zmiany
wierzchotkdéw kontrolnych. Pozwala to na bardziej subtelne modyfikowanie modelowanych ksztattow.
Zwiekszajgc wage wierzchotka powodujemy, ze krzywa zbliza sie do tego wierzchotka. Zasade te mozna
wyprobowac na ponizszej Aplikacji nr 4 (Rysunek 29), analogicznej do Aplikacji nr 3.
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Rysunek 29 - Aplikacja nr 4. Modelowanie wymiernej krzywej Béziera
dowolnego stopnia. Suwakiem mozna zmienia¢ wagi wierzchotkow
kontrolnych. Warto sprawdzic, Ze jesli wszystkie wagi bedq sobie réwne,
to niezaleznie od ich wartosci otrzymamy zawsze te samq "zwyktq" krzywq
wielomianowq.

4.3 Algorytm de Casteljau

Prawie 10 lat wczesniej niz Bézier, geometryczng zasade projektowania krzywych za pomocg wierzchotkdw
kontrolnych opracowat, pracujgc w firmie Citroen, francuski fizyk i matematyk Paul de Faget de Casteljau.
Prace jego byty jednak objete tajemnicg, swoich wynikdw nie mégt w tamtym czasie opublikowaé. Prof. Bézier
opracowat swojg metode zupetnie niezaleznie od Paula de Casteljau i upowszechnit jg w r. 1972. Od tej pory
krzywe reprezentowane za pomocg wierzchotkdw kontrolnych nosza nazwe krzywych Béziera. Prace de
Castelau doczekaty sie publikacji pare lat pdzniej.

Rysunek 30. Paul de Faget de Casteljau (ur. 1930), jego odreczny rysunek ilustrujgcy metode i karoseria Citroena zaprojektowana
jego metodq.

Metoda de Casteljau, analogicznie jak metoda Béziera, stuzy do wyznaczania punktéw na krzywych
reprezentowanych wierzchotkami kontrolnymi, ale zasada wyznaczania punktéw krzywej, cho¢ bazuje na
funkcjach Bernsteina, znana jest pod postacig czysto geometrycznej zasady podziatu odcinka w stosunku u:(1-
u). Aby wyznaczy¢ punkt krzywej odpowiadajgcy parametrowi u, na kolejnych bokach wieloboku o n bokach
wyznacza sie punkty posrednie dzielgce te boki w stosunku u:(1-u).

j*1




Wyznaczone punkty posrednie tworzg wielobok o (n -1) bokach. Na jego bokach ponownie wyznacza sie
punkty posrednie dzielgce te boki w stosunku u :(1-u). Proces ten prowadzi sie az do chwili, gdy bedzie mozna
wyznaczyc¢ tylko jeden punkt posredni - jest on szukanym punktem P(u).

Rysunek 31. Zasada konstrukcji de Casteljau dla krzywej 3 stopnia.

Schemat postepowania dla krzywej 3 stopnia mozna zilustrowac nastepujgco (Rysunek 32):

v, v, V, v,
Nk X
Viw) Vi) V(W

S

Vnz {u) 1""'112 (u)

e

V; (u) = P(u)

Rysunek 32. Zasada konstrukcji de
Casteljau dla krzywej 3 stopnia.

Schemat ten ma postac tatwg do uogdlnienia na dowolng liczbe wierzchotkdw, czyli na krzywe dowolnego
stopnia - tu raz jeszcze widaé, jakg moc kryje w swej prostocie metoda wierzchotkéw kontrolnych. Sam zas
pomyst de Casteljau ma w sobie dodatkowo site wynikajgcg z rekurencji zastosowanej tu do geometrii: w
wyniku dzielenia odcinkdw otrzymuje sie w etapie koncowym dwa podwieloboki, przy czym dwie
odpowiadajgce im krzywe (czerwona i niebieska na Rysunek 32) tworza wynikowg krzywg dla wieloboku
zadanego.

Zasada ta pozwala wiec na dwa mozliwe sposoby wykorzystania metody de Casteljau do wyznaczania krzywe;j:

e Metoda iteracyjna polega na wyznaczaniu punktow krzywej wg podanego algorytmu dla kolejnych
wartosci parametru u, zmieniajgcych sie z zadanym krokiem.



e Metoda rekurencyjna polega na wykorzystaniu algorytmu tylko dla wartosci u=0.5, czyli wytacznie na
dzieleniu odcinkéw na pét: z danego wieloboku otrzymuje sie punkt nalezgcy do krzywej i dwa
podwieloboki, z kazdego z nich dwa kolejne podwieloboki itd. - az do momentu, gdy wyznaczone tym
sposobem punkty krzywej bedg dostatecznie blisko siebie.

Algorytm de Casteljau dla krzywych drugiego i trzeciego stopnia ilustruje Aplikacja nr 5 (Rysunek 33), w ktérej
mozemy zmieniaé suwakiem parametr ui obserwowaé przesuwajgcy sie konstrukcje - réwniez i tu mozna
przetgczad stopien krzywej - pomiedzy 2 a 3. Mozemy tez przecigga¢ myszka wierzchotki kontrolne.

Stopien krzywej
Q 2

®3

Przesuniecie punkiu

Rysunek 33 — Aplikacja nr 5. Zasada konstrukcji krzywych 2 i 3 stopnia metodq de
Casteljau w wersji iteracyjnej - suwakiem zmieniamy parametr u. Warto sprawdzic,
jak bedzie wyglgdata konstrukcja dla wielobokdw niewypuktych.

Powyzszg konstrukcje krzywej Beziera 2 stopnia, czyli paraboli, mozemy tez zaobserwowac na ponizszej
animacji, a takze na rysunku wizualizujgcym parabole wyfacznie za pomoca wykreslonych stycznych:

(')

Parametr u =061
Rysunek 34. Zasada konstrukcji de Casteljau dla krzywej

Rysunek 35. Generowanie
2 stopnia - parabola jest obwiednig rodziny prostych.

punktow paraboli metodq de
Casteljau (animowany gif).

Bardziej ogdlng konstrukcje, dla krzywych dowolnego stopnia, prezentuje Aplikacja nr 6.



Stopien krzywej: 5
“ Edytuj krzywg

Przesuniecie punkiu

Rysunek 36 — Aplikacja nr 6. Zasada konstrukcji krzywych Béziera dowolnego
stopnia metodq de Casteljau (wersja iteracyjna).

Algorytm de Casteljau posiada jeszcze gtebsze znaczenie, niz wynikatoby to z powyzszych konstrukcji. Okazuje
sie, ze z jego pomocg mozna wyznaczac nie tylko punkty krzywej, ale takze wektory pochodnych i krzywizne
krzywej.

Rysunek 37. Zasada W);éndczania wektorow
pochodnych w konstrukcji de Casteljau dla krzywej
dowolnego stopnia.

Rysunek 37 przedstawia ostatnie trzy kroki algorytmu de Casteljau i wektory wyznaczane w trakcie tych
krokéw (w szczegdlnosci gdy n=3, jest to schemat wszystkich krokéow algorytmu).

Wektory pochodnych wyznacza sie nastepujgco ( A, B, C, D sg wektorami jak na rysunku, odpowiadajgcymi
parametrowi u, zas n jest stopniem krzywej):

P'(u) =nC
P'(w)=n(n-1D

natomiast warto$é krzywizny wg wzoru:

(n—1)-|AQ®B|
n-|CJ3

k(u) =

W liczniku wystepuje iloczyn wektorowy wektorow AiB, a to oznacza, ze krzywizna zalezy od pola
réwnolegtoboku zbudowanego na tych wektorach; zalezy tez dtugosci wektora C. Podane zasady obowigzujg
dla dowolnego stopnia krzywej:



Warto zwrdéci¢ uwage, ze z powyzszego rysunku jasno wynika, ze wektor drugiej pochodnej dla krzywej 2
stopnia jest staty (co jest oczywiste, bo jest to druga pochodna wielomianu 2 stopnia), ale krzywizna juz nie
jest wielkoscig statg, co tez tatwo zauwazyc.

Rysunek 38. Zasada wyznaczania wektorow pochodnych i krzywizny dla krzywej: a) drugiego stopnia - n=2,
wiec zaznaczone wektory sq potowq wtasciwych wektoréw pochodnych; b) trzeciego stopnia; c) czwartego
stopnia.

Nalezy tez podkresli¢, ze wektory na powyzszych rysunkach, bedgce wynikiem podanej konstrukcji, nie s3
zaczepione w punkcie, do ktdrego sie odnoszg, ale przeniesienie ich do tego punktu jest sprawg oczywistg:

Rysunek 39. Wektory pochodnych w metodzie de Casteljau: a) jako bezposredni wynik konstrukcji
rownolegtoboku; b) zaczepione w punkcie, do ktorego sie odnoszq.

4.4 Krzywe interpolujace 3 stopnia klasy C1

Krzywe Béziera 3 stopnia przedstawione w poprzednich rozdziatach sg powszechnie stosowane do rysowania
gtadkich krzywych w réznego rodzaju wektorowych aplikacjach rysunkowych (np. Corel Draw), a takie w
edytorach tekstu, takich jak Word. Wszelkie bardziej ztozone gtadkie krzywe buduje sie w nich z zachowaniem
ciggtosci G1 lub C1, ktére objasniono w rozdziale 1.5 i ktére mozemy przesledzi¢ na Rysunek 40 w odniesieniu
do krzywych Béziera. Jezeli wynikowa krzywa musi przechodzi¢ przez zadane punkty, mamy do czynienia z
interpolacjg. Najprostsze krzywe interpolujgce buduje sie w tych aplikacjach z krzywych wielomianowych
trzeciego stopnia z zachowaniem ciggtosci C1 na ich potfgczeniu. Tak zdefiniowane krzywe wyznaczane sg
zgodnie z regutami Hermite'a; w tym celu najpierw muszg by¢ wyliczone wektory pochodnych w punktach
zadanych, co daje sie wykona¢ dowolng lokalng metoda.



Rysunek 40. Zasady tgczenia 2 krzywych Béziera z roznymi klasami ciggtosci;
kolorem czerwonym zaznaczono ostatni bok pierwszego wieloboku, kolorem
zielonym - pierwszy bok drugiego wieloboku.

Tak zdefiniowane krzywe interpolujgce mogg by¢ reprezentowane za pomocg wierzchotkdw kontrolnych i
modyfikowane lokalnie. Jest to najprostszy sposdb modelowania gtadkich krzywych, powszechny w
narzedziach rysunkowych. Mozliwa jest zmiana ciggtosci wynikowej krzywej z C1 na G1 lub GO, jak pokazuje
Aplikacja nr 7 (Rysunek 41). Po wigczeniu "Edytuj krzywa" mozina dowolnie przecigga¢ wezty interpolacji
(zielone), a takze zmienia¢ wektory pochodnych, poruszajgc niebieskimi punktami, ktdre sg wierzchotkami
kontrolnymi Béziera. Wiaczone linie przerywane pozwalajg unaoczni¢ wieloboki Béziera dla kazdej kolejnej
krzywej. Wazna role petni opcja wyswietlania wektoréw krzywizny - mozna sprawdzi¢, ze krzywa klasy C1 (ani
tym bardziej nizszej klasy) nie ma —w ogdlnym przypadku - ciggtej krzywizny.

a) b) S

Klasa ciagtosci: c1 v

¢ Edytuj krzywa

|llm,,,__

| Pokaz krzywizne

# Ukryj linie przerywane

Rysunek 41 - Aplikacja nr 7. Krzywa interpolujgca ztozona z 4 krzywych 3 stopnia - klase ciggtosci w punktach potqczenia
krzywych z C1 na nizszq mozna zmieni¢ w okienku.

it

5 Krzywe B-sklejane i krzywe NURBS

W zastosowaniach inzynierskich krzywe o ciggtosci C1 czy G1 nie sg jednak wystarczajgce, mimo ze sg
wizualnie gtadkie. Na potaczeniach segmentéw wystepuje bowiem nieciggtos¢ krzywizny (por. Rysunek 41), a
to, jak zobaczymy w nastepnych rozdziatach, moze wptywac niekorzystnie na wyglad powierzchni. Nie s3 tez
wygodne w projektowaniu pojedyncze krzywe Béziera wysokiego stopnia.



W kilka lat po publikacjach Béziera amerykanscy naukowcy z Utah znalezli rozwigzanie tego problemu -
uogdlnili metode Béziera w taki sposdb, by za pomocg wierzchotkdw kontrolnych mozna byto projektowac
ztozone krzywe niewysokiego stopnia, za to o dowolnym stopniu ztozonosci i do tego maksymalnie gtadkie.
Krzywe takie sg ztozone z krzywych Béziera, ale potgczonych ze sobg z zachowaniem maksymalnie wysokiej
klasy ciggtosci w punktach potgczenia (co oznacza, ze krzywe stopnia k mozna potgczy¢ z zachowaniem
ciggtosci pochodnej stopnia k-1). Ten rodzaj tgczenia krzywych nazwano "sklejaniem", a otrzymane krzywe
wynikowe - krzywymi sklejanymi (ang. splines) lub B-sklejanymi (B-splines).

5.1 Krzywe B-sklejane 3 i 2 stopnia

Krzywe B-sklejane 3 stopnia otrzymujemy, gdy potgczymy ze sobg krzywe Béziera z zachowaniem ciggtosci 2
pochodnej (wyzszego stopnia ciggtosci juz sie nie da dla takich krzywych uzyskaé). Aby uzasadnic¢ konstrukcje,
ktéra do nich prowadzi, przyjrzyjmy sie zasadom wyznaczania wektora drugiej pochodnej na koricach krzywej
(Rysunek 42 a i b) oraz zasadom potaczenia dwdch krzywych z warunkiem ciggtosci tego wektora (Rysunek
42 c):

a)
b)
P"(u) _
, n (n-1) i

Rysunek 42. Zasada wyznaczania wektora drugiej pochodnej: a) w punkcie poczqgtkowym; b) w punkcie
koncowym krzywej Béziera; c) zasada tqczenia 2 krzywych Béziera z ciggtosciq wektora drugiej pochodnej
(C2). Jednakowe odcinki na rys. c) zaznaczono: w kroku 1 - dwiema kreskami (to zapewnia ciggfos¢ C1),
w kroku 2 — wezykiem, w kroku 3 — znakiem x (dodanie tych krokéw prowadzi do ciggtosci C2).

Wykonajmy teraz analogiczng konstrukcje dla 3 potgczonych ze sobg krzywych Béziera 3 stopnia (Rysunek
43a), a nastepnie usunmy wierzchotki Béziera i pozostawmy tylko wierzchotki pomocnicze - stang sie one
wierzchotami jednoznacznie definiujgcymi nowa krzywa (Rysunek 43b). Jednoznacznie - bo jednoznaczna jest
konstrukcja, ktéra pozwala uzyska¢ z nich wierzchotki Béziera. Te nowe wierzchotki kontrolne, definiujace
krzywa B-sklejang, nazywane sg w skrdcie wierzchotkami B-sklejanymi.



cigglosc C2

®  wierzcholld Beziera O wierzcholki B-skigjane (B-spline)

O wierzchotki B-sklgjane (B-spline)

Rysunek 43. a) Krzywa ztozona z 3 krzywych Béziera 3 stopnia potgczonych z narzuconym warunkiem ciggfosci C2 w
punkcie potgczenia; b) Ta sama krzywa, ale zdefiniowana innymi punktami kontrolnymi - jako krzywa B-sklejana.

Krzywa B-sklejang mozna modelowaé i edytowac¢ za pomocg wierzchotkédw kontrolnych (B-sklejanych) na
podobnych zasadach, jak krzywe Béziera. Ta nowa metoda daje jednak znacznie wiecej mozliwosci, ktére
wkrotce szerzej omowimy. Na razie przyjrzyjmy sie zasadom, ktore pozwalaja wyznaczy¢ krzywa B-sklejang
jako ciag sklejonych krzywych Béziera.

Z konstrukcji na Rysunek 43 wynika zasada wyznaczania krzywych Béziera z wieloboku B-spline. Jest to tzw.

Algorytm Boehma:

DEFINICJA — Geometryczny algorytm Boehma dla otwartych krzywych 3 stopnia

e Pierwszy i ostatni bok wieloboku B-spline nie ulegajq podziatowi.

e Drugi i przedostatni bok wieloboku dzieli sie na potowy.

e Pozostate boki dzieli sie na 3 rowne odcinki.

e Otrzymane w ten sposob odcinki pomocnicze dzieli sie na potowy.

e Punkty podziatu odcinkdw pomocniczych sqg punktami sklejenia krzywych Béziera.

DEFINICJA — Geometryczny algorytm Boehma dla zamknietych krzywych 3 stopnia

e Wszystkie boki dzieli sie na 3 rowne odcinki.
e Otrzymane w ten sposob odcinki pomocnicze dzieli sie na potowy.
e Punkty podziatu odcinkow pomocniczych sq punktami sklejenia krzywych Béziera.



O—=0 wiclobok B-zpline
krzmwa B-zpline
® wierzchotki Beziera

Rysunek 44. Algorytm Boehma dla krzywych B-sklejanych 3 stopnia -
generowanie krzywej B-sklejanej metodq wyznaczania wierzchotkdw
Béziera. Zakreskowane sq wieloboki wypukte kolejnych krzywych
Béziera.

Metoda B-spline pozwala rowniez w bardzo wygodny sposéb definiowaé gtadkie krzywe zamkniete. Algorytm
wyznaczania wielobokow Béziera dla krzywej zamknietej jest jeszcze prostszy (Rysunek 45):

tatwo sprawdzié, ze i w tym przypadku zachowana jest ciggtos¢ wektora drugiej pochodnej w punktach

sklejenia.

punkty sklejania

O wierzchoki B-spline
& wicrzcholki Beziera

Rysunek 45. Algorytm Boehma dla krzywej
zamknietej 3 stopnia. Zakreskowane sq wieloboki
wypukte kolejnych krzywych Béziera.

Algorytm Boehma mozna réwniez w analogiczny sposéb wyprowadzi¢ dla krzywych 2 stopnia (Rysunek 46a):



Poréwnajmy jeszcze te konstrukcje z konstrukcja generujaca dla tego samego wieloboku krzywg 3 stopnia
(Rysunek 46b):

| juz tylko dla porzadku ostatnia definicja:

I Th

Rysunek 46 .a) Krzywa B-sklejana i jej podziat na krzywe Béziera algorytmem Boehma — punkty sklejenia zaznaczone sq matymi
niebieskimi kwadracikami: a) krzywa 2 stopnia, w punktach sklejania ma ciggtos¢ C1; b) krzywa 3 stopnia, w punktach sklejania ma
ciggtos¢ C2. Wieloboki wypukte krzywych sktadowych sq zacieniowane.

DEFINICJA — Geometryczny algorytm Boehma dla zamknietych krzywych 2 stopnia

Wszystkie boki wieloboku dzieli sie na pofowy.
[}

Odcinkdw pomocniczych nie ma, punkty podziatu bokdw sq punktami sklejenia krzywych Béziera.

Przedstawione zasady mozna dobrze zrozumieé korzystajgc z Aplikacji nr 8, ktéra dla dowolnego wieloboku
generuje otwartg krzywa B-sklejang wybranego stopnia. Na razie zajmijmy sie tymi, ktére znamy, czyli

a)

b) Stopien krzywej: |3 2
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Rysunek 47 — Aplikacja nr 8. Krzywe B-sklejane dowolnego stopnia. Zmiany stopnia krzywej mozna dokona¢ w gdrnym okienku -
nalezy jednak pamietac, ze do narysowania krzywej stopnia k potrzeba co najmniej k+1 wierzchotkéw. Dla krzywej a) 2 lub b) 3
stopnia mozna wyswietli¢ wektory krzywizny oraz wieloboki wypukte (opcja Boehm). Wektory krzywizny wyraznie pokazujg, ze

krzywe 2 stopnia nie majq ciggtej krzywizny, zas krzywe 3 stopnia majq ciggtosc¢ krzywizny gwarantowanq - z definicji.

krzywymi 2 i 3 stopnia (Rysunek 47):



W Aplikacji nr 8 dostepna jest rowniez opcja Otoczka. Otoczka to obszar bedgcy sumag wypuktych obszarow
rozpietych na kolejnych (k+1) wierzchotkach wieloboku kontrolnego krzywej B-sklejanej. Jest to obszar, w
ktorym na pewno lezy krzywa B-sklejana. To jedna z wtasnosci krzywych B-sklejanych, ktore beda omawiane w
dalszej czesci tego rozdziatu. Zauwazmy jednak, ze kolejne otoczki wyznaczone na podstawie algorytmu
Boehma dla krzywych 2 lub 3 stopnia duzo dokfadniej okreslajg potozenie krzywej. Dla wyzszych stopni
pozostaje nam jednak tylko opcja Otoczka.

5.2 Krzywe B-sklejane dowolnego stopnia

Caty powyzszy wywodd, prowadzgcy do wyjasnienia istoty krzywych B-sklejanych, celowo byt przeprowadzony
metodami czysto geometrycznymi. W ten sposéb mozna byto unikngé podawania jakichkolwiek wzoréw, co
okazato sie tatwe do zrobienia w przypadku sklejania krzywych niskiego stopnia. Konstrukcje geometryczne dla
wyzszych stopni krzywych sg jednak daleko bardziej skomplikowane i trudne do uogdlnienia. By metode
mozna byto uogdlni¢, konieczne jest zastosowanie metody algebraicznej, wymagajgcej zdefiniowania
tzw. funkcji B-sklejanych. Funkcje te definiuje sie wzorami rekurencyjnymi:

N, o (w) _{ 1 dlay; < u<ujyq
LOAES T 0 w przeciwnym razie
u—1u; Uitk+1 — Ui
Nigw) = —— Njp—1 (W) + ———— Nyyq () 5 dla k=1
Uitk — Ui Uitk+1 — Ui+

a nastepnie na ich podstawie wyznacza sie krzywg dowolnego stopnia:

P(u) = z D Nip(w) 5 wpe S u<upyq

W tej wtasnie ogdlnej postaci krzywe B-sklejane zostaty zaprezentowane przez twércéw metody.
Do petnej definicji krzywej potrzebny jest cigg weztéw, czyli wartosci parametru u:

(Uq, Uy, ooy Upyr) ; gdzie u; < ujpq

przy czym wezty wewnetrzne odpowiadajg punktom sklejania krzywych.
Funkcje B-sklejane spetniajg zaleznos¢

n
ZNi,k(u) =1 ; U <u<Upyq
i=0



Do wyznaczania funkcji B-sklejanych stosuje sie najczesciej szybki i stabilny algorytm de Boora, bazujgcy na
rekurencji zawartej w definicji funkcji B-sklejanych.

0
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Rysunek 48. Algorytm de Boora: a) schemat ogdlny; b) funkcje B-sklejane O, 1, 2 i 3 stopnia — w kolejnych kolumnach, generowane
algorytmem dr Boora.

Dane: T[1..n+k] - ciag weztéw dla krzywej o wierzchotkach Do..Dn stopnia k, taki ze T[j]=u;.

Dany tez jest parametr u nalezacy do przedziatu <ui..ui:1>, zatem dana jest wartosc i, ktéra ten przedziat
okresla.

Wynik:

Tablica B[1..k+1] zawierajagca funkcje Nikk(u),...,Nik(u) dla danego u.

UWAGA: krzywa B-sklejang wyznacza sie w przedziale <uk.. un+1>. Jes$li u=ux, nalezy przyjac i=k; jesli u=un.1,
nalezy przyjac¢ i=n.



DEFINICJA — Algorytm de Boora

Bl1]:=1

forj=1,...,k do

begin

aljj:=Ti+j]-u

dfj]:=u-Tli+1-j]

saved:=0

forr:=1,...,j do
begin
term:=B[r]/(a[r]+d[j+1-r])
Blr]:=saved+a[r]*term
saved:=d[j+1-r]*term
end

Blj+1]:=saved

Wiemy juz, ze do zdefiniowania krzywych B-sklejanych potrzebny jest nie tylko wielobok kontrolny, ale

réwniez stopien krzywej oraz (czasem niejawnie, jak w przypadku konstrukcji geometrycznych z poczatku tego

rozdziatu) cigg weztéw. Najwazniejsze wtasnosci krzywych B-sklejanych mozna ujgé nastepujaco:

1.

Otwarta krzywa stopnia k zdefiniowana wielobokiem o n+1 wierzchotkach (o indeksach od 0 do n)
sktada sie z (n-k+1) segmentow.

Zamknieta krzywa zdefiniowana wielobokiem o n+1 wierzchotkach (z ktérych pierwszy, o indeksie O,
pokrywa sie z ostatnim, czyli tym o indeksie n) sktada sie z n segmentéw, niezaleznie od stopnia
krzywej.

Jesli cigg weztdow krzywej otwartej ma k-krotne wezty zewnetrzne (na koricach), to krzywa przechodzi
przez koncowe wierzchotki wieloboku i jest styczna w tych punktach do bokdw wieloboku.

Krzywa ma ciggtos¢ rzedu (k-1) z wyjatkiem wielokrotnych weztéw wewnetrznych: kazda wielokrotnosc
takiego wezta zmniejsza stopien ciggtosci o 1.

Przesuniecie pojedynczego wierzchotka wieloboku powoduje zmiane co najwyzej (k+1) segmentéw
krzywej, a wiec lokalnie wptywa na jej ksztatt.

Jesli wielobok jest wypukty, to odpowiadajgca mu krzywa tez jest wypukta.

Krzywa lezy wewnatrz obszaru bedacego sumg wypuktych obszaréw rozpietych na kolejnych (k+1)
wierzchotkach wieloboku.

Aby przeksztatci¢ afinicznie krzywa (przesungé, obréci¢, przeskalowac), wystarczy przeksztatcic jej
wielobok i wygenerowac z niego krzywa.

Jako podsumowanie wtasnosci krzywych B-sklejanych niech postuzy nastepujgcy pogladowy rysunek. Mozna

wszystkie przedstawione tu przypadki sprawdzi¢ w Aplikacji nr 9.



a)

d) &) f)

Rysunek 49. Krzywe B-sklejane réznych stopni, wszystkie zdefiniowane tym samym wielobokiem kontrolnym o 6
bokach. Na rysunku zaznaczono punkty sklejenia segmentow; a) krzywa 1 stopnia pokrywa sie z wielobokiem;
b) krzywa 2 stopnia jest styczna do bokow wieloboku. c) krzywa 3 stopnia; d) krzywa 4 stopnia; e) krzywa 5
stopnia; f) krzywa 6 stopnia - jest pojedynczq krzywq Béziera.

5.3 Krzywe NURBS

Analogicznie jak w przypadku krzywych Béziera, uogdlnieniem krzywych B-sklejanych s3 wymierne krzywe B-
sklejane, sktadajgce sie z wymiernych krzywych Béziera. Noszg one powszechnie obecnie uzywang
nazwe NURBS - jako skrét od angielskich stéw Non Uniform Rational B-Splines (Niejednostajne Wymierne
krzywe B-sklejane). Niejednostajne - bo wezty mogg by¢ dowolnie rozmieszczone. Modyfikujac wezty mozna
zmieni¢ ksztatt krzywej i zmniejszy¢ ciagtos¢ krzywej w punktach sklejania. Wymierne - bo punktom
kontrolnym mozna przypisa¢ wagi. Modyfikujagc wagi mozna uzyska¢ dodatkowe mozliwosci modyfikacji
ksztattu krzywej bez przesuwania wierzchotkéw.

DEFINICJA — Reprezentacja krzywych NURBS

e  Wierzchotki kontrolne

e Stopien krzywej

e Wagi wierzchotkow kontrolnych

e (Cigg weztow odpowiadajgcych punktom sklejenia krzywych, z weztami wielokrotnymi na
kraricach

Dla krzywych NURBS 2 i 3 stopnia algorytm Boehma jest uogdlnieniem algorytmu dla krzywych B-sklejanych:
podziat odcinkdéw nie odbywa sie juz na 2 lub 3 réwne czesci, lecz jest zalezny od wag i przyrostow weztéw (
Rysunek 50).
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Rysunek 50. Reguty podziatu odcinka z wagami na koricach w stosunku di : di+1 : di+2. Jesli
odcinek dzielimy na 2 czesci, to di+2=0 i wyznaczamy tylko punkt C.

W = Wy(diyq +dipz) +wp-dy - Wud;yr + wg(d; +diiq)
¢ di +dipq +diys P di +dipq +diys
C= Aw,(dj4q + diyz) + Bwid, D= Aw,d;y, + Bwg(d; + digy)
we(d; +diq +diy) wp(d; + diyq +disz)

Rozbudowana Aplikacja nr 9, bedgca uogdlnieniem Aplikacji nr 8, pozwala na zapoznanie sie z réznorodnymi
mozliwosciami modelowania oferowanymi przez reprezentacje NURBS i sprawdzenie, ze wszystkie
wymienione wyzej wiasnosci krzywych B-sklejanych sg tu spetnione. Nalezy w szczegdlnosci zwréci¢ uwage na
mozliwos¢ modyfikacji weztdw i wprowadzania weztdw wielokrotnych (na rysunku taki wezet jest zaznaczony
na czerwono), co pozwala na uzyskanie stycznosci krzywej do bokdéw wieloboku oraz ostrzy na krzywej. Wezty
wewnetrzne na poczatku roztozone sg jednostajnie i odpowiadajg punktom sklejania segmentéw krzywej.
Mozna je przesuwac, ustawiajgc pod nimi wskaznik myszki i sklejac je ze sobg, uzyskujgc ich wielokrotnos¢ i
obnizenie w tym wezle stopnia ciggtosci krzywe;j.
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Rysunek 51 — Aplikacja nr 9. Krzywe NURBS dowolnego stopnia k. Mozemy zmieniac stopien krzywej i
wagi poszczegolnych wierzchotkdw. Po lewej stronie wyswietlajq sie funkcje B-sklejane (kazda w innym
kolorze) wraz z osiq weztéw. Zmieniajgc suwakiem parametr obserwujemy (k+1) wartosci funkcji B-
sklejanych wptywajgcych na wynikowy punkt poruszajgcy sie po krzywej.

Reprezentacja NURBS jest najbardziej ogdlng i najbardziej zwieztg forma zapisu krzywych parametrycznych.
Stanowi podstawe formatéw IGES i STEP, bedacych standardami zapisu danych o krzywych i powierzchniach.
Pojecia reprezentacji NURBS, Béziera i B-sklejanej sg bardzo czesto mylone ze sobg albo traktowane jako
zupetnie od siebie niezalezne, i to nieraz w literaturze zblizonej do "fachowe]", w tym nawet w
dokumentacjach i opisach modeleréw. Dlatego na zakonczenie warto uzmystowic¢ sobie zaleznosci pomiedzy
roznymi formami definiowania krzywych podanymi powyzej. Wynikajg one w sposéb logiczny z
zaprezentowanych i oméwionych definicji:

T NURBES

. | Beziera |

e -'.1'§,-|‘|1ie||1-je
B-sklzjane
.." ) = T -
I.' 5 i
_.' i \ . . \-, .'|
I | B-sklejane | Bemera | WWTIEMNE |

Rysunek 52. Zaleznosci pomiedzy réznymi rodzajami
reprezentacji krzywych i powierzchni parametrycznych.

Jak wida¢, reprezentacje Béziera nalezy zawsze traktowac jako szczegdlny przypadek reprezentacji NURBS.



5.4 Krzywe sklejane interpolujace 3 stopnia

Zasady definiowania krzywych B-sklejanych i krzywych NURBS przedstawione w poprzednich rozdziatach
pozwalajg na tworzenie ztozonych krzywych wybranego stopnia o maksymalnie wysokiej klasie ciggtosci
metoda ,,ab initio” — za pomocg wierzchotkdw kontrolnych i dodatkowych danych (wagi, wezty) jednoznaczne
definiujgcych krzywg. Taki sposdb konstruowania gtadkich krzywych jest bardzo wygodny na etapie
projektowania koncepcyjnego, w pierwszej fazie stylizacji, gdy potrzebne jest wypracowanie wstepnego
zarysu ksztattu. Jednakze w dalszych etapach bardziej potrzebna okazuje sie mozliwos¢ interpolacji krzywymi
sklejanymi, gdy chcemy, by krzywa wynikowa przechodzita przez zadane punkty i miata przy tym maksymalnie
wysokg klase ciggtosci. Tych warunkéw nie spetniajg krzywe interpolujgce omdwione w rozdziale 6, gdyz sg
one tylko klasy C1.
Istniejg jednak algorytmy interpolacji, ktére pozwalajg wyznaczy¢ takie wektory pochodnych w weztach
interpolacji, ze krzywa wynikowa bedzie miata ciggtos¢ C2. Zatézmy wiec, ze mamy nastepujace dane:

e P;, i=0..n - punkty dane (przez ktére przejs¢ ma krzywa)

e di= ui-ui1 - odlegtosci miedzy weztami (mozna przyja¢ dijako odlegtos¢ miedzy punktami Pi.1 i P lub dla

uproszczenia di=1 dla wszystkich /).

Konieczne jest wiec narzucenie warunku rownosci wektoréw drugich pochodnych w weztach interpolacji, czyli
w kazdym punkcie danych poza kraricowymi. Tak powstaje uktad réwnan, ktory w postaci ogélnej mozna

[ by ¢, 11 P(’) 171 Fo 7
a, by ¢ P F
a, b, ¢ 1P | E
Apn-1 bn_1 Cnq n-1| [Fr-1
| a, b, 1Lp, ILFE, .

zapisa¢ w postaci macierzowe;j :
gdzie Fi = (3*dis1/di)*(Pi-Pi-1) + (3*di/dis1)*(Pisa-Pi), i=1,...,n-1.

Macierz wspotczynnikdw przy niewiadomych jest macierzg tréjdiagonalng silnie dominujacg (modut elementu
na gtéwnej przekatnej jest wiekszy niz suma modutéw obu elementéw sgsiednich w tym samym wierszu). Taki
uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie, czyli wektor pochodnych [P¢, ..., Pi'], ktére mozna wyznaczy¢ metoda
eliminacji Gaussa, ktéra prowadzi do nastepujgcego algorytmu:

DEFINICJA — Algorytm interpolacji krzywa sklejang 3 stopnia
h=1/bo
Vo=h*Fo
for i=0..n-1 begin



Dwa réwnania w ukfadzie z macierzg tréjdiagonalng (pierwsze i ostatnie) muszg by¢ jednak narzucone
dodatkowo, gdyz z warunkéw réwnosci drugich pochodnych mamy tylko n-1 réwnan. Najprostsza mozliwos¢
to narzucenie wektoréw pochodnych na koncach krzywej:

Fo= Py wektor predkosci na poczatku krzywe;j

F.= P, wektor predkosci na koricu krzywe;j.

Na tej podstawie wyznaczamy wspotczynniki macierzy tréjdiagonalne;j:

bo =1 Co = 0

b,=1 a,=

a; =diyq

bi = Z(dl + dl'+1) i=1,...,n-1
Ci = di

Tak otrzymane krzywe sklejane interpolujgce 3 stopnia majg ciagtg krzywizne, co mozna zobaczy¢ na

wykresach wektora krzywizny.

Rysunek 53. Krzywe sklejane interpolujgce wraz z wykresem wektora krzywizny — modeler Rhinoceros

Mozna dla nich wyznaczy¢ odpowiadajgce im wieloboki B-sklejane (tutaj tego rozwigzania nie omawiamy). W
tym momencie taka krzywa nie rézni sie wiec niczym od krzywej zadanej "ab initio" za pomoca wierzchotkéw
kontrolnych. Mozna jg modyfikowa¢ dwojako:

o modyfikacja punktow kontrolnych lokalnie wptywa na ksztatt krzywej, co wynika z podanych juz
wczesniej wtasnosci krzywej B-sklejanej; jesli wiec krzywa jest stopnia 3, to zmieniaja sie tylko 4 krzywe
sktadowe, potozone najblizej modyfikowanego punktu kontrolnego.

e modyfikacja punktow sklejania krzywych (ktére w przypadku krzywej interpolujgcej sg weztami
interpolacji) powoduje globalng zmiane catej krzywej, wszystkich jej krzywych sktadowych. Zmiany te
sg najbardziej widoczne w poblizu punktéw modyfikacji i malejg w bardziej oddalonych segmentach,
ale mozna je zaobserwowac w catym obszarze krzywe;.



Rysunek 54. Modyfikacja krzywych sklejanych metodg zmiany wierzchotkdw kontrolnych i weztéw interpolacji

6 Geometria powierzchni

6.1 Plaszczyzna styczna i wersor normalny

iz

Fx

b
=
u

Rysunek 55. Ptaszczyzna styczna i wektor normalny do powierzchni
parametrycznej.

Reprezentacjg parametryczng powierzchni nazywamy funkcje wektorowg ciggta bedacg odwzorowaniem
obszaru ptaskiego D w przestrzen R3:

x(u,v)
P(u,v) = |y(u,v)|, gdzieu,v €D
z(u,v)



Zmienne u,v, czyli parametry reprezentacji, nazywane sg wspotrzednymi krzywoliniowymi lub wspétrzednymi
Gaussa punktu na powierzchni. Linie, dla ktdrych u=const lub v=const, nazywane s3 liniami statego
parametru w kierunkach odpowiednio u i v.

Okreslenie powierzchnia parametryczna oznacza dowolng jej reprezentacje parametryczng (przy czym
podobnie jak w przypadku krzywych, kazda powierzchnia jako twér geometryczny moze miec nieskonczenie
wiele reprezentacji parametrycznych).

Powierzchnie parametryczng nazywamy rézniczkowalng, jesli w kazdym jej punkcie istnieja pochodne
czgstkowe bedace ciggtymi funkcjami w dziedzinie powierzchni:

oP _[dx dy 0z]
ou lou’ou’ oul

P [dx dy 0z]"
ov lov’ ov’ dv.

Jesli pochodne te s3 liniowo niezalezne (czyli niewspédtliniowe), to powierzchnia parametryczna jest regularna,
czyli gtadka. Woéwczas bowiem na tych dwdch wektorach mozna rozpigé ptaszczyzne styczng do powierzchni
(rys. 9.1, 9.2a).

a)

Rysunek 56. Powierzchnia rézniczkowalna, ztoZzona z dwu ptatow majgcych wspdlng
ptaszczyzne styczng, moze byc a) klasy G1; b) klasy GO (przypadek tzw. antystycznosci).

Poniewaz mozna zdefiniowa¢ dwa iloczyny wektorowe:

oP 0P oP 0P

i kazdy z nich jest prostopadly do ptaszczyzny stycznej, wybdr jednego z nich jako wektora
normalnego powierzchni okresla jej orientacje: dodatnig strong powierzchni jest ta strona, po ktorej lezy
wektor normalny powierzchni. Dla powierzchni regularnej mozna zdefiniowac niezalezny od parametryzacji
wersor normalny:



P 0P
_ _du’ ov
T

du " dv

Rysunek 57. Krzywizna normalna powierzchni w punkcie P

mierzona jest na przekroju ptaszczyznq zawierajgcq wersor

normalny N. Krzywizny gtowne (ekstremalne) wystepujg na
kierunkach prostopadtych s1 i s2; obie sq tu ujemne.

przy zatozeniu, ze dodatnig strone powierzchni okresla wektor podany w liczniku. Zmiana orientacji
powierzchni powoduje zmiane wersora normalnego na przeciwny. Aby mozna byto badaé ciggtosc
powierzchni i wykonywacé réznorodne operacje, wszystkie ptaty muszg miec zgodng orientacje.

6.2 Krzywizny powierzchni

Dla powierzchni w dowolnym jej punkcie nie mozna wyznaczy¢ krzywizny, dopdki nie okresli sie przekroju, na

Rysunek 58. Ptaty o przeciwnych orientacjach a) na karoserii Volkswagena (reprodukcja za zgodq autora materiatéw); b) na
powierzchni zaprojektowanej metodq subdivision w Blenderze. Ciemne fragmenty na powierzchni pionka oznaczajg ptaty,
dla ktdrych algorytm wyznaczyt niewtasciwe normalne i dlatego uznane zostaty one za ptaty niewidoczne



ktorym ma by¢ ona zmierzona. Krzywizna powierzchni jest bowiem liczona jako krzywizna krzywej powstatej z
przekroju normalnego tej powierzchni w zadanym kierunku. Przekrdj normalny jest krzywg ptaska i zawiera w
sobie wersor normalny powierzchni. Krzywizna powierzchni w danym kierunku ma warto$¢ ujemng, jesli
wersor normalny powierzchni jest skierowany przeciwnie do wklestej strony krzywej.

Krzywizna powierzchni przyjmuje w kazdym punkcie (z wyjatkiem punktéw sferycznych i punktow
sptaszczenia) dwie wartosci ekstremalne (minimalng i maksymalng), zwane krzywiznami gtéwnymi. lloczyn
krzywizn gtownych nazywamy krzywizng Gaussa, a ich srednig arytmetyczng - krzywizng srednig. Wielkosci
tych krzywizn i ich znaki majg istotne znaczenie przy badaniu ksztattu i ciggtosci powierzchni.

a) K>0 b) K<0 ¢) K=0H<>0 d) K=0, H=0

D W

Rysunek 59. Ksztatt powierzchni w zaleznosci od znaku krzywizny Gaussa (K) i krzywizny Sredniej (H).

W zaleznosci od znaku krzywizny Gaussa i krzywizny Sredniej na powierzchni mozna wyrdznié:

a) punkty eliptyczne, w ktdrych K>0

b) punkty hiperboliczne, w ktérych K<0

c) punkty paraboliczne, w ktérych K=0, H#0
d) punkty sptaszczenia, w ktorych K=0, H=0.

Przy zmianie orientacji powierzchni na przeciwng wersor normalny powierzchni zmienia zwrot na przeciwny i
znak krzywizny sredniej zmienia sie na przeciwny.

6.3 Klasy ciagtosci powierzchni

6.3.1 Ciggtosc G1

Dwa pfaty maja ciggtos¢ G1, jesli ptaszczyzny styczne obu ptatéw pokrywaja sie w kazdym punkcie krzywej ich
potgczenia (oraz nie zachodzi przypadek pokazanej wczesniej antystycznosci ptatow).

[+l

.

Rysunek 60. Dwa ptaty potgczone z ciggtosciq G1.



Warunek ciggtosci G1 dla powierzchni wcale nie musi oznaczac ciggtosci G1 linii statego parametru. Ciekawy
przyktad pokazuje Rysunek 61: linie statego parametru nie sg gtadkie w punktach pofaczenia ptatow i

powierzchnia sprawia wrazenie niegfadkiej. Na przekrojach poprzecznych tej powierzchni wida¢, ze jest to
jednak powierzchnia niegtadka.

Rysunek 61. Powierzchnia ztozona z dwu ptatéw bikubicznych: a) niegtadkie linie statego parametru
na granicy ptatow; b) gtadkie przekroje poprzeczne dla tej samej powierzchni.

6.3.2 Ciaggtos¢ G2 — kryterium krzywizny sredniej

Ciggtos¢ krzywizny ma istotne znaczenie zwigzane z wygladem powierzchni: linie reflekséw, czyli odbicia linii
prostych na btyszczacej powierzchni, ktéra nie ma ciggtej krzywizny, majg zatamania i powodujg, ze
powierzchnia sprawia niestetyczne wrazenie (Rysunek 62). Dlatego bardzo wazine jest kryterium, ktére
pozwala sprawdzi¢, czy powierzchnia na potgczeniu ptatdw ma gtadka krzywizne.

Rysunek 62. Linie refleksow na powierzchni karoserii o nieciggtej krzywiznie majq zatamania, cho¢
pocieniowana powierzchnia wyglgda na gtadkg.



Kryterium krzywizny sredniej: dwa ptaty majg ciggtos¢ G2, czyli ciggtg krzywizne wzdtuz krzywej potaczenia,
jesli maja jednakowe zwroty wersora normalnego i ciggta pfaszczyzne styczng wzdiuz tej krzywej oraz
krzywizny Srednie obu ptatdéw s3g sobie rowne w kazdym punkcie krzywej ich potaczenia.

Warunek wspdlnej orientacji obu ptatdw jest niezbedny, bowiem zmiana zwrotu wersora normalnego ptata
na przeciwny powoduje zmiane znaku krzywizny sredniej ptata na przeciwny. Przyktad dwu ptatéw, ktore nie
majg ciggtej krzywizny, pokazuje Rysunek 63. W przypadku a) ptaty majg jednakowe krzywizny srednie wzdtuz

wspolnej krzywej, ale rézne zwroty wersoréw normalnych, zas w przypadku b) ptaty maja jednakowe wersory
normalne, ale rézne znaki krzywizny srednie;j.

2 b)

Rysunek 63. Dwa ptaty walcowe tworzq powierzchnie klasy G1, ale nie G2.
Wersory normalne, dla przejrzystosci, nie sq narysowane wzdtuz krzywej potqgczenia

Do badania ciggtosci powierzchni po jej zaprojektowaniu stosuje sie wiec réznorodne narzedzia analizy
gtadkosci, z ktérych najczesciej stosowane sg linie refleksow pokazane na Rys. 62 oraz tzw. linie zebry,
stanowigce pewien typ linii statogradientowych na powierzchni:



Rysunek 64. Linie typu "zebra" na powierzchni klasy a) GO - sq nieciggte;
b) G1 - majqg zatamania; c) G2 - sq gtadkie

W niektdérych przypadkach linie takie mogg nie ujawni¢ niewielkich nieciggtosci krzywizny: natomiast
nieciggfosci te stajg sie widoczne na mapach krzywizny sredniej:

Rysunek 65. Linie typu zebra oraz mapy krzywizny sredniej na powierzchni naroza szescianu.

Te same wtasnosci mozna zaobserwowac na przyktadach wypetniania gtadkiego naroza podanych na Rysunek
66 zaczerpnietym z monografii P. Kiciaka. Naroze wklejone z ciggtoscig G1 ujawnia zatamania linii reflekséw i
bardzo wyrazng nieciggto$¢ map krzywizny sredniej. Dopiero wklejenie z ciggtoscia G2 (na podstawie
opracowanych przez P. Kiciaka ztozonych algorytmow) daje obraz gtadkiego naroza.
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Rysunek 66. Wypetnienie naroza szescianu za pomocq trzech ptatéw z ciggtosciq a) G1ib)
G2. Linie zebry widoczne na tle map krzywizny sredniej. Linie statego parametru sq
nieciggte na potqczeniu tych trzech ptatow.

6.3.3 Ciaggtosc G3

Najnowsze techniki modelowania prowadzg do uzyskania powierzchni o jeszcze wyzszej gtadkosci -
powierzchni klasy G3. Rdznice miedzy klasami G2 i G3 w odniesieniu do krzywych byty pokazane na wykresach
krzywizny. Rdwniez na powierzchniach wykresy krzywizny sg bardzo czutym narzedziem do rozrdznienia klas
ciggtosci wzdtuz wybranych krzywych - linii statego parametru lub linii ptaskiego przekroju powierzchni:



Rysunek 67. Ciggtos¢ G1, G2 i G3 - pordwnanie wykresow krzywizny na przyktadzie potgczenia typu fillet
blend zaprojektowanego przy uzyciu Autodesk Alias Surface 2017 (Free Trial)

Jak widaé, na potgczeniu klasy G3 krzywizna schodzi do zera w sposéb ptynny, ale wymuszenie takiej ciggtosci
wigze sie z wiekszg krzywizng przekrojéw na powierzchni taczacej. Mozna to réwniez zaobserwowac na
mapach krzywizny sredniej:

Rysunek 68. Mapy krzywizny Sredniej dla powierzchni jak poprzednio. Widac
skokowq zmiane krzywizny na potgczeniu ptatéw G1 oraz wyzsze wartosci
krzywizny powierzchni tqczqgcej G3, ktdra dzieki temu ptynnie przechodzi w

Wizualne rdéznice miedzy rzeczywistymi widokami powierzchni G1, G2 i G3 przedstawiono na Rys. 69.
Wyrenderowane btyszczace powierzchnie réznig sie wyglagdem, ale dopiero linie zebry pozwalaja ocenié
wptyw klasy ciggtosci na wyglad linii odbijajgcych sie na powierzchni. Linie zebry dla obu klas G2 i G3 s3 gtadkie
(w przeciwienstwie do G1), ale rdznice dajg sie zaobserwowac:



Rysunek 69. Powierzchnie jak poprzednio, w wersji
wyrenderowanej oraz z liniami typu "zebra", uzyskane przy
uzyciu Alias Surface 2017. Im wyzsza klasa ciggfosci, tym
ptynniej uktadajq sie linie zebry.

W stosunku do linii zebry obowigzuje ta sama zasada, ktérg pokazuje rys. 9.7: linie zebry majg klase ciggtosci o
jeden nizszg niz klasa powierzchni. Zatem na powierzchni G2 linie zebry sg gtadkie, ale majg nieciagty
krzywizne; dopiero na powierzchni G3 linie zebry nie majg skoku krzywizny. Te rdznice sg jednak bardzo
subtelne i zwykle trudne do zaobserwowania gotym okiem. Dlatego na ogot projektanci zadowalajg sie
ciggtoscia G2 (ktéra jest nieodzowna w zastosowaniach inzynierskich), a ciggto$¢ G3 wymuszajg w bardzo
specyficznych sytuacjach.

Bardzo ciekawie zagadnienia ciggtosci G3 prezentuje krétki filmik pt. Autodesk Alias 2011 Essentials -
G3 Continuity .


https://www.youtube.com/watch?v=GSIIU03NGlY
https://www.youtube.com/watch?v=GSIIU03NGlY

7 Powierzchnie Béziera

00 /’u—" Voo

Rysunek 70. Ptaszczyzna styczna i wektor normalny do powierzchni parametrycznej.

Powierzchnie Béziera zdefiniowane sg siatkg wierzchotkéw kontrolnych za pomoca funkcji Bernsteina, w
sposob bedacy uogdlnieniem metody dla krzywych:

Pwv) = ) > VBB 5 (V2]

i=0 j=0

Definicje te czesto zapisuje sie rowniez w postaci macierzowej:

BO,n(v)
B
P(wv) = [Bom(@®) Bim@) .. Bpm@]-V- 10 (V)
Bpn(v)
gdzie
Voo Von
v=| : :
va Vmn

jest siatkg wierzchotkdéw kontrolnych Béziera.

Ptat powierzchni w reprezentacji Béziera (w skrdcie nazywany powierzchnia Béziera) jest wiec Srednig wazong
wierzchotkdw siatki, z ktérych cztery narozne lezg na definiowanej powierzchni. Ma on witasnosci analogiczne
do krzywych Béziera. Powierzchnia tak zdefiniowana jest stopnia m wzgledem parametruui
stopnia n wzgledem parametru v.

Modelowanie powierzchni metodg Béziera czesto zaczyna sie od ptaskiej siatki wierzchotkow:



Rysunek 71. . Powierzchnia Béziera 3 stopnia w kierunku u i 4 stopnia w
kierunku v. Wykonano przy uzyciu systemu Catia..

W nastepnym etapie wierzchotki dowolnie przesuwa sie w przestrzeni, az do uzyskania pozgdanego ksztattu:

Rysunek 72. Powierzchnia po modyfikacji siatki wierzchotkow jak wyzej.



Mozliwosci te mozna przetestowac przy uzyciu Aplikacji nr 10:

///J
KLt s .
I llos¢ segmentéw u: 6
s g g
I vy, llo$¢ segmentéw v: 4
vl .
i Edytuj powierzchnie
Ukryj siatke

Rysunek 73 - Aplikacja nr 10: Modelowanie ptata Béziera. Przycisk "Nowa" pozwala stworzyc¢ nowy ptat. W oknie dialogowym
mozna wybrac ilos¢ kolumn i wierszy siatki punktéw kontrolnych (tutaj: 4x5), a wiec ustali¢ stopier ptata w kazdym z
kierunkow. Wtqgczenie "Edytuj" umozliwia przecigganie punktdw kontrolnych siatki. Obroty ptata wykonujemy myszkq przy
wytgczonej opcji Edytuj. Tutaj poglgdowo ptat w dwu réznych ustawieniach, w jednym wtgczona opcja ,,Ukryj siatke”.

Bikubiczne powierzchnie Béziera sg szczegdlnym i najczesciej spotykanym przypadkiem: powierzchnia jest
trzeciego stopnia w obu kierunkach. Jest wiec zdefiniowana siatkg 16 punktéw kontrolnych:

Rysunek 74. Bikubiczna powierzchnia wraz z definiujgcq jg
siatkq wierzchotkéw kontrolnych Béziera.

Wektorowy zapis powierzchni bikubicznej ma posta¢ nastepujaca:
173
P(u,v) =[u® u? u 1]-B-V-BT-: 1;72
1

gdzie:
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zas V jest tablicg wierzchotkdw siatki:

Punkty powierzchni Béziera mozna réwniez wyznaczy¢ korzystajgc wytgcznie z algorytmow dla krzywych.
Wykonuje sie to w dwdch etapach:

e Dla zadanej wartosci u wyznacza sie punkty posrednie Vi(u), tworzace wielobok Béziera dla krzywej
statego parametru u.

e Nastepnie dla danegoui tak otrzymanego wieloboku posredniego wyznacza sie punkty P(u,v),
tworzgace linie statego parametru u.

Metoda moze byc¢ zastosowana w sposdb odwrotny, prowadzgc do wyznaczenia linii statego parametru v.

VSEI

Rysunek 75. Zasada wyznaczania punktéw na powierzchni Béziera. Wykorzystano
metode de Casteljau do generowania punktdw krzywej.

Kolejna Aplikacja nr 11 (Rysunek 76) pokazuje mozliwos¢ modelowania z uzyciem wspodtczynnikdéw
wagowych. Otrzymujemy tzw. wymierne powierzchnie Béziera, zdefiniowane na analogicznych zasadach, jak
krzywe wymierne Béziera.



llosé segmentow u: 7

Waga punktu: E E|

llosé segmentéw v: 6

H

¥ Edytuj powierzchnie
) Ukryj siatke

Rysunek 76 — Aplikacja nr 11. Wymierny ptat Béziera, tutaj zdefiniowany siatkq 3*4 punktow kontrolnych. Zasady
modelowania jak poprzednio. Dodatkowo w trybie "Edycji" po nacisnieciu prawego przycisku myszy na wybranym
punkcie kontrolnym mozna zmienic jego wage.

8 Powierzchnie B-sklejane i powierzchnie NURBS

Powierzchnie B-sklejane definiuje sie jako tzw. iloczyn tensorowy krzywych B-sklejanych stopnia k wzgledem
parametru u istopnia r wzgledem parametru v:

n

m
U <usu
Pv) = ) Y Dy Ny - Ny, (@) 5 {3 e

UV SV < Upgq
i=0 j=0

Powierzchnie definiujg wierzchotki kontrolne tworzace siatke ( m+1)*( n+1) punktéw:

D

oraz dwa ciggi weztéw - dla kazdego parametru osobne:

ij ; i=0,...,m 5 j=0,...,7’l

(ulfuZ' ey um+k) ; U; < Uitq
(vlr V2 o) vn+r) ; % < Vi1

Powierzchnia tak zdefiniowana sktada sie z (m-k+1)*(n-r+1) ptatow. Przyktad dla k=3 ir=3 (czyli dla tzw.
powierzchni bikubicznej) podano ponizej:



Rysunek 77. Zasada definiowania bikubicznej powierzchni B-sklejanej. Liczba
ptatow wynika z liczby wierszy i kolumn siatki (tutaj: 6*5) oraz stopnia
powierzchni w kazdym z kierunkow (tutaj: 3*3).
Do wyznaczania punktéw powierzchni stosuje sie w ogélnym przypadku szybki i stabilny algorytm de Boora,
albo tez, dla powierzchni stopnia 2 lub 3, geometryczny algorytm Boehma bedacy uogdlnieniem algorytmu dla
krzywych:

e Najpierw stosuje sie algorytm Boehma w stosunku do kazdej kolumny siatki
e Nastepnie ten sam algorytm stosuje sie do kazdego wiersza tak otrzymanej posredniej macierzy
wierzchotkow.



o wierzcholki de Booro
o wierzchotki Béziera

Rysunek 78. Zasada wyznaczania wierzchotkow Béziera na podstawie siatki wierzchotkow B-sklejanych
(zwanych tez wierzchotkami de Boora).

Powierzchnie NURBS definiuje sie za pomoca siatki wierzchotkdw kontrolnych

Dii ; i:(),...,m 5 j:(),...,n

zwigzanych z nimi wspoétczynnikow wagowych:

wi;>0; i=0,...m; j=0,..,n
i dwu niezaleznych ciggéw weztéw:

(ulfuZJ ""um+k) ; U; < Uitq
(vli V2, e vn+r) ; % < Vit1

Petna definicja ma posta¢ analogiczng do wymiernych krzywych B-sklejanych:

P(u,v) =

i=0 Xj=o WijDyNix (W) * N (v) {uk < U< Upyg
ﬁo Z?:O WijNi,k(u) ' Nj,r(v) UV S VS Uppq

Witasnosci powierzchni NURBS prezentuje rozbudowana Aplikacja nr 12 (Rysunek 79).
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Rysunek 79 — Aplikacja nr 12: Powierzchnie NURBS. Aplet umozliwia stworzenie i modelowanie powierzchni NURBS. Po nacisnieciu
przycisku "Nowy" w oknie dialogowym mozna ustali¢ wielkos¢ siatki wierzchotkéw kontrolnych (tutaj: 5*6). W trybie edycji mozliwa jest

zmiana stopnia powierzchni w kazdym w kierunku, edycja wag wierzchotkdw oraz edycja ciggu weztdw dla kazdego z kierunkéw.

9 Powierzchnie definiowane za pomocg krzywych

Definiowanie powierzchni i bryt za pomocg uprzednio zdefiniowanych krzywych jest metoda najbardziej

tradycyjng. Najprostszym sposobem jest "wycigganie " krzywej w zadanym kierunku - operacje takie nosza
nazwe "Extrude":

Rysunek 80. Powierzchnia wyciggana z krzywej ptaskiej o zadany wektor
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Réwnie intuicyjne jest generowanie powierzchni obrotowych (
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Rysunek 81.Definiowanie powierzchni bedqgcej wynikiem obrotu krzywej

Béziera wokot zadanej osi.

Przyktad prostej sceny z rozmaitymi powierzchniami obrotowymi, wykonanej w modelerze Rhinoceros,

przedstawia rysunek 82.

Rysunek 82.
https://www.rhino3d.com/gallery/73/17830



Powierzchnie mozna tez "naciggna¢" (rozpig¢) na uprzednio zadanych krzywych (jest to tzw. "skining", lub
inaczej "lofting").

Perspective

Rysunek 83. Powierzchnia kadtuba rozpieta na wregach - czyli interpolujgca zadane krzywe.

Mozna tez zdefiniowac jg jako wynik ruchu profilu po jednej lub dwu prowadnicach ("rail") - jest to tzw.
"sweeping":



Perspective

Perspective

Rysunek 84. Powierzchnia powstata przez ruch okregu po spirali nawinietej
wokdt zadanej krzywej.

10 Powierzchnie reprezentowane siatkami wieloscianowymi (meshes)

Uniwersalng formga zapisu obiektdw 3D, zaréwno powierzchni jak i bryt, sg siatki wieloscianowe (polygon
meshes). Najczesciej sg to siatki trojkatéw, majgce te zalete, ze sg to zawsze Sciany ptaskie. Spotyka sie tez
siatki wypuktych czworokatéw lub innych, zwykle wypuktych, wielobokdédw. Siatki wieloscianowe s3
zazwyczaj wynikiem aproksymacji nastepujacych struktur:

e powierzchni w reprezentacji NURBS

e powierzchni typu subdivision (o ktérych opowiemy dalej)

e chmur punktéw, najczesciej pozyskiwanych metodg skanowania obiektow
e innych struktur, ktérych tu nie omawiamy, np. bryt CSG

Taka uniwersalna forma zapisu pozwala w jednolity sposdb traktowaé wszystkie obiekty poddawane
renderingowi, co ufatwia stosowanie zaawansowanych metod realistycznej wizualizacji.

W wielu przypadkach strukture scian zapamietuje sie bardzo prosto - jako liste wszystkich wierzchotkéw i liste
$cian, z ktérych kazda okreslona jest przez adresy wierzchotkéw (Rysunek 84).
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Rysunek 85.

oznacza wskaznik NULL/nil.

Bardziej ztozone struktury polegaja na tworzeniu dodatkowo listy krawedzi, dzieki czemu krawedzie przy

wyswietlaniu nie sg rysowane dwukrotnie (dla kazde] przylegtej sciany osobno); znak lambda (A) na Rys. 85
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Rysunek 86.
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Jeszcze bardziej ztozona struktura, o nazwie half-edge, jest budowana na wskaznikach. Spéjrzmy na Rysunek



przeciwna potkrawedz

wierzchotek
koncowy

potkrawedz

Rysunek 87. Struktura half-edge w reprezentacji bryt

W tym przypadku kazda krawed?Z jest reprezentowana przez dwie blizniacze potkrawedzie, zwrdocone w
kierunkach przeciwnych. Kazda potkrawedz (half-edge), zaznaczona tu na czerwono, zawiera wskaznik na:

e poétkrawedz przeciwng do danej

e wierzchotek konncowy potkrawedzi danej

e sciane przylegta do danej potkrawedzi

e nastepng potkrawedz tej Sciany, liczong w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara

e poprzednig poétkrawedz tej Sciany.
Jest to typowa, aczkolwiek nie minimalna reprezentacja struktury half-edge. Minimalna posta¢ half-edge
zawiera tylko wskaznik na potkrawedz? przeciwng i nastepng, wygodniejsza w uzyciu jest jednak struktura taka
jak pokazaliSmy, bardziej rozbudowana. Dzieki ztozonej strukturze half-edge rdznorodne. operacje (np
zwigzane z algorytmem podpodziatu, ktérym zajmiemy sie w nastepnym rozdziale) stajg sie znacznie bardziej
efektywne. Przyktadowo, zeby obejs¢ wszystkie krawedzie zbiegajace sie w jakim$ wierzchotku, bedgcym

konncem danej pétkrawedzi (Rysunek 87),
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Rysunek 88

nalezy wykonaé nastepujace kroki:

e 7z danej pétkrawedzi przejs¢ na poétkrawedz nastepng
e ztejnastepnej przejs¢ na przeciwng do niej
e ztejprzeciwnej (ktéra "wpada" do wierzchotka) na potkrawedz nastepng

e ztejnastepnejzndéw na przeciwng



e itd., az wrécimy na pétkrawedz pierwotng.

Przejscie z jakiejs potkrawedzi na przeciwng lub nastepng to tylko uzycie jednego wskaznika - btyskawiczna
zmiana adresu. Caty obieg krawedzi w wierzchotku zapisuje sie wiec bardzo zwiezle i wykonuje niezwykle
szybko. A sprébujmy to samo wykona¢ postugujac sie reprezentacjg prostsza, jedng z tych, co na poczatku
rozdziatu. To bedzie nieporéwnanie bardziej ztozone!

11 Powierzchnie typu subdivision

Tworzenie powierzchni metodami typu subdivision ma najkrotszg historie w dziedzinie obrazowania,
jakkolwiek zasady podpodziatéw wywodzg sie z zaprezentowanego w rozdziale 8 algorytmu de Casteljau.
Dopiero jednak lata 90-te ub. stulecia stworzyty podstawy do uzycia nowych matematycznych teorii w
dziedzinie produkcji petnometrazowych filmow animowanych, z ktérych pierwszym byt film Toy Story
zrealizowany w studiu Pixar. Metody typu subdivision pozwolity bowiem na znacznie wiekszg elastycznosé
podczas modelowania, niz powierzchnie NURBS, ktére zdefiniowane s3 siatkg regularng i wszelkie modyfikacje
siatki wierzchotkédw kontrolnych (np. zwiekszanie liczby wierzchotkdw) muszg sie odbywac¢ w odniesieniu do
catych wierszy badZ kolumn siatki (co tatwo sprawdzi¢ na aplecie z poprzedniego segmentu, obrazujgcym
modelowanie powierzchni NURBS). Powierzchnie typu subdivision réwniez definiowane s3 siatkg
wierzchotkow (ale nie sg to wierzchotki kontrolne), ktéra moze by¢ o dowolnej, nieregularnej strukturze i ktérg
mozna w dowolny sposdb iteracyjnie zageszczad, i to zageszczac lokalnie, zmierzajgc do pozgdanego ksztattu.

Zasade definiowania powierzchni metoda podpodziatéw znakomicie obrazujg animowane gif-y zamieszczone
na stronach:

https://pixelandpoly.com/graphics/referenceimages/bay natash build 2.gif
https://pixelandpoly.com/graphics/referenceimages/bay natash build 3.gif .

oraz nastepujacy rysunek:

a) b}

c)

Sposrdd szeregu algorytmdéw opracowanych podpodziatdow na Rys. 88 przedstawiono jeden z najbardziej
typowych:


https://pixelandpoly.com/graphics/referenceimages/bay_natash_build_2.gif
https://pixelandpoly.com/graphics/referenceimages/bay_natash_build_3.gif
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Rysunek 89. Metoda Catmulla-Clarka.

Zasada ta odnosi sie do wszelkich siatek przestrzennych. W odniesieniu do prostej siatki 2D mozna jg opisac

nastepujgco:
e nowy wierzchotek, oznaczony kolorem czerwonym, powstaje ze "starych" wierzchotkdow siatki, ktérym
przypisuje sie wagi, jak podano liczbowo.
e nastepnie, w zaleznosci od nowych i starych wierzchotkdw, modyfikuje sie stare wierzchotki,

oznaczone kolorem niebieskim. Wartos¢ k jest liczbg krawedzi siatki zbiegajgcych sie w danym

wierzchotku.

a) b)

c) d)

Rysunek 90. Zasada podpodziatow powierzchni w metodzie Catmulla-Clarka. Poczgtkowe tréjkqty
zostajg zamienione na czworokgqty i caty dalszy proces przebiega tylko na siatkach czworokgtow.

Powierzchnie subdivision reprezentowane sg jak wida¢ siatkg scian. Algorytm Catmulla-Clarka nalezy do tych
algorytmow, gdzie struktura half-edge ma wyjatkowe uzasadnienie ze wzgledu na to, ze dzieki niej caty obieg



krawedzi w wierzchotku zapisuje sie bardzo zwiezle i wykonuje niezwykle szybko, co daje radykalng poprawe
efektywnosci w stosunku do prostszych struktur danych.

Rysunek 91. Tylko obszary w naroZach, zaznaczone na niebiesko,
nie pokrywajq sie z powierzchniami B-sklejanymi i nie majq
zachowanej ciggtosci G2 z sqsiednimi powierzchniami.

Metoda Catmulla-Clarka we wszystkich regularnych obszarach siatki jest zbiezna do bikubicznych powierzchni
B-sklejanych, natomiast daje inne wyniki w tych obszarach, gdzie liczba krawedzi siatki zbiegajgcych sie w
wierzchotku jest rézna od czterech. Na Rys. 92 zamieszczono poglagdowy przyktad modelowania powierzchni
metoda podpodziatéw, zrealizowany z uzyciem modelera Blender.



Rysunek 92. Metoda Catmulla-Clarka w Blenderze: krok 0, 1, 2 i 4 algorytmu.

Inne algorytmy zdefiniowane sg dla siatek trojkatow. Nalezy do nich algorytm opracowany przez C. Loopa oraz
tzw. algorytm Butterfly:

d+¢ b+g a+c+f+h
X= + —_—

2 & 16

Rysunek 93. Zasada podpodziatow w metodzie zwanej Butterfly.
Nowy wierzchotek x powstaje ze "starych" wierzchotkdw siatki
zgodhnie z podanym wzorem.



Zasadniczym problemem, nad ktérym pracujg obecnie matematycy, jest opracowanie zasad doktadnego
wykonywania na nich operacji takich jak wyznaczanie wektoréw normalnych, przecie¢ powierzchni itp. - mimo
ze nie majg one skonczonej postaci opisu matematycznego, jak powierzchnie NURBS, a tylko sg definiowane
jako granica nieskonczonej ilosci podpodziatéw. Wdwczas powierzchnie typu "subdivision" nie tylko znajda
swoje miejsce rowniez w systemach CAD/CAM obok powierzchni NURBS, jak to sie juz wtasnie stopniowo
dokonuje, ale by¢ moze je po prostu zastgpig jako ich uogélnienie.

a) o) ~
| @

&

Rysunek 94. Poréwnanie powierzchni NURBS i powierzchni ,,subdivision”
zdefiniowanych szescienngq siatkq wierzchotkow

12 Przyktady modeli wykonanych z uzyciem reprezentacji NURBS w modelerze
Rhinoceros

Historie rozwoju Rhino mozemy przesledzi¢ tutaj: https://wiki.mcneel.com/rhino/rhinohistory. Jak wida¢,

kolejne wersje wydawane sg $rednio co 5 lat.

Prace studentow Wydziatu Mechatroniki wykonane w Rhino 3.0 (rok 2003-2004) przedstawia Rysunek 94.
Inne wczesne prace z tego samego okresu mozna znalez¢ w galerii ,,student work” na stronie prac studentow
Warsaw University of Technology: https://www.rhino3d.com/gallery/73 (byta to jedna z pierwszych galerii

prac studenckich z réznych uczelni na $wiecie zamieszczona na stronie producenta Rhino).

PRZYKLADY z rozwigzaniami

Ostatnie prace studentow Mechatroniki, wykonane w Rhino 5.0 w roku ak. 2017/2018, przedstawia
Rysunek 95, a zwiezte raporty z ich wykonania, prezentujgce najwazniejsze kroki wraz ze zrzutami ekranow,
znajdujg sie w osobnym katalogu. Celem przewodnim wykonanych prac byto zaprezentowanie
podstawowych, réznorodnych form modelowania powierzchni krzywoliniowych.


https://wiki.mcneel.com/rhino/rhinohistory
https://www.rhino3d.com/gallery/73

Autor: Tomasz
Jakubowski

»Czysciec”

Autor: Malgorzata

Autor: Jacek Bedynek
Krawczyk Techniki Multimedialne
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Rysunek 95. Przyktady prac wykonanych w Rhino 4 na WydZziale Mechatroniki.

autor: Zuzanna Urbanska autor: Pawet Piorun autor: Marta Poptawska

Rysunek 96. Modele 3D wykonane w Rhino 5
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