Synteza logiczna
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Rewolucyjny rozwdj technologii mikroelektronicznych spowodowat, ze projektowanie systemoéw
cyfrowych moze by¢ realizowane wytgcznie za pomocg komputerowych narzedzi projektowania
przystosowanych do przetwarzania duzych ilosci réznorodnych danych. Celem materiatéw
dydaktycznych jest oméwienie zaawansowanych metod syntezy logicznej niezbednych zaréwno
w projektowaniu systeméw cyfrowych jak tez w analizie i eksploracji danych. Dlatego gtéwnymi
zagadnieniami omawianymi w materiatach s3 metody minimalizacji i dekompozycji funkgcji
boolowskich, jak tez redukcja atrybutow i indukcja regut decyzyjnych. Takie ujecie tych
zagadnien jest zgodne z pilng potrzebg waznych zastosowan takich jak: dystrybucja adresow [P,
skanowanie wiruséw, wykrywanie niepozgdanych danych, itp. Nie mniejsze potrzeby
stosowania zaawansowanych metod syntezy logicznej dotyczg analizy i eksploracji danych.
Inaczej mowigc celem tego podrecznika jest przygotowanie przysztych inzynieréw do
umiejetnego wykorzystania ogromnego potencjatu syntezy logicznej o czym Swiadczg wyniki

prezentowanych metod i algorytmow.
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1 Rolaiznaczenie syntezy logicznej

Synteza logiczna jest gatezig wiedzy, ktdéra w ostatnich latach rozwijata sie niezwykle intensywnie, a jej
zastosowania szybko przekroczyly granice tradycyjnej dziedziny uktaddéw cyfrowych, dochodzac do
obszaréw wiedzy zaliczanej do szeroko rozumianych technik informacyjnych, a nawet informatyki.
Przyczyng tej sytuacji jest z jednej strony rozwdj technologii mikroelektronicznych, a z drugiej coraz
wieksze zapotrzebowanie na analize i eksploracje danych.

Rozwdj technologii mikroelektronicznych zwieksza mozliwosci techniki cyfrowej, ale ich petne
wykorzystanie wymaga rozwoju nowych metod syntezy logicznej. Powszechnie stosowane tradycyjne
metody syntezy logicznej np. minimalizacja funkcji boolowskich sg niedostosowane do zasobdéw uktadéw
FPGA, wyposazonych w komérki LUT oraz pamieci ROM. Préby zaradzenia tej sytuacji podejmowane byty
od dawna, ale szczegdlnej intensywnosci nabraty stosunkowo niedawno. Mocnym gtosem okazata sie
ksigzka T.Sasao ,Memory based logic synthesis” [1.17], wktdorej po raz pierwszy tak wyraznie
stwierdzono, ze jedynymi skutecznymi metodami syntezy sg redukcja argumentow i dekompozycja
funkcjonalna.

Wptyw zaawansowanych procedur syntezy logicznej na jakos¢ implementacji sprzetowych
uktadéw cyfrowych jest najbardziej znaczacy w algorytmach wykorzystujgcych nowoczesne struktury
programowalne. Struktury takie sg powszechnie stosowane w ukfadach przetwarzania informacji i
sygnatow np. w realizacjach algorytméw kryptograficznych, w filtrach cyfrowych, uktadach transformacji
falkowej oraz w syntezie funkcji generowania indeksdow. Zatem stosowanie zaawansowanych procedur
syntezy logicznej — dostepnych gtéwnie w oprogramowaniu uniwersyteckim — niejednokrotnie moze sie
przyczyni¢ do sukcesu rynkowego wielu urzadzen cyfrowych, w szczegdlnosci tych realizowanych
w technologii uktadéw programowalnych przez uzytkownika FPLD. Nalezy jednak podkresli¢, ze
w przypadku generatoréw adresu stosowanie procedur syntezy logicznej jest niezbedne [1.11], [1.15].

Skutecznos¢ procedur syntezy logicznej mozna wykaza¢ nawet na najprostszych przyktadach. Na
przyktad prosta 10-argumentowa funkcja boolowska TL27 (specyfikacje tej funkcji podano w podrozdz.
2.6 ) syntezowana programem ISE 14.7 moze by¢ zrealizowana na 21 4-wejsciowych komérkach logicz-
nych uktadu Spartan-lil. Nie jest to sytuacja odosobniona, gdyz synteza Synteza programem Vivado
2015.4.2 w ukfadzie Virtex-7 wymaga zastosowania pieciu 6-wejsciowych, trzech 5-wejsciowych komorek
oraz jednej 4-wejsciowej komérki. Niewiele lepiej jest dla systemu Altera Quartus Il i uktadu Cyclone IlI:
siedmiu 4-wejsciowych oraz trzech 3-wejsciowych komérek logicznych.

Ta sama funkcja poddana zaawansowanym procedurom syntezy logicznej moze by¢ zrealizowana
na 2 (dwodch!) 4 wejsciowych komdrkach logicznych . Do uzyskania tak prostej struktury trzeba
zastosowa¢ dwie procedury syntezy logicznej: procedure redukcji argumentow oraz procedure

dekompozycji funkcjonalne;.



Sytuacja nie poprawia sie nawet dla uktadéw specjalnie przygotowywanych do realizacji na
pamieciach. Charakterystycznym przyktadem moze by¢ ukfad arytmetyki rozproszonej [1.13] filtru f5 [1.5].
Uktad ten w reprezentacji za pomocg w petni okreslonych funkcji boolowskich jest opisany tablicg o 11
zmiennych wejsciowych i 11 wyjsciach. Jego implementacja w strukturze Virtex-7 wykonana programem
Vivado 2015.4.2 wymaga zastosowania 531 komodrek (w tym 330 6-wejsciowych, 86 5-wejsciowych).
Poniewaz uktad ten, poddany procedurze redukcji argumentdéw jest funkcjg zaledwie 7 argumentow, jego
realizacja (wykonywana w tej samej strukturze programem Vivado) zajmuje 9 komdrek 6-wejsciowych
oraz po jednej 5-, 4-, i 2-wejsciowej. Tak wielka roznica w jakosSci rozwigzania nie moze by¢ spowodowana
tylko jakoscia wykonania oprogramowania — u jej podstaw musi leze¢ odmienna metodyka syntezy.
Potwierdzeniem tego przypuszczenia sg najnowsze prace w tej dziedzinie [1.1], [1.15] wykazujgce, ze
potencjalne mozliwosci redukcji argumentéw i dekompozycji funkcjonalnej nie sg jeszcze w petni
wykorzystane.

Zaawansowane procedury syntezy logicznej mogg by¢ réwniez stosowane w zagadnieniach
zwigzanych z klasyfikacja danych, obejmowanych nazwga eksploracji danych [1.7], [1.8]. Eksploracja
danych (ang. data mining), nazywana czesto odkrywaniem wiedzy w bazach danych (ang. knowledge
discovery in databases), jest dynamicznie rozwijajacg sie dziedzing informatyki o szerokich
zastosowaniach, m.in. w telekomunikacji, inzynierii biomedycznej, bankowosci, itp.

Jednym z wazniejszych zastosowan tych algorytmow sg systemy wykrywania anomalii w sieciach
telekomunikacyjnych. Sg to systemy pracujgce wg typowego schematu maszynowego uczenia, gdyz
kombinacja regut oraz algorytmow klasyfikacji stuzy do wykrywania anomalii na podstawie analizy danych
treningowych.

Innym typowym zastosowaniem jest wspomaganie decyzji podejmowanych przy diagnozie réznych
choréb. Polega to na generowaniu regut decyzyjnych obliczanych na podstawie baz danych
zgromadzonych z badan wielu pacjentow. Obliczone w ten sposdb reguty decyzyjne (tzw. klasyfikatory)
pozwalajg diagnozowaé nowych pacjentdw.

W eksploracji danych typowe zadanie polega na tworzeniu regut (wyrazen boolowskich)
reprezentujacych pierwotne obiekty zapisane w tablicach danych. w przypadku uktadéw logicznych
procesy takie sg okreslane mianem minimalizacji funkcji boolowskich. Uzyskiwane w wyniku takiego
procesu reguty sg wykorzystywane do klasyfikacji danych albo do kolejnych etapéw optymalizacji logicznej
(w przypadku uktadéw cyfrowych). Oczywiscie dane wejsciowe algorytmdéw uogdlniania regut sg w obu
przypadkach zasadniczo rézne. Dla tablic danych mamy do czynienia z wielowartosciowymi atrybutami
warunkowymi i wielowartosciowymi atrybutami decyzyjnymi. Dla tablic prawdy wartosci argumentéw
i wartosci funkcji sg binarne. Jednoczesnie catkowicie inaczej sg interpretowane tzw. wartosci
nieokreslone. w tablicy danych wartos¢ nieokreslona atrybutu warunkowego oznacza, ze wartosc¢ tego

atrybutu nie zostata ustalona [1.6], a w przypadku tablic funkcji logicznych nieokreslono$¢ argumentu



wektora wejsciowego oznacza wystepowanie w specyfikacji wektoréw o wszystkich mozliwych
wartosciach danego argumentu [1.3].

Na abstrakcyjnym poziomie algorytmdéw eksploracja danych polega m.in. na tzw.
uogodlnianiu/generacji regut decyzyjnych, redukcji atrybutow, hierarchicznym podejmowaniu decyzji.
Mozna wykazaé, ze algorytmy te s3 odpowiednikami algorytmow syntezy logicznej, a w szczegdlnosci tych
ktore powstaty w czasie ostatnich 30 lat. Na przyktad generacja/uogdlnianie regut decyzyjnych — jest to
typowa procedura stosowana w eksploracji danych i odpowiada minimalizacji funkcji boolowskiej,
redukcja atrybutéw odpowiada redukcji argumentow, natomiast hierarchiczne podejmowanie decyzji jest

to dekompozycja funkcjonalna.

2 Algebra Boole’a i przeksztatcenia boolowskie

2.1 Aksjomaty algebry Boole’a

Algebra Boole’a jest modelem matematycznym operacji na sygnatach binarnych reprezentujgcych
sygnaty elektryczne o dwdch wartosciach: 0 lub 1. Wartosci te sg przyporzgdkowane dwom poziomom
napiecia wytwarzanego przez (elektroniczne) uktady logiczne. Najczesciej przyjmuje sie, ze napieciu
wysokiemu jest przyporzgdkowana wartos¢ sygnatu 1, natomiast napieciu niskiemu — wartos¢ 0.

Algebra Boole’a jest algebrg z trzema operacjami na dwuwartosciowych argumentach, ktore
przyjmujg wartosci: 0 i 1. Rezultaty tych operacji sg takze dwuwartosciowe. Te trzy operacje to:
e suma logiczna (suma boolowska, dysjunkcja),
e iloczyn logiczny (iloczyn boolowski, koniunkcja),
e negacja (inwersja).
Dwie pierwsze operacje sg wieloargumentowe, a trzecia jest jednoargumentowa.

Operacja sumy logicznej (OR) jest zdefiniowana nastepujgco: jezeli co najmniej jeden z
argumentow jest réwny 1, to wynik jest rowny 1, zatem suma logiczna jest rowna 0 tylko dla przypadku,

gdy wszystkie argumenty sg rowne 0. Dziatania te zapisujemy nastepujgco:

0+0=0
0O+1=1
1+0=1

gdzie + oznacza operacje OR. Operacje OR realizuje bramka OR o symbolu

graficznym jak na rys. 1.1a. v |

Operacja iloczynu logicznego (AND) jest zdefiniowana nastepujgco: wynik

iloczynu jest rowny 1 wtedy itylko wtedy, gdy wszystkie argumenty przyjmuja

e

wartosc 1, co zapisujemy w nastepujgcy sposob:
Rys. 1.1. Bramki logiczne
a) OR, b) AND, c) NOT



0-0=0
0-1=0
1-0=0

gdzie - oznacza operacje AND. Operacje AND realizuje bramka AND o symbolu graficznym podanym na
rys. 1.1b.

Operacja negacji (NOT) zmienia wartos¢ argumentu na przeciwny. Negacjg 0 jest 1, a negacjg 1 jest
0, co zapisujemy:

\bar{1} =0

\bar{0} =1

Operacja NOT zmiennej x, jest oznaczana X, a jej symbol graficzny (bramka NOT) podany jest na
rys. 1.1c.

Z punktu widzenia syntezy logicznej w technice cyfrowej specjalnemu zainteresowaniu podlega
dwuelementowa algebra Boole’a, ktérg bedziemy rozumieli jako system <B, +, -, 0, 1>, gdzie zbiorem jest
B ={0, 1}. Dwuwartosciowa (zwana réwniez binarng) algebra Boole’a stanowi podstawe nowoczesnej
syntezy logicznej formutujac prawa jakim podlegajg zmienne boolowskie tj. zmienne ze zbioru B. Prawa te
(z uwzglednieniem praw De Morgana) podajemy zbiorczo w formie zestawienia, w ktorym kazde prawo

jest zaopatrzone w odpowiednig nazwe.

Prawa algebry Boole’a
Witasnosci statych
at+0=a a-0=0
a+1=1 a'l1=a

Witasnosci negacji

a+a=1 a-a=20
Podwdjna negacja

a=a
Idempotentnosé

at+ta=a a-a=a
Przemiennos¢

a+b=b+a a-b=b-a
tacznosc

a+(b+c)=((a+b)+c a-(b-c)=(a-b)c



Rozdzielnos¢
a+(b-c)=(@+b) - (a+c) a-(b+c)=a-b+a-c
Prawa De Morgana
y=a-b=a+b y=a+b=a-b
W algebrze Boole’a, operacje ,,+” (dysjunkcja) i ,,-” (koniunkcja) nazywa sie réwniez przez analogie
do arytmetyki odpowiednio dodawaniem i mnozeniem. Operacje dodawania i mnozenia sg przemienne
oraz rozdzielne wzgledem siebie. Elementy binarne 0O oraz 1 spetniajg role elementu neutralnego
odpowiednio wzgledem operacji dodawania i mnozenia. Dla kazdego elementu a istnieje elementa,
nazywany negacjg, spetniajgcy odpowiednie wtasnosci.
Starszenstwo dziatan w algebrze Boole’a jest takie same jak w zwyktej arytmetyce (np. wyrazenie
a + bec interpretujemy jako a + (bc), a nie jako (a + b)c, a nawiasy sg opuszczane tam, gdzie nie prowadzi
to do nieporozumien; opuszczamy takze znak mnozenia ,,-”, a zamiast symbolu ,+”, czesto jest uzywany
symbol v.
Wyrazenie boolowskie to formuta, w ktérej zmienne boolowskie potgczone sg operatorami: + (OR),
- (AND), \bar{x} (NOT).
Na przyktad:
a+b+c-d+e
a+b+cd+e
a+b(d+e).
W zapisie wyrazen boolowskich kropke czesto pomija sie, a kolejnos$¢ operacji przyjmuje sie nastepujgco:
1. NOT
2. AND
3.0R
Kolejno$é ta moze byé zmieniona przez stosowanie nawiasow.
Typowym zastosowaniem algebry Boole’a jest uproszczenie wyrazen boolowskich. Na przyktad:
\bar{a}bc + a\bar{b}\bar{c} + a\bar{b}c + ab\bar{c} + abc
=\bar{a}bc + a\bar{b}\left(\bar{c} + c\right) + ab\left(\bar{c} + c\right)
=\bar{a}bc + a\bar{b} + ab =\bar{a}bc + a\left(\bar{b} + b\right)
=\bar{a}bc+a =
(korzystamy z wtasnosci a + abc = a(1 + bc) = a)

= a +\bar{a}bc + abc = a + bc



2.2 Przeksztatcenia boolowskie

Innym typowym zastosowaniem algebry Boole’a jest przeksztatcanie wyrazen boolowskich z postaci
typu ,iloczyn sum” (CNF — Conjunctive Normal Form) na postac typu ,suma iloczynéw” (DNF — Disjunctive
Normal Form).

Korzysta sie przy tym z zasad uproszczonego mnozenia, z ktérych pierwsza jest omawiang juz zasadg

rozdzielnosci dodawania wzgledem mnozenia, a drugg wykazujemy ponize;j.

Wykazaé, ze: (x + y)(X + z) = xz + Xy
x+y)x+2)=xkx+xz+ixy+yz=xz+xy+yz=xz+xy+1lyz=xz+xy+ (x+x)yz ==
XZ+xy+xyz+xyz=xz+xyz+xy+ixyz=xz(1+y)+xyy(1+1) = xz+xy

PRZYKLAD 1.1
Podane wyrazenie typu ,iloczyn sum”:

(A+B+C)(A+B+D)(A+B+E)A+D+E)(A+C)
przedstawi¢ w postaci sumy iloczyndw.

Rozwigzanie
(A+B+C)(A+B+D)(A+B+E)A+D+E)A+C)=(A+B+CDE)(AC+A(D +E)) =
(A+ B+ CDE)(AC + AD + AE) = AC + ABC + ABD + ABE + ACDE = AC + ABD + ABE + ACDE

Ogromne znaczenie w syntezie logicznej majg przeksztatcenia wyrazen boolowskich jednorodnych,

tzn. takich w ktérych zmienne wystepuja wytacznie w postaci prostej albo zanegowanej.

PRZYKLAD 1.2
Wyrazenie typu CNF: (x2+xa)(x3+xa)(x3+x5)(x1+x2+x3) mozna przeksztatci¢ do postaci DNF w sposdb

nastepujacy:

(Xa+x2) (Xa+x3)(X3+X5) (X3+X1+X2) = (Xa+X2X3)(X3+X1X5+X2X5) = X3Xa+X1XaX5+X2XaX5+X2X3



Nietrudno przypuszczaé, ze w praktycznych zastosowaniach bedziemy mieli do czynienia z bardziej
rozbudowanymi przeksztatceniami CNF na DNF. W celu utatwienia skomplikowanych obliczen i zapisow

zmienne boolowskie x;, x;, Xk bedziemy reprezentowali ich indeksami i, j, k.

PRZYKLAD 1.3
3+7))2+5+8)((3+6+8)(6+7+8((3+5+6)=(3+7)(3+6+758)(8+(2+)5)

(6+7)=(3+36+358+37+67+578)(8+26+27+56+57)=38+236+237+
+ 356 + 357 + 678 + 267 + 267 + 567 + 567 + 578+ 256783+ 25783+ 5678 + 578
=38+ 236+ 237 +356+ 357+ 678 + 267 + 567 + 578



Transformacja CNF na DNF jest réwniez wygodnym i czesto stosowanym narzedziem przy
obliczaniu pokrycia kolumnowego binarnej macierzy M.

Pokryciem kolumnowym binarnej macierzy reprezentowanej tablicg M:

M = [mi]-],i ef{1,..,w}je{l,..,n}

jestzbiér L € {1,..,n} taki, ze dla kazdego i € {1,...,w} istniejej € L, dla ktérego m;; = 1. Jezeli
usuniecie ktdrejkolwiek z kolumn skutkuje brakiem pokrycia, jest to minimalne pokrycie kolumnowe.
Inaczej mowigc elementami pokrywanymi sg wiersze M, a pokrywajgcymi — kolumny tej macierzy. Jednak
brak formalnych elementéw pokrywanych i pokrywajacych sktania do wprowadzenia nazwy ,pokrycie
kolumnowe”.

W wyrazeniu CNF czynniki koniunkcji sg dysjunkcjami zmiennych boolowskich etykietujgcych te
kolumny M dla ktérych w danym wierszu m;; = 1. Liczba czynnikow jest réwna liczbie wierszy macierzy
M. Istotnym problemem jest transformacja CNF na DNF, gdyz skfadniki wyrazenia DNF sg koniunkcjami
zmiennych reprezentujgcych kolumny macierzy M.

W celu obliczenia wszystkich minimalnych pokry¢ kolumnowych nalezy zapisa¢ zbiory kolumn
wskazywane 1 (jedynkami) w postaci iloczynu sum, a nastepnie uzyskang koniunkcje sum przeksztatci¢ do
minimalnego wyrazenia boolowskiego typu suma iloczyndw. Sktadniki tych iloczynéw reprezentujg

wszystkie minimalne pokrycia kolumnowe.

PRZYKtAD 1.4

Tabl. 1.1
Li L L3 Ly Ls Le Ly
0O 0 00O 0 1 1
0O 01 1 000
0 1 01 0 0O
0 1 1 0 0 0 1

Dla macierzy M (Tabl. 1.1) stosowne obliczenia sg nastepujace:

(Le + L7) (L3 + La) (L2 + La) (L2 + L3 + L7) = (La + L2)(La + L3)( L7 + Le)(L7 + L2 + L3) =
=(La+ LaL3)(Ly + Le(Ly + L3)) = (La+ Lo L3)(L7 + LoLe+ L3le) = Laly+ Lo Lale+ L3lale+ + Lo L3l7 + Ly L3l

Na tej podstawie stwierdzamy, ze wszystkie minimalne pokrycia kolumnowe macierzy z Tabl. 1.1 s3
reprezentowane zbiorami: {Ls, L7}, {L2, La, Le}, {Ls, La, Le}, {L, L3, L7}, {L>, L3, Le}. Zauwazmy, ze dla kazdego wiersza tej

tablicy elementy wskazywane przez kolumny L nalezgce do obliczonych podzbioréw zawierajg zawsze co najmniej



3 Elementy teorii grafow

3.1 Graf prosty, pojecie relacji

Grafem prostym (niezorientowanym) nazywamy pare G=(V, E), gdzie V jest niepustym
skonczonym zbiorem wierzchotkéw, a E jest skonczonym zbiorem krawedzi — nieuporzgdkowanych par
réznych elementéw ze zbioru V [1.18]. Przyktad grafu podany jest na rys. 1.2. Jest to graf, w ktérym zbidr
wierzchotkdw V = {v1, v2, v3, vs, vs, ve} oraz zbiér krawedzi E = {(v1,vs), (v2,v3), (V2,va), (v2,Vs), (V2,Vs), (v3,va),
(v3,Vs), (vs,v6)}.

Dowolny podzbiér wierzchotkdw, w ktérym kazde dwa wierzchotki sg potaczone krawedzig
nazywamy klikg. Klike, ktdra nie jest zawarta w zadnej istotnie innej klice, nazywamy maksymalna.
Najliczniejszg klike w danym grafie nazywamy najwieksza klikq. Klikami dla grafu z rys. 1.2 sg nastepujace

zbiory:

vy
V'={va, vs, va}, V ={va, v3, ve}, V = {v3, vs, ve}. Vg v,
Zbiorem niezaleznym nazywamy dowolny zbior wierzchotkow, ktore nie Vs
sg sgsiednie w danym grafie. Analogicznie okreslamy pojecie maksymalnego g
4

zbioru niezaleznego. Przyktady zbiorow niezaleznych dla grafu z rys. 1.2:  Rpys 1.1, Przyktad grafu

V ={v1,va, vs}, V= {v1, v3, vs}, V ={vs, ve}, V = {vy, v2}.

Obliczanie klik nie jest zadaniem tatwym. Mozna sie zastanawiaé jak
obliczy¢ maksymalne kliki w grafie podanym na rys. 1.3. Dlatego problem
obliczania maksymalnych klik warto sprowadzi¢ do problemu obliczania
maksymalnych klas zgodnosci definiowanych dla danej relacji zgodnosci.

Najpierw zdefiniujemy wazne pojecie iloczynu kartezjanskiego.

lloczynem kartezjanskim zbiorow A i B, oznaczanym A x B nazywamy

zbidr wszystkich par uporzadkowanych (a, b), takich ze pierwszy element

Rys. 1.2. Przyktad grafu

pary nalezy do zbioru A (a € A), natomiast drugi do B (b € B), czyli:

AxB={(a,b):a €A, b e B}

PRZYKtAD 1.5
Niech A = {p,q} oraz B = {r,s,t},

wtedy A x B ={(p,r), (p,s), (p,t), (q,r), (g,5), (g,t)}.



Relacjg nazywamy dowolny podzbidr iloczynu kartezjanskiego zbiorow A, B. Typowe wtasnosci

relacji na zbiorze A (czyli A x A) sg definiowane nastepujgco:

e zwrotnosé: Va € A: aRa
e symetria: Va,b € A:aRb=bRa

e przechodnios$¢: Va,b,c € A: aRb,bRc =bRc

Najwazniejszymi relacjami stosowanymi w syntezie logicznej sg relacje réwnowaznosci i zgodnosci.

Relacje, ktora jest zwrotna i symetryczna nazywamy relacjq zgodnosci. Relacja zgodnosci jest
rowniez nazywana relacjg nierozrdznialnosci. Relacja zgodnosci klasyfikuje elementy zbioru
w nieroztgczne podzbiory zwane Systemem zbioréw (wiecej na ten temat w rozdz. 1.4).

Szczegdlnym przypadkiem relacji zgodnosci jest relacja réwnowaznosci. Relacja rownowaznosci
jest relacjg zwrotng, symetryczng i przechodnig. Relacja rdwnowaznosci dzieli zbiér A na roztgczne
podzbiory, co w konsekwencji prowadzi do pojecia podziatu (zbioru) tworzac bardzo uzyteczny w syntezie
logicznej rachunek podziatéw omawiany w nastepnym rozdziale.

Witasnosci relacji zgodnosci pokrywaja sie z intuicyjnym rozumieniem zgodnosci:

a) kazdy element jest zgodny z samym sobg,
b) jesli element v1 jest zgodny z v,, to réwniez v; jest zgodny z v,
c) jesli v1 jest zgodny z v, oraz v; jest zgodny z vs, to z tego nie wynika, ze v jest zgodny z vs.

Relacja zgodnosci umozliwia wprowadzenie pojecia Maksymalnych Klas Zgodnosci (MKZ).

Zbior par okreslajgcych relacje zgodnosci nazywa sie zbiorem par zgodnych. Pary zgodne
umozliwiajg wyznaczenie maksymalnych zbioréw zgodnych.

Zbidr V = {vi,...,vp} nazywamy maksymalnym zbiorem zgodnosci (maksymalng klasg zgodnosci),
jezeli kazda para v;, v; wzieta z tego zbioru jest zgodna oraz nie istnieje zaden inny zbiér elementow
zgodnych V’, zawierajgcy V. Maksymalne zbiory zgodne sg odpowiednikiem klik w grafie prostym.

Z powyzszego wynika, ze w celu obliczania klik metodg maksymalnych klas zgodnosci nalezy:

1. Zapisac¢ pary SPRZECZNE (vj, vj), (vk, Vi), (Vp, Vq), W postaci koniunkcji dwusktadnikowych sum (vi + v;)(vk
++ V) (vp, +Vvg) ...

2. Koniunkcje dwusktadnikowych sum przeksztatci¢ do minimalnego wyrazenia boolowskiego typu suma
iloczynodw vivjvi + VpVgViVs +...

Wtedy MKZ sg uzupetnieniami zbiorow reprezentowanych przez skfadniki iloczynowe tego

wyrazenia.



PRZYKLAD 1.6
Dla grafu z rys.1.2 pary zgodne s3g: (v1, Ve), (v2, v3), (V2, va), (v2, vs), (v2, Ve), (v3, va), (v3, Vs), (Vs, Vs).

Zatem pary sprzeczne beda:
E ={(v1, v2), (v1, v3), (v, va), (v1, vs), (v3, vs), (va, vs), (va, ve)}

)

Obliczamy wyrazenie boolowskie typu , koniunkcja sum”:

(va + v2)(va + v3)(vi+ va)(v1 + vs)(vs + vs)(va + vs)(va +ve) =

= (v1 + v2)(v1 + v3)(va+ va)(va + vs)(Va + vs)(va +ve)(vs + vs) =
(stosujemy zasade (a + b)(a + ¢) = a + bc)

= (V1 + VavaVvaVs)(va + vsve) (V3 + vs) =
(wymnazamy i redukujemy zbedne sktadniki)

= (V1Va + V1VsVe + V2V3VaVs + vabiavawsiis) (V3 + Vs) =

= (V1Va + V1VsVe + VaV3Vavs)(vs + vs) =

= V1V3Va + ¥ada¥sts + VaV3VaVs + V1VaVs + ViVsVe + vabia¥abs =

= V1V3V4 + V1V4Vs5 + V1Vs5Ve + V2V3VaVs

Odejmujac od zbioru {vs, ..., vs} zbiory reprezentowane przez poszczegolne sktadniki uzyskanego
wyrazenia obliczamy wszystkie maksymalne klasy zgodne, czyli kliki:
{va, ..., ve} = {v1, v3, va} = {v2, vs, v}
{va, ..., ve} = {v1, va, vs} = {v2, v3, ve}
{va, ..., ve} —{va, vs, ve} = {v2, v3, va}

{va, ..., ve} —{va, v3, vs, vs} = {v1, ve}

W podobny sposéb mozemy sformutowaé algorytm obliczania Maksymalnych Zbiorow
Niezaleznych (MZN).

1. Zapisac pary zgodne (vj, vj), (vk, Vi), (Vp, Vq), ...w postaci koniunkcji dwusktadnikowych sum (vi, + v;)(v«,
+Vi)(Vp, + Vq) ...

2. Koniunkcje dwusktadnikowych sum przeksztatci¢ do minimalnego wyrazenia boolowskiego typu suma

iloczyndw vivjvi + vpVgv Vs +...

Wtedy MZN s3 uzupetnieniami zbioréw reprezentowanych przez sktadniki iloczynowe tego

wyrazenia.



PRZYKLAD 1.7
Obliczmy wszystkie MZN dla grafu z rys. 1.2.

E = {(v1, ve), (v2, v3), (v2, va), (v2, vs), (v2, ve), (v3, va), (v3, Vs), (Vs, V6)}

Obliczamy wyrazenie boolowskie typu ,koniunkcja sum”:
(va + ve)(va + v3)(va+ va)(v2 + vs)(v2 + ve)(v3 + va)(v3 + ve)(Vs + ve) =
= (v2 + v3)(v2 + va)(va + vs)(v2 + ve) (Ve + v1)(Ve + v3)(Ve + vs)(v3 + va) =
= (V2 + V3VaVsVe)(Ve + Vavavs)(vs + vg) =
= (VaVe + V1V2V3Vs + V3VaVsVe + aviabavsvis) (V3 + Va) =
= V2V3Ve + V1V2V3Vs + V3V4VsVe + VaVaVe + Yato¥avavs + ¥aWaYstis =
= V2V3Ve + V1V2V3Vs + V3V4VsVe + VaVaVe =

= V2V3Ve + V2V4Ve + V1V2V3Vs5 + V3V4Vs5Ve

Stad maksymalne zbiory niezalezne MZN: {v1, va, vs}, {va, v3, vs}, {va, ve}, {va, v2}.

3.2 Kolorowanie grafu
Kolorowaniem grafu nazywamy przyporzagdkowanie kolorow do
wierzchotkdéw grafu w taki sposéb, aby zadna para wierzchotkdw sgsiednich nie

miata takiego samego koloru. Przyktad prawidtowo pokolorowanego grafu

pokazany jest na rys. 1.4.
Podstawowym problemem jest zadanie obliczenia najmniejszej liczby

koloréw zapewniajacych prawidtowe pokolorowanie grafu. Jest to tzw. liczba  Rrys. 1.3. kolorowanie grafu

chromatyczna grafu. Korzystajgc z pojecia maksymalnych zbioréow niezaleznych

mozna algorytm kolorowania grafu sprowadzi¢ do wykonania nastepujgcych obliczen:

1. Obliczy¢ wszystkie maksymalne zbiory niezalezne MZN. Uzyskujemy Rodzine Maksymalnych Zbioréw
Niezaleznych (RMZN).

2. Obliczy¢ pokrycie zbioru wierzchotkéw V minimalng liczbg maksymalnych zbioréw niezaleznych (tzw.
minimalne pokrycie). Minimalne pokrycie reprezentuje minimalny zbidr koloréw.

3. W uzyskanym pokryciu usunag¢ elementy powtarzajace sie.



PRZYKtAD 1.8

E= {(le V6)r (VZ; V3)r (VZ/ V4), (VZI V5)l (VZ, V6)r (V3, V4), (v3l VG)I (V5r V6)}

a) M b) 0

Vg v, Vg v,

Vs Vg Vs Yy
Vy Vy

Rys. 1.4. Grafi jego kolorowanie

Dla grafu z rys. 1.5a nalezy wyznaczy¢ kolorowanie z minimalng liczbg koloréw. W tym celu
najpierw obliczcamy maksymalne zbiory niezalezne: {vi, va, vs}, {v1, v3, vs}, {va, ve}, {v1, v2}. Nastepnie
tworzymy minimalng podrodzine pokrywajgcg zbior V = {va, ..., ve}: {v1, v3, vs}, {vs, ve}, {v1, v2}. Wreszcie po

usunieciu wierzchotkdw powtarzajgcych sie uzyskujemy zbiory roztagczne reprezentujg kolorowanie: {vi,

Na zakonczenie podamy jeszcze jedng — wygodng do stosowania w praktyce — metode obliczania

maksymalnych klas zgodnosci.

Metoda wg par zgodnych

Niech E bedzie relacja na zbiorze V = {vs, ..., vn}, tzn. zbiorem par zgodnych (sgsiednich) v;, vj: i, j € {1, ..., n}

oraz i # j. Obliczenie (maksymalnych) klas zgodnosci w zbiorze V przy danej E sprowadza sie do wykonania

nastepujacych czynnosci.

1. Zapisujemy elementy v w rodzinach S; zgodnie z zasadg vi € §; tylko wtedy, gdy v;, v; jest parg zgodna
orazi<j.

2. Jezeli RKZk jest rodzing klas zgodnosci uzyskang w k-tym kroku algorytmu, to rodzine RKZ:1
uzyskujemy, obliczajgc przeciecie kazdej KZ € RKZx ze zbiorem Sk+1. Wyrdzniamy przy tym nastepujace
przypadki:

a) Sk+1 = ¢ i wtedy RKZ+1 jest powiekszana o klase KZ = {k+1},
b) KZ N Sk+1 = ¢ wtedy klasa KZ nie ulega zmianie,

c) KZ M Sk+1 # ¢ wtedy powstaje nowa klasa KZ' = KZ M Sks1 U {k+1}.



PRZYKtAD 1.9
W przyktadzie obliczymy maksymalne klasy zgodnosci algorytmem korzystajgcym z par zgodnych.

Nastepujace pary sg zgodne: (v, va), (v1, v3), (v1, vs), (v2, va), (v, vs), (v3, va), (v3, vs), (v3, v7), (va, Ve), (va, v7),
(vs, ve), (v, v7). Na tej podstawie wyznaczamy zbiory S; i tworzymy kolejne listy (rodziny RKZx ) klas

zgodnych, ktére dla uproszczenia zapisow podawac bedziemy w postaci zbioréw indeksow:

S1=¢ {1}

S2 ={1} {1, 2}

S3 =11, 2} {1, 2, 3}

Sa=1{3} {3,4}, {1, 2, 3}

Ss=1{1,2,3} |5} 1(1,2, 3,5} {3, 4}

Se = {4, 5} {5, 6}, 14, 6}, {1, 2, 3, 5}, {3, 4}

57=1{3,4,6} |16, 1{4,6,7}, 84, {3,4,7}, {5, 6}11,2,3,5}




PRZYKLAD 1.10
Dla relacji R, w ktérej zbidr par zgodnych jest E = {(e1,e2), (e1,e3), (e1,es), (e1,es), (e1es), (e1,e7),

(82163)r (ezre5)l (eZIeG)I (62167)r (e3re4)l (e3le5)r (63,66), (63,88), (84,66), (64,87), (64,88), (85,66), (65,87), (65,88),
(es,e7), (es,e3), (e7,es)} obliczyé maksymalne klasy zgodnosci:
a) metodg wg par zgodnych,

b) metoda wg par sprzecznych.

Rozwiazanie a)

$1=0 €1

S2=e; e, e

S3=e1, e €1, ez, 3

Si=e1, e3 e1, e3, esfe1, ez, e3 )

Ss=e1, ez, €3 ei-esres/el, e, e3, esfel, es, es

Se=e1, ez, €3, €4, €5 ei1, €2, €3, es, es/e1, €3, s, €s/e1-€3-€4

S7=e1, ey, e, es, e e1, e, es, e, e7/e1, es, €q, e7/e1, ez, e3, es, es/e1, €3, e, €

Ss= €3, e, €5, €, €7 es, s, €7, es/es, €5, €7, esfes, es, es, es/es, es, €5, es/e1, e, es, e,
es/es, es, es, e7/e1, €2, €3, €5, es/el, e3, es, es

Rozwiazanie b)

Pary sprzeczne: (e, es) (ez, ea) (e, es) (e3, e7) (ea, es)
(es + e1) (es + e2) (ea + €2) (ea + es) (e3 + e7) = = (es + e1e2) (es + ezes)(e3 + €7) =
= (eseg + erese8 + e1e2e4 + e1e26s)(e3 + e7) = eseses + erezeses + eierezes + eierezes + eseres +

+ €26s5e7€e3 + €1€2e4€e7 + e1e2ese7

W obu przypadkach maksymalne klasy zgodnosci sg nastepujace:

{es, ey, es, eq, e7} { ey, e, e3, es, ec}
{e1, es, €6, €7} {es, es, €7, es}
{ es, e, €7, es} { e, e, e3, es, es}
{e1, es3, e, ec} {es, es, es, es}

{es, ey, es, es}

1) Do rozdzielenia klas zgodnosci uzyto znaku ,,/” (zamiast nawiaséw ,{" i ,}"



4 Kostki, systemy zbioréw i podziaty

Zajmiemy sie rachunkiem kostek i rachunkiem podziatdow, ktdrych podstawy wynikajg z jednej
strony z klasycznej algebry Boole’a, a z drugiej z algebry ternarnej [1.4] i algebry zbioréw. Oprdécz typowych
wartosci logicznych 0 i 1, stosowac bedziemy wartos¢ nieokreslong, ktorg oznaczac bedziemy, w zaleznosci
od interpretacji: * lub —.

Na zbiorze {0, 1, *} definiujemy czesciowy porzgdek —, w ktédrym:

0cO,xcx*,1c1,0c*, 1cC*,
oraz zadna inna para nie wystepuje w relacji c.

Ciggi elementow ze zbioru {0, 1, *} nazywac bedziemy kostkami. Kostki bedziemy oznaczac
nieindeksowanymi literami, na przyktad k, a ich sktadowe bedziemy indeksowali, na przyktad k;. Réwniez,
w celu uproszczenia oznaczen kostki (i wektory) bedziemy zapisywac¢ bez nawiaséw i przecinkéw. Na
przyktad (*, 1, *, 0, 1) zapiszemy jako *1*01.

Czesciowy porzadek  rozszerzamy na zbior {0, 1,*}™

k — k’ wtedy i tylko wtedy, gdy ki k’; dla kazdego i, 1 <i<n.
Na przyktad 01* < *1=*,

W zbiorze czesciowo uporzgdkowanym ({0, 1, *}, ), definiujemy typowe pojecie najmniejszego
gérnego ograniczenia LUB (Least Upper Bound), a mianowicie LUB{0} =0, LUB{1} = 1, a ponadto operacja
LUB dla kazdego niepustego podzbioru z {0,1,*} wynosi *. Operacje LUB rozszerzamy na zbiér {0, 1, *}" jako
najmniejsze gérne ograniczenie obliczane dla poszczegdlnych sktadowych odpowiednich kostek. Na
przyktad:

LUB{*001, 1101, 0101} = **01.

Na zbiorze {0, 1,*} okreslamy operacje binarng, U — sumowanie, dla ktorej zwigzek z najmniejszym

gérnym ograniczeniem jest nastepujacy:

k U k= LUB{k, k’}.

Mamy wtedy:

k < k’ wtedy i tylko wtedy, gdy k U k" = k’.



Operacja \U-sumowania jest idempotentna, przemienna i fagczna. Jej uogdlnienie dla kazdego

niepustego podzbioru S z {0, 1,*}", jest nastepujace:

LUBS = Uk

Na zbiorze {0, 1, *} definiujemy relacje zgodnosci ~, gdzie:
0~0,*~*1~1,0~*,1~* *%*~0,*~1,

ale pary (0,1) i (1,0) nie podlegaja relacji ~.

Zgodnosc jest zwrotna i symetryczna, to znaczy dla kazdej k, k” € {0, 1, *}, k ~k i k ~ k” implikuje k’
~k. Jednak nie jest to relacja przechodnia, gdyzO~*i*~1,ale0 * 1.
Nalezy zauwazy¢, ze:

k < k’ implikuje k ~ k’,

oraz

k ~ k” implikuje albo k < k” albo k’ C k.

Relacja zgodnosci ~ moze by¢ rozszerzona na obiekty ze zbioru {0, 1, *}":

k ~ k’ wtedy i tylko wtedy, gdy ki ~ ki dla kazdego i, 1 <i < n.

Na przyktad, 01** ~ *10%,

Najwieksze dolne ograniczenie GLB (Greatest Lower Bound) istnieje wytacznie dla pewnych
podzbioréw zbioru {0, 1, *}. Na przyktad GLB{0,1} nie istnieje, ale GLB{0,*} = 0. Wykorzystujac GLB,
definiujemy M-iloczyn w sposdb nastepujacy: k M k’ jest okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy k i k” s3

zgodne. Zatem w M-iloczynie wartosci pewnej przez niepewng, wartos¢ pewna przewaza. Ponadto,

k < k’ wtedy i tylko wtedy, gdy k " k" = k.



Jesli k, k;, oraz k” sg parami zgodne, to N-iloczyn (k N k’) N k” jest okreslony i wynosi k N (k' k”).
Zatem operacja M jest tgczna. Operacja M-iloczynu moze by¢ rozszerzona na dowolny zbiér C elementéw

parami zgodnych:

GLBCUk

Dalsze uogdlnienie M-iloczynu dotyczy kostek zgodnych. Na przyktad, Ol#* M *10%* = 010*, Z

kazdym k € {0,1,*}" kojarzymy zbidr bin k binarnych kostek (minterméw):
bink=1{b € {0,1}" |bck}.
Na przyktad, jesli k = 01**, wtedy bin k = {0100, 0101, 0110, 0111}.

Systemem zbiorow na zbiorze S nazywamy rodzine zbiorow ¢ = {Bi,...,Bk}, w ktorej podzbiory (tzw.

bloki) s3 maksymalne w tym sensie, ze inkluzja Bi — B; implikuje i = j. Na przyktad, jesli S = {1,2,3}, to ¢ =

{{1,2}, {2, 3}} jest systemem zbiordw na S. Zapis ten upraszczamy nastepujgco: o = {1,2; 2,3}. Zauwazmy,

ze systemy zbioréw nie sg zamkniete ze wzgledu na operacje iloczynu. Na przyktad o = {1,2;2,3} e 0 =

{1,2; 2,3} nie jest systemem zbioréw.

Jesli B = {Bi} jest dowolng rodzing zbioréw na S, to

maxB={BcS | B = B; dla pewnego i oraz B < B;implikuje B; = B}.

Warto zauwazy¢, ze operacja max odwzorowuje rodziny zbiorow w systemy zbioréw. lloczyn dwéch

systemow zbiorow G i ¢’ jest definiowany nastepujaco:

G - 6’ = max(cec’).

Na przyktad: {1,2;3,4,5}

{1.23;345}.{13415,23,4}={13;23;3,4; 5}

tatwo sprawdzi¢, ze iloczyn systemow zbiorow jest idempotentny, tgczny i przemienny. Kornczac

powyzsze rozwazania przypomnijmy, ze system zbiorow jest konsekwencjg dziatania relacji zgodnosci.



Majac na uwadze, ze relacja zgodnosci jest szczegdlnym przypadkiem relacji rownowaznosci
nietrudno stwierdzi¢, ze wynikiem dziatania relacji réwnowaznosci jest podziat zbioru na roztgczne
podzbiory.

Formalnie, podziatem = zbioru S nazywac bedziemy rodzine roztgcznych podzbiordow zbioru S,
ktorych suma réwna sie S.

Niech$=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, to

1 ={{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8, 9}},
T2 = {{1, 6}, {2, 3}, {4, 5}, {7, 8}, {9}}

sg podziatami zbioru S. Dla uproszczenia zapisow stosujemy zapis:

Dla podziatéw wprowadza sie relacje < oraz dziatanie iloczynu i sumy:

M, <M, & (vB; € I,)(3B; € 1,)(B; € B))

Najwiekszym i najmniejszym podziatem zbioru S sg odpowiednio:

na =(1,2,..,n)
no) =(1;2;...)

T2, ani miedzy 12 i Ts.

Podziat IT nazywamy iloczynem podziatow I1y i Il (IT = Ils1-I1p), jezeli IT jest najwiekszym
podziatem (tzn. podziatem majgcym najwieksze bloki) spetniajgcym warunki: IT < I'ly oraz I'T < I'l,. Podziat
ITy - IT; mozna wyznaczy¢ bardzo prosto wyznaczajgc wszystkie mozliwe iloczyny w sensie teorii mnogosci
kazdego bloku I3, z kazdym blokiem ITy; zbidr tak otrzymanych zbioréw jest poszukiwanym podziatem.

Sumg podziatow Il; + Il, nazywamy najmniejszy podziat, nie mniejszy od Il1 oraz od Il,.
Wyznaczenie I1; + I'1; jest nieco trudniejsze. Niech podziaty I'l; i IT, majg odpowiednio bloki B; i B;takie, ze

Bi N Bj # ¢. Tworzymy wtedy nowy blok Bj; = B; U B, i sprawdzamy, czy I1; i I, zawiera taki blok By, ze



Bk M Bjj # ¢. Jezeli tak, to tworzymy nowy blok Bx U Bj; itd. w wyniku takiego postepowania otrzymamy
stopniowo podziat Il + I5.

Dla wprowadzonych podziatéw mamy:

Wygodne w zastosowaniach jest réwniez pojecie ilorazu podziatéw (podziatu ilorazowego). Niech
IT; i I'l; s3 podziatami na S. Podziat I11|I1, jest podziatem ilorazowym I1; i Iy, jezeli jego elementy s3

blokami iloczynu 11112, a bloki sa blokami TT1. Na przyktad: dla S = {1,2,3,4,5,6}, I, = {1,2,5;3,4,6}, I, =

{1,2;3,6; 4,5} podziat ilorazowy bedzie:

M, |11, = {(1,2)(5); B,6)(4) }.



5 Zadania

ZADANIE 1.1
W zbiorze S=1{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} nastepujace pary sg zgodne: (1,3), (1,7), (2,5), (2,8), (3,4), (3,5),

(3,6), (4,5), (4,6), (5,7), (5,8), (6,7), (6,8). Obliczy¢ (sensowng metodg) wszystkie maksymalne klasy

zgodnosci.

ZADANIE 1.2
Dla grafu G = (V,E), w ktorym V' ={1,2,3,4,5,6,7,8}, £ = {(1,8), (2,4), (2,8), (3,7), (4,5)} obliczy¢

maksymalne kliki metoda: a) zbiordw niezaleznych, b) maksymalnych klas zgodnosci.

ZADANIE 1.3
Dla relacji R, w ktorej zbior par zgodnych jest E = {(B1,B2), (B1,B3), (B1,Bs), (B1,B7), (B2,B3), (B2,Bs),

(BZIBG)r (BZIB7)I (B3IB4)I (B3IBS)I (B3IBG)I (B4IBG)I (B4IB7)I (B4138)r (BSIBG)I (Bs,Bg), (BGIB7)I (BGIBg)} Ob“CZVé

maksymalne klasy zgodnosci.

ZADANIE 1.4
Dla podziatéw M, M5, M3 okreslonych na zbiorze {a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j, k}:

M, = (a,b,c;d, e;9,h, 1), k)
HZ = (a;b;C;g;h;d;e;f;'l;];k)
H3 = (a;b;C;f}E;g;h;l;];k)

nalezy wyznaczyc¢:
a) I1: + I1; oraz I1; o Iy,
b) I1;1 + Il5 oraz I1; e Is.
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