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1. Podstawowe pojecia i prawa obwodow elektrycznych

Teoria obwodow jest jedng z podstawowych dziedzin elektrotechniki obejmujgcg teoretyczng strong zjawisk
wystepujacych w obwodach elektrycznych, w szczegdlnosci metody obliczen rozptywu pradéw i rozktadu napige¢ obwodu
w stanie ustalonym i nieustalonym.

Wyklad pierwszy wprowadza podstawowe pojecia i prawa obwodow elektrycznych, w tym prad i napigcie,
elementy liniowe obwodu w postaci rezystora, cewki i kondensatora oraz zrodla sterowane i niezalezne. Najwazniejszym
prawem teorii obwodow jest prawo pradowe i napigciowe Kirchhoffa, podane tutaj w postaci ogodlnej. Z prawa
Kirchhoffa wynikaja reguty upraszczania obwodow, zdefiniowane dla potaczenia szeregowego, rownoleglego oraz

transfiguracji gwiazda-trojkat i trojkat-gwiazda.

1.1 Podstawowe pojecia obwodow

W elektrotechnice przyjmuje si¢, ze no$nikami elektrycznosci sg czastki elementarne: elektrony i protony wystepujace w
atomie. W przypadku przewodnikow elektrycznych najwazniejsza role odgrywaja elektrony swobodne, stanowigce trwate
no$niki ujemnego tadunku g, wyzwolone z przyciaggania jadra atomu oraz jony, stanowigce czasteczki naladowane

dodatnio lub ujemnie. Ladunek elektryczny elektronu, oznaczany jest litera e a jego warto$¢ e=1,602-10"°C.

Prad elektryczny jest uporzadkowanym ruchem tadunkoéw elektrycznych i jest utozsamiany w teorii obwodow z
nat¢zeniem pradu elektrycznego. W ogolnosci definiowany jest jako granica stosunku tadunku elektrycznego
przepltywajacego przez przekrdj poprzeczny elementu do rozpatrywanego czasu, gdy czas ten dazy do zera. Prad
elektryczny oznaczany bedzie literg i (duza lub matg). Jest wielko$cia skalarng a jej jednostka w uktadzie SI jest amper
(A). Prad mierzymy przyrzadem zwanym amperomierzem, wilaczanym szeregowo do galezi, ktorej prad chcemy
zmierzyC. Przyjmuje si¢, ze amperomierz ma impedancj¢ wewngtrzng roOwng zeru, a wigc nie wptywa na rozpltywy

pradéw w obwodzie.

Kazdemu punktowi w $rodowisku przewodzacym prad elektryczny mozna przyporzadkowac pewien potencjat mierzony
wzgledem okres$lonego punktu odniesienia. Roznica potencjatlow migdzy dwoma punktami tego Srodowiska nazywana
jest napieciem elektrycznym. Jednostka napigcia elektrycznego jest volt (V). Napigcie pomigdzy dwoma punktami
obwodu elektrycznego mierzy si¢ przyrzadem zwanym woltomierzem, wlgczanym réownolegle migdzy punkty, ktorych
roznicg potencjatéw chcemy mierzy¢. Przyjmuje sie przy tym, ze impedancja wewngtrzna woltomierza jest bliska

nieskonczonosci, a wigc woltomierz pomiarowy nie wptywa na rozktad napigc¢ i rozptyw pradow w obwodzie.

1.2 Podstawowe elementy obwodu elektrycznego

Za obwad elektryczny uwazac bedziemy takie potgczenie elementéw ze soba, Ze istnieje mozliwos¢ przeptywu pradu w
tym potgczeniu. Obwadd jest odwzorowywany poprzez schemat potagczen elementow, na ktérym zaznaczone sg symbole
graficzne elementéw oraz sposob ich potaczenia ze soba, tworzacy okreslong strukture.

W strukturze obwodu elektrycznego poza elementami wyrdézni¢ mozna galezie, wezly i oczka. Galaz obwodu jest
tworzona przez jeden lub kilka elementéw polgczonych ze sobg w okreslony sposoéb. Wezlem obwodu jest zacisk bedacy

koncowka galezi, do ktorego mozna dotaczy¢ nastepng gataz lub kilka galezi. Galaz obwodu tworza elementy
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ograniczone dwoma weztami. Oczko obwodu to zbior gatezi polaczonych ze soba, tworzacych droge zamknieta dla pradu
elektrycznego. Oczko ma t¢ wlasciwos¢, ze po usunieciu dowolnej gatezi ze zbioru pozostate galezie nie tworza drogi
zamknigtej. W obwodzie o zadanej strukturze istnieje $cisle okre$lona liczba wezldw, natomiast liczba oczek jest
wprawdzie skonczona ale blizej nieokreslona.

Element jest czeScig skladowag obwodu niepodzielng pod wzgledem funkcjonalnym bez utraty swych cech
charakterystycznych. Na elementy obwodu sktadajg si¢ zrodta energii elektrycznej oraz elementy akumulujgce energie
lub rozpraszajace ja. W kazdym elemencie moga zachodzi¢ dwa lub nawet wszystkie trzy wymienione tu procesy, choé
jeden z nich jest zwykle dominujacy. Element jest idealny jesli charakteryzuje go tylko jeden rodzaj procesu

energetycznego.

Elementy posiadajace zdolno$¢ akumulacji oraz rozpraszania energii tworza klas¢ elementow pasywnych. Nie
wytwarzajg one energii a jedynie jg przetwarzajg. Najwazniejsze z nich to rezystor, kondensator oraz cewka. Elementy
majace zdolno$¢ generacji energii nazywane sa zrodlami. Zaliczamy do nich niezalezne zroédlo napiecia i pradu oraz

zrodla sterowane.

Kazdy element obwodu moze by¢ opisany rownaniami algebraicznymi lub rézniczkowymi, wigzacymi prad i napigcie na
jego zaciskach. Element jest liniowy, jesli rownanie opisujace go jest liniowe. W przeciwnym wypadku element jest

nieliniowy.
1.2.1 Rezystor

Rezystor, zwany rowniez opornikiem nalezy do klasy elementow pasywnych rozpraszajgcych energie. W teorii obwodow
rezystor uwaza si¢ za element idealny i przypisuje mu tylko jedng ceche (parametr), zwang rezystancja lub oporem. W
dalszej czeSci rozwazaé bedziemy wylgcznie rezystor liniowy. Rezystancje (opornos¢) oznaczaé¢ bedziemy literg R a jej
odwrotno$¢ jest nazywana konduktancjg i oznaczana literg G, przy czym R = 1/G. Symbol graficzny rezystora liniowego

przedstawiony jest na rys. 1.1.
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Rys. 1.1. Symbol graficzny rezystora liniowego

Opis matematyczny rezystora wynika z prawa Ohma, zgodnie z ktorym

Rezystancja rezystora liniowego przyjmuje okre$long warto$¢ (najczesciej stata). Jednostka rezystancji jest om (Q2) a

konduktancji siemens (S).



W realizacji praktycznej opornik jest wykonywany czgsto z drutu metalowego o dtugosci /, polu przekroju poprzecznego
S'1 rezystancji wlasciwej p. Rezystancja takiego opornika jest wprost proporcjonalna do / i p a odwrotnie proporcjonalna
do S,stad R=pl/S.

1.2.2 Cewka

Cewka zwana roéwniez induktorem nalezy rowniez do klasy elementow pasywnych. Ma zdolno$¢ gromadzenia energii w
polu magnetycznym. Cewce idealnej przypisuje si¢ tylko jedng witasciwos¢, zwang indukcyjnoscig wlasng (w skrocie

indukcyjnosciag) L. W przypadku cewki liniowej indukcyjno$¢ definiuje si¢ w postaci stosunku strumienia ¥

skojarzonego z cewka do pradu ptynacego przez nig, to znaczy

L=-

v
— (1.2)
Iy

Strumien skojarzony ¥ cewki o z zwojach jest rowny sumie strumieni wszystkich zwojow cewki, to jest ¥ =z¢ (¢ -

strumien skojarzony z jednym zwojem cewki, z — liczba zwojow). Jednostka strumienia jest weber (Wb), przy czym
Wb=Vs, a indukcyjnosci henr (H), przy czym 1H = 1Qs. Napiecie cewki wyrazone jest jako pochodna strumienia

wzgledem czasu

u, = (1.3)

W przypadku cewki liniowej o indukcyjnosci L niezaleznej od czasu, dla ktorej strumien jest iloczynem pradu i

indukcyjnosci L, ¥ = Li, , relacja napigciowo-pradowa upraszcza si¢ do postaci
u, = L—~= (1.4)

Na rys. 1.2 przedstawiono symbol graficzny cewki liniowej o indukcyjnosci L.
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Rys. 1.2. Symbol graficzny cewki liniowej

Zauwazmy, ze przy statej warto$ci pradu cewki i statej wartosci indukcyjnosci L napigcie na niej jest rOwne zeru, gdyz
pochodna warto$ci statej wzgledem czasu jest rowna zeru. Stad cewka w stanie ustalonym obwodu przy pradzie statym

zachowuje si¢ jak zwarcie (napigcie migdzy koncowkami elementu rowne zeru).



1.2.3 Kondensator

Kondensator jest elementem pasywnym, w ktorym istnieje mozliwo$¢ gromadzenia energii w polu elektrycznym.
Kondensatorowi idealnemu przypisuje si¢ tylko jedng wilasciwos$¢ zwang pojemnoscia C. W przypadku kondensatora
liniowego pojemnos¢ C jest definiowana jako stosunek tadunku ¢ zgromadzonego w kondensatorze do napigcia migdzy

oktadzinami tego kondensatora
c=4 (1.5)

W ukladzie SI jednostka tadunku jest kulomb (C), przy czym kulomb = As, a pojemnosci farad (F), przy czym

1 F=1 C/V. Zalezno$¢ wiazaca napigcie 1 prad kondensatora dana jest w postaci rownania rozniczkowego

d
i.=C ZC (1.6)

Symbol graficzny kondensatora przedstawiony jest na rys. 1.3.

Rys. 1.3. Symbol graficzny kondensatora

Podobnie jak w przypadku cewki, jesli napigcie na zaciskach kondensatora jest state, jego prad jest rowny zeru (pochodna
wartos$ci statej wzgledem czasu jest zerem). Kondensator zachowuje si¢ wtedy jak przerwa (pomimo istnienia napigcia

prad nie ptynie).
1.2.4 Niezalezne zrédlo napiecia i pradu

Zrédlo niezalezne pradu badz napiecia, zwane w skrocie zrodtem pradu i zrodtem napiecia, jest elementem aktywnym,
generujacym energie elektryczng, powstajaca zwykle z zamiany innego rodzaju energii, na przyklad z energii
mechanicznej, stonecznej, jadrowej itp. W teorii obwodoéw rozwaza¢ bedziemy zrddla idealne nalezgce do klasy zrodet
napigciowych badz pradowych. Symbol idealnego niezaleznego zrodta napigcia przedstawiony jest na rys. 1.4a, natomiast

zrodla pradu na rys. 1.4.b.

a) b} u

- &

Rys. 1.4. Symbole graficzne niezaleznego zrodia a) napigcia, b) pradu

Niezalezne Zrdodta pradu i napigcia majg nastgpujace wiasciwosci.



e Napiecie na zaciskach idealnego zrodta napigcia nie zalezy od pradu przeptywajacego przez to zrédlo, a zatem
nie zalezy od jego obcigzenia.

e Przy staltym napicciu u panujgcym na zaciskach oraz pradzie i wynikajacym z obcigzenia, rezystancja

du

l

0.

wewnetrzna idealnego zrodta napigciowego, definiowana jest w postaci zaleznosci rozniczkowej R =

Stad idealne zrédlo napigcia charakteryzuje si¢ rezystancja wewnetrzna rowng zeru (zwarcie z punktu widzenia
rezystancyjnego).

e Prad idealnego zrodta pradu nie zalezy od obcigzenia tego zrodla, a wigc od napigcia panujacego na jego
zaciskach.

e Przy stalym pradzie ptyngcym przez idealne zrodto pradowe i dowolnym (blizej nieokreslonym) napieciu
panujacym na jego zaciskach rezystancja wewnetrzna idealnego zrodta pradowego jest rowna nieskonczonosci.

Stad idealne zrodto pradowe z punktu widzenia rezystancyjnego reprezentuje sobg przerwe.

Rys. 1.5 przedstawia charakterystyki pragdowo-napigciowe obu rodzajoéw idealnych zrodet niezaleznych: napigcia (rys.

1.5a) i pradu (rys. 1.5b).
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Rys. 1.5. Charakterystyki pradowo-napigciowe idealnych zrodet niesterowanych:

a) zrodto napigcia, b) zrodto pradu

Dla zZrodla napigciowego charakterystyka jest rownolegla do osi pradowej (warto$¢ napigcia u stata), a dla zrodla
pradowego rownolegla do osi napigciowej (warto$¢ pradu i stata). Tak podane charakterystyki odnosza si¢ do zrodet
stalych. W przypadku zrédetl sinusoidalnych idealno$¢ jest rozumiana jako stato$¢ parametréw zrodta (amplituda, faza

poczatkowa oraz czestotliwos¢ niezalezne od obcigzenia).

Przyktadami Zrodta napiecia statego jest akumulator, zrodla napigcia zmiennego - generator synchroniczny, zrodia

pradowego - elektroniczny zasilacz pradowy o stabilizowanym, niezaleznym od obcigzenia pradzie.
1.2.5 Zrédla sterowane

W odréznieniu od Zrédet niezaleznych, ktorych prad Iub napigcie (badz parametry charakteryzujgce je, np. amplituda i
czestotliwos¢) byly state, ustalone na etapie wytworzenia, wielkosci te dla zrédel sterowanych z definicji zaleza od

wielkosci sterujacych, ktorymi mogg by¢ prad lub napiecie dowolnego innego elementu w obwodzie.



e Zrodlo sterowane jest wigc elementem czterozaciskowym i charakteryzuje sie tym, ze napigcie lub prad na jego
zaciskach wyjsciowych sa proporcjonalne do napigcia lub pradu zwigzanego z druga parg zaciskow sterujacych.
Wyrézni¢ mozna cztery rodzaje zrddel sterowanych: zrodto napigcia sterowane napigciem, zroédto napigcia

sterowane pradem, zrodlo pradu sterowane napigciem i zrédto pradu sterowane pradem.

Roéwnania zrodet sterowanych
e 7rodlo napigcia sterowane napigciem
U, = au,
e 7rodlo napigcia sterowane pragdem
U, =ri
e 7rodto pradu sterowane napigciem
L, = 8u,
e 7rodlo pradu sterowane pragdem
i, = bi,
W réwnaniach tych wielko$ci oznaczone wskaznikiem 2 oznaczajg wielkosci wyjsciowe, a wskaznikiem 1 — wielkosci
sterujace.

Schematy graficzne wszystkich wymienionych tu rodzajow zrodet sterowanych pradu i napigcia przedstawione sg na rys.

1.6.
b)

a)
U1‘ @ uz = au; i1 Us = iy
c)

U @ 2 = guy 4 Iz = biy

Rys. 1.6. Schematy graficzne zrodel sterowanych

Wielkosci 7, g oraz a i b stanowig wspoOtczynniki proporcjonalno$ci miedzy wielko$cig sterujgca i sterowang tych zrodet.
Przyjmuja one najczgsciej wartosci rzeczywiste, cho¢ w rdéznego rodzaju modelach moga by¢ réwniez opisane funkcja
zespolong. Nalezy nadmieni¢, ze zrodla sterowane stanowig bardzo popularne modele wielu elementow elektrycznych i
elektronicznych, takich jak transformatory idealne, maszyny elektryczne, tranzystory bipolarne i polowe, wzmacniacze

operacyjne napigciowe i pragdowe, itp.



1.3 Prawa Kirchhoffa

Pod pojeciem analizy obwodu elektrycznego rozumie si¢ proces okre§lania rozptywu pragdow i rozktadu napieé w
obwodzie przy zalozeniu, ze znana jest struktura obwodu oraz wartosci wszystkich jego elementéw. Podstawe analizy
obwodow elektrycznych stanowig prawa Kirchhoffa, podane przez niemieckiego fizyka Gustawa Kirchhoffa w
dziewigtnastym wieku. Wyrdznia si¢ dwa prawa okreSlajace rozptyw praddéw i rozktad napie¢ w obwodzie. Pierwsze
prawo Kirchhoffa kojarzy si¢ zwykle z bilansem pradow w wezle obwodu elektrycznego a drugie z bilansem napie¢ w

oczku.
1.3.1. Prawo pradowe

Suma pradow w kazdym wezle obwodu elektrycznego jest rowna zeru

>i, =0 (1.7)
k

Sumowanie dotyczy wszystkich pradow, ktore doptywaja lub odptywaja z danego oczka, przy czym wszystkie prady
wplywajace do wezla brane sa z jednakowym znakiem a wszystkie prady wyptywajace z wezta ze znakiem przeciwnym
(nie jest istotne czy znak plus dotyczy pradow wplywajacych czy wyptywajacych). Sposob tworzenia réwnania

pradowego Kirchhoffa zilustrujemy dla jednego wezta obwodu przedstawionego na rys. 1.7.

\\\41
¥ i5s

; . T

Iz P et

- . :
T
I3 G
7 5

Rys. 1.7. Przyktad wezta obwodu elektrycznego

Prawo Kirchhoffa dla tego wezta z uwzglgdnieniem kierunkow pradow w wezle zapiszemy w postaci

i +i,+iy—i, —is=0

Mozna je rowniez zapisac jako bilans pradow doptywajacych i odptywajacych od wezta w postaci

i +i, +iy =i, +i

Dla kazdego obwodu mozna napisa¢ doktadnie n-/ niezaleznych rownan pragdowych, gdzie n oznacza catkowitg liczbg

weztow a (n-1) liczb¢ wezléw niezaleznych. Bilans pradow w pozostatym n-tym wezle obwodu wynika z réwnan
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pradowych napisanych dla n-1 weztow (jest to wezet zalezny zwany wezlem odniesienia). Wybdr wezla odniesienia jest

catkowicie dowolny.

1.3.2. Prawo napieciowe

Suma napi¢¢ w kazdym oczku obwodu elektrycznego jest rOwna zeru

Du, =0 (1.8)
k

Sumowanie dotyczy napig¢ gateziowych wystepujacych w danym oczku zorientowanych wzgledem dowolnie przyjgtego
kierunku odniesienia. Napigcie gateziowe zgodne z tym kierunkiem jest brane z plusem a przeciwne z minusem. Sposob
pisania rownan wynikajacych z prawa napigciowego Kirchhoffa pokazemy na przyktadzie oczka obwodu

przedstawionego na rys. 1.8.

Rys. 1.8. Przyktad oczka obwodu z oznaczeniami napi¢é galeziowych

Uwzgledniajac kierunki napie¢ gateziowych rownanie napigciowe Kirchhoffa dla tego oczka przyjmie postac

u, +u, +u;—u, —e=0

Mozna je rowniez zapisac jako bilans napi¢¢ zrodtowych i odbiornikowych w postaci

e=u, +u, +u; —u,

Dla kazdego obwodu mozna napisa¢ tyle rownan oczkowych ile oczek wyodrgbnimy w tym obwodzie, przy czym czg¢sé

rownan oczkowych bedzie rownaniami zaleznymi (wynikajagcymi z liniowej kombinacji innych réwnan). Minimalna

liczba rownan oczkowych branych pod uwagg w analizie jest wigc rowna liczbie oczek niezaleznych.
Przyklad 1.1

Napiszemy rownania Kirchhoffa dla obwodu z rys. 1.9.
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Rys. 1.9. Schemat obwodu poddanego analizie w przyktadzie 1.1

Rozwigzanie
Zgodnie z prawami Kirchhoffa rownania obwodu przyjma nastepujaca postac.
e Rownania pradowe:

iy =i —ic=0

Iy —lg —Ig, =0

e Rownania napigciowe:
Ue —Up —Up =0

Up, —Up, —€=0

Przedstawiony tu uklad réwnan uzupeiniony o rownania elementow jest wystarczajacy do uzyskania wszystkich
wielko$ci pradowych badz napigciowych w obwodzie. Po takim uzupehieniu uzyskuje si¢ petny opis obwodu a jego

rozwigzanie pozwala wyznaczy¢ petny rozpltyw pradow i rozktad napi¢¢ w obwodzie.

Szczegoblnie proste zaleznosci otrzymuje si¢ dla obwodu rezystancyjnego, zawierajacego oprocz zrodel wymuszajacych
jedynie rezystory oraz (ewentualnie) zrddla sterowane o rzeczywistych wspotczynnikach sterowania. Dla takich
obwodow réwnania elementow rezystancyjnych sa dane w postaci zalezno$ci algebraicznych, ktore wstawione do rownan
Kirchhoffa pozwalajg utworzy¢ uktad rownan algebraicznych o liczbie zmiennych réwnych liczbie rownan. Sposob

tworzenia takiego uktadu rownan pokazemy na przyktadzie obwodu z rys. 1.10.
Przyklad 1.2

Nalezy okresli¢ rozptyw pradéw i rozktad napig¢ w obwodzie rezystancyjnym o strukturze przedstawionej na rys. 1.10.

Wartosci elementdw sg nastepujace: R = 1Q, R,=2Q, R3=3Q, R4=4Q, e =10V, i.; = 2A, i»= 5A.

ia R4
—

-
URg4

Gy D |
L —2)

i1 Uro Vi3

YIS W'

Iz1

- L
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Rys. 1.10. Struktura obwodu poddanego analizie w przyktadzie 1.2

Rozwigzanie
Z réwnan Kirchhoffa otrzymuje si¢

i,—1, -1, -1, =0

i, +i, +i,—i;=0

Up —Up, +€—Up; =0

Upy =€~y =0
Rownania elementow rezystancyjnych: u, =Ri,, Uy, = R,i,, Up; = RiI;, Uy, = R,i, tworza wspdlnie z réwnaniami

Kirchhoffa nastepujacy uktad rownan algebraicznych:

L+, t1, =1,

Ly =l Ty ==,
R, —R,i, —Rji; =—e
R,i,—Rji, =e

Po wstawieniu danych liczbowych do powyzszych rOwnan otrzymuje sig:

i +i,+i, =2

i, =iy +i,=-5

i, —2i, -3, =-10

2i, —4i, =10
W wyniku rozwigzania tego uktadu rownan otrzymuje sig: i1 = 3,187A, i»= 0,875A, i3=3,812A oraz is=-2,062A. Latwo
sprawdzi¢ przez podstawienie obliczonych warto$ci do uktadu rownan, ze bilans pradow w kazdym wezle oraz bilans

napi¢¢ w kazdym oczku obwodu jest zerowy.

1.4 Przeksztalcenia obwodow

W analizie obwoddéw elektrycznych wazng role odgrywa upraszczanie struktury obwodu, polegajace na zastgpowaniu
wielu elementdw potaczonych szeregowo lub réwnolegle poprzez jeden element zastepczy. Umozliwia to zmniejszenie
liczby rownan w opisie obwodu 1 uproszczenie etapu rozwigzania tych rownan. Wyr6zni¢ mozna cztery podstawowe
rodzaje polaczen elementow, do ktorych stosuje si¢ przeksztatcenie. Sg to:

e polaczenie szeregowe

e potlaczenie rownolegle

e polaczenie gwiazdowe

e polgczenie trojkatne.
1.4.1 Polaczenie szeregowe elementow

W polaczeniu szeregowym elementow koniec jednego elementu jest bezposrednio potagczony z poczatkiem nastepnego.

Rys. 1.11 przedstawia schemat ogélny potaczenia szeregowego rezystorow.
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Rys. 1.11. Potaczenie szeregowe elementow

Prad kazdego elementu obwodu jest jednakowy i rowny i, natomiast napigcie na zaciskach zewnetrznych obwodu jest
rowne sumie napi¢¢ poszczegolnych elementéw tworzacych polgczenie. Napigciowe rownanie Kirchhoffa dla obwodu z

rys. 1.11 przyjmuje wigc postac

u={R +R,+..+R))i (1.9)

Przy oznaczeniu sumy rezystancji przez R

R=R +R,+..+R, (1.10)

otrzymuje si¢ uproszczenie N rezystorow potaczonych szeregowo do jednego rezystora zastgpczego o rezystancji R
opisanej wzorem (1.10). Rezystancja zastepcza (wypadkowa) polaczenia szeregowego rezystorow jest rowna sumie

rezystancji poszczegélnych elementéw tworzacych to polaczenie.
1.4.2 Polaczenie rownolegle elementow

W potaczeniu rownoleglym poczatki wszystkich elementow, podobnie jak rowniez ich konce sg ze sobg bezposrednio

potaczone, jak to pokazano dla elementow rezystancyjnych na rys. 1.12.

s

iy i i

G, G Gn

Rys. 1.12. Polaczenie rownolegle elementow

Z potaczenia tego wynika, ze napigcie na wszystkich elementach jest jednakowe a prad wypadkowy i jest rOwny sumie

pradow wszystkich elementéw obwodu. Pradowe prawo Kirchhoffa dla obwodu z rys. 1.12 mozna wigc zapisa¢ w postaci
i=(G+G,+...+Gyu (1.11)

przy czym G; (i = 1, 2, ..., N) stanowia konduktancje rezystorow, Gi=1/R;. Przy oznaczeniu sumy konduktancji przez G,

gdzie

G=G +G,+..+ Gy (1.12)
13



otrzymuje si¢ uproszczenie N rezystorow potaczonych rownolegle do jednego rezystora zastepczego o konduktancji G
opisanej wzorem (1.12). W polaczeniu réwnoleglym rezystorow konduktancja zastepcza (wypadkowa) jest rowna
sumie konduktancji poszczegolnych rezystorow tworzacych to polaczenie. Rezystancje¢ zastgpcza dla N rownolegle

potaczonych rezystorow obliczy¢ mozna jako odwrotnos¢ konduktancji zastepczej G, R=1/G.

Szczegodlnie prosty jest wzor na rezystancje zastepcza dla 2 rezystordw potaczonych réwnolegle. W tym przypadku

G =G, + G, . Uwzgledniajac, ze G =1/ R po prostych przeksztatceniach otrzymuje si¢

RR,
R +R,
Nalezy jednak podkresli¢, ze przy trzech (i wigcej) elementach potgczonych rownolegle wygodniejsze jest operowanie na
konduktancjach a przejscie na rezystancje zastgpcza wykonuje si¢ w ostatnim kroku po ustaleniu warto$ci sumy

konduktancji.
1.4.3 Transfiguracja gwiazda-trojkat i tréojkat-gwiazda

Operowanie uproszczonym schematem wynikajacym z potaczenia szeregowego i1 rownoleglego elementow jest
najwygodniejszym sposobem redukcji obwodu. W przypadku gdy nie ma elementéw potaczonych szeregowo lub
rownolegle mozliwe jest dalsze uproszczenie obwodu przez zastosowanie przeksztalcenia gwiazda-trojkag lub trojkat-

gwiazda. Przyjete oznaczenia elementdw rezystancyjnych trojkata i gwiazdy sg przedstawione na rys. 1.13.

a) 1 b)
] :
/NS
_’,-’; \.\'\\ R3 N R2
- 5 o 0
3 Ras 5 3 2

Rys. 1.13. Polaczenie a) trojkatne i b) gwiazdowe elementow
Transfiguracja trojkata na gwiazde lub gwiazdy na trojkat polega na przyporzadkowaniu danej konfiguracji elementow
konfiguracji zastepczej, rownowaznej jej z punktu widzenia zaciskow zewnetrznych (te same prady przy tych samych
napi¢ciach migdzyzaciskowych). Dla uzyskania niezmienionych pradéw zewngtrznych obwodu gwiazdy i trdjkata
rezystancje mi¢dzy parami tych samych zaciskow gwiazdy i trojkata powinny by¢ takie same. Zostalo udowodnione, ze
warunki powyzsze sg automatycznie spetnione, jesli przy zamianie gwiazdy na trdjkat spetnione sa nastgpujace warunki

na rezystancje

R,R
R, =R, +R2+% (1.13)
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R, R,

R,=R,+R;,+ (1.14)
1
R.R
R, =R, +R +—-1 (1.15)
RZ
Podobnie przy zamianie trojkata na gwiazde rezystancje gwiazdy musza spetnia¢ warunki
R,R
= 127131 (1.16)
R12 + R23 + R3l
R,.R
, = L (1.17)
RIZ + R23 + R31
R, R

R, =
R, + Ry + R,

Przeksztalcenia rownowazne obwodu wykorzystujace reguty polgczenia szeregowego, rownolegltego oraz przeksztatcenia
gwiazda-trojkat 1 trojkat-gwiazda umozliwiajg dalsza redukcje tego obwodu i po wykonaniu odpowiedniej liczby
przeksztatcen pozwalajg zawsze na sprowadzenie go do pojedynczego elementu zastgpczego.

Przyklad 1.3

Okresli¢  rezystancje  zastgpczg obwodu  przedstawionego na rys. 1.14, widziang z  zaciskow

1-2. Wartosci rezystancji sg nastgpujace: R, =2Q, R, =4Q, R, =3Q, R, =2Q, R, =4Q, R, =5Q, R, =5Q

oraz R, =10Q0.
Re
l I — o (1)
R-] R2
Rs
[Jme
Ry Rs
R'.-.'e
[ -
{:} *—0 '-'\2_;'
Rys. 1.14. Struktura obwodu do przyktadu 1.3
Rozwigzanie

Z punktu widzenia zaciskow wejsciowych 1-2 w obwodzie nie mozna wyrozni¢ zadnego polgczenia szeregowego czy
rownoleglego elementéw upraszczajacych obwod. Dla uproszczenia struktury tego obwodu konieczne jest wigc
zastosowanie przeksztalcenia gwiazda-trojkat lub trojkat-gwiazda w stosunku do rezystorow polozonych najdalej od
wezlow wejsciowych (w wyniku przeksztatcenia nie mogg ulec likwidacji wezly wejSciowe obwodu). Zamieniajac

gwiazde zlozong z rezystorow R», R3, 1 Rs na rtOwnowazny jej trojkat otrzymuje si¢
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R, =3+4+¥=10

R :3+4+¥:10

R, =4+4+%=13,33

Schemat obwodu po tym przeksztalceniu przedstawiony jest na rys. 1.15a.

Re Rg Re (i
e Ty
[ e — 1 °
R, R. D

T e Roe e
[ F—+—a f . @ {1 . @

a) { b) c)

Rys. 1.15. Schemat obwodu z rys. 1.14 po przeksztalceniu gwiazda-trojkat

W obwodzie tym mozna juz wyrdzni¢ polaczenia rownolegle elementéw R; i Ry3 oraz R4 1 Rss. Wykorzystujac regule

upraszczania elementéw potgczonych rownolegle otrzymuje si¢ (rys. 1.15b)

R -R
» =—1 "5 —1667
R +R,,
R,-R
22:—4 3 —1,667
R, + Ry

Rezystory R,1 1 R,» sa polaczone szeregowo. Ich rezystancja zastepcza jest rowna
Ri=Ra+Rp= 3,333
Jest ona potaczona rownolegle z rezystorem R»s. Stad rezystancja zastgpcza tego polgczenia wynosi (rys. 1.15¢)

_3,333-13,33

=——=2,667
3,333+13,33

z4

Rezystory Re, R.4 1 R7s3 polaczone szeregowo. Ich rezystancja zastgpcza wynosi wiec

R,s=R¢+ R4+ R7= 12,667
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Rezystancja ta jest z kolei potagczona rownolegle z rezystancja Rs tworzac wypadkowa rezystancje obwodu widziang z

zaciskow zewnetrznych. Stad catkowita rezystancja zastgpcza obwodu wyraza si¢ wzorem

R_.R, B 12,667 -10

e = = = 5,5880
R, +R, 12,667+10

Nalezy zaznaczy¢, ze przeksztalcenia gwiazda-trojkat i trojkat-gwiazda sg bardziej ztozone obliczeniowo w stosunku do
reguly upraszczania potaczenia szeregowego i rownoleglego. Stosuje si¢ je tylko wtedy, gdy w obwodzie nie da si¢

wyr6zni¢ zadnych potaczen szeregowych i rownoleghych.

1.5 Cwiczenia

Cwiczenie 1.1

Stosujac prawa Kirchhoffa wyznaczy¢ prady w obwodzie przedstawionym na rysunku 1.16, jesli R;=1Q), R,=5Q,
Rs=10Q, Rs=4Q), a wartosci zrodet sg nastepujace: e=10V, i=5A.

e@ Yis  Ung i
L;FHJ'DR1 RETD ; @ = H *

»

Rys. 1.16. Schemat obwodu do ¢wiczenia 1.1

Rozwigzanie
Korzystajac z praw Kirchhoffa otrzymuje si¢ uktad réwnan opisujacych obwod w postaci
i, —i,—1;,=0
—iy+i, =1
Ri, +R,i, =e
Ryi, —R;i; —R,i, =0

Po wstawieniu wartosci liczbowych parametrow i rozwigzaniu uktadu rownan otrzymuje si¢: i1=1,011A, i»=1,798A, is=-

0,787A oraz is—=4,214A.

Cwiczenie 1.2

Wyznaczy¢ rezystancj¢ wypadkowa obwodu przedstawionego na rys. 1.17
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5Q

SQI:

Rys. 1.17. Schemat obwodu do ¢wiczenia 1.2

Rozwigzanie

Po likwidacji potaczenia szeregowego rezystorow (1Q 1 5Q oraz 2Q 1 8Q ) nalezy zastosowac transformacje trojkat-
gwiazda lub gwiazda-trojkat w odniesieniu do wybranych trzech rezystorow obwodu, a nastgpnie wykorzystaé
uproszczenia wynikajace z powstatych potaczen szeregowych i réwnoleglych w obwodzie. Po wykonaniu tych dziatan

otrzymuje si¢ Ry. = 3,18Q.

Cwiczenie 1.3

Wyznaczy¢ admitancje wejSciowa obwodu przedstawionego na rys. 1.18, dla parametrow R;=10Q, R,=5Q.

R,

|52=4|2

Rys. 1.18. Schemat obwodu do ¢wiczenia 1.3

Rozwigzanie
Admitancj¢ wejSciowag obwodu wyznacza si¢ z definicji, to jest
1

we

Ywe
U
W tym celu korzystajac z praw Kirchhoffa nalezy sformutowaé réwnania weztowe 1 oczkowe
1,,=21+1
I, +41, =1,
U, =RI +R,]I,
Po wyeliminowaniu z rownan wartosci /i i /> otrzymujemy rownanie zawierajace tylko wielkosci wejsciowe pradu i
napiecia
_RI,, RJI,
SR

Po podzieleniu stronami przez prad wejsciowy i odwroceniu otrzymujemy wynik

18
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we

Y, = L =0.36S
U

we

1.6 Zadania sprawdzajace

Zadanie 1.1
Wyznaczy¢ impedancj¢ wejsciowa obwodu przedstawionego na rys. 1.19, dla parametrow R;=5Q, R,=10Q 1 R;=30Q.

(o

Rys. 1.19. Schemat obwodu do zadania 1.1

Rozwigzanie

Z, =140

Zadanie 1.2
Wyznaczy¢ admitancj¢ wejSciowa obwodu przedstawionego na rys. 1.20, dla parametrow R;=5Q, R,=2Q.

lwe /\US=5Uwe
] BRYaR

Uwe R1 @ R2

ls=614

o - @

Rys. 1.20. Schemat obwodu do zadania 1.2

Rozwigzanie

Y, =-14.8S

Zadanie 1.3
Wyznaczy¢ impedancj¢ wejsciowa obwodu przedstawionego na rys. 1.21, dla parametrow R;=20Q, R»=30C2.

19



Rys. 1.21. Schemat obwodu do zadania 1.3

Rozwigzanie

Z, =10Q

Zadanie 1.4

Wyznaczy¢ impedancje wejsciowa obwodu przedstawionego na rys. 1.22, dla parametrow R;=10Q, R,=5Q, R;=7Q,
R~6Q, Rs=2Q), R~=1Q.

R
—
R2 Rs
R4
Rs Re
o o

Rys. 1.22. Schemat obwodu do zadania 1.4
Rozwigzanie

Rye=1.9Q

Zadanie 1.5

Wyznaczy¢ impedancje wejsciowa obwodu przedstawionego na rys. 1.23, dla parametrow R;=10Q, R,=5Q, R;=5Q,
R~10Q, Rs=5Q).

R;

Ro
R
R3 |:] °

R4

Rys. 1.23. Schemat obwodu do zadania 1.5
Rozwigzanie

Rye=7Q
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2. Analiza obwodow w stanie ustalonym przy wymuszeniu sinusoidalnym

Sposréd wielu roznych rodzajow wymuszen stosowanych w obwodach elektrycznych, do najwazniejszych nalezy
wymuszenie sinusoidalne, ze wzgledu na to, ze w praktyce codziennej mamy do czynienia z napigciem i pradem
sinusoidalnym generowanym w elektrowniach. Analiza obwodoéw RLC przy wymuszeniu sinusoidalnym nastrgcza pewne
problemy zwigzane z konieczno$cig rozwigzania ukladu réwnan rozniczkowych, wynikajacych z opisu ogoélnego
kondensatorow i1 cewek. Szczegbdlnie wazny w praktyce inzynierskiej jest stan ustalony obwodu. W stanie ustalonym
odpowiedzi obwodu liniowego przyjmujg taka samg forme jak wymuszenia. Przy sinusoidalnym wymuszeniu odpowiedz
jest rowniez sinusoidalna o tej samej czestotliwosci co wymuszenie cho¢ o innej amplitudzie i fazie poczatkowej. Analiza
obwodoéw przy wymuszeniu sinusoidalnym stanowi powazne wyzwanie obliczeniowe, ktore moze by¢ stosunkowo tatwo
rozwigzane przy zastosowaniu rachunku symbolicznego liczb zespolonych.

W tym wyktadzie poznamy metod¢ symboliczng analizy obwodow RLC w stanie ustalonym przy wymuszeniu
sinusoidalnym. Dzi¢ki tej metodzie uktad rownan rézniczkowo-catkowych opisujacych obwod RLC zostaje sprowadzony
do uktadu réwnan algebraicznych typu zespolonego. Wprowadzone zostanie pojecie wartosci skutecznej zespolone;j,
impedancji i admitancji zespolonej oraz prawa Kirchhoffa dla wartosci skutecznych zespolonych. Prawo pradowe i
napieciowe Kirchhoffa dla obwodéw RLC w metodzie symbolicznej stosuje si¢ identycznie jak dla obwodow
rezystancyjnych pradu statego reprezentujac elementy RLC poprzez impedancje zespolone. W rezultacie otrzymuje si¢
wartosci zespolone odpowiedzi, ktorym mozna przyporzadkowaé warto$ci chwilowe zgodnie z metoda symboliczna.
Waznym elementem analizy sg wykresy wektorowe przedstawiajace na plaszczyznie zespolonej relacje migdzy
warto$ciami skutecznymi zespolonymi pradoéw i napi¢é gateziowych w obwodzie.

W koncowej czesci wyktadu przedstawimy zjawiska w obwodzie RLC zwigzane z rezonansem. Zjawiskiem

rezonansu nazywamy taki stan obwodu RLC, w ktérym pomimo istnienia w obwodzie elementow reaktancyjnych prad i
napigcie sg ze soba w fazie. W stanie rezonansu przesuni¢cie fazowe pradu i napigcia jest wigc zerowe, co oznacza, ze kat
fazowy impedancji lub admitancji zespolonej obwodu jest takze rowny zeru. Obwod nie pobiera zadnej mocy biernej a
scisle méwiac nastepuje zjawisko kompensacji tej mocy w obwodzie.
Rezonans wystapi¢c moze w dowolnej konfiguracji elementéw RLC, tym nie mniej bada si¢ szczegdlne potaczenia
elementow prowadzace do tego zjawiska. Rezonans wystepujacy w obwodzie, w ktorym elementy R, L, C sa polaczone
szeregowo nazywamy rezonansem napie¢ lub rezonansem szeregowym. W przypadku, gdy rezonans dotyczy obwodu
rownolegtego R, L, C taki rezonans nazywamy rezonansem pradow lub rezonansem réwnolegtym.

2.1. Parametry sygnalu sinusoidalnego

Sygnaty sinusoidalne zwane réwniez harmonicznymi sg opisane w dziedzinie czasu nastgpujagcym wzorem (w opisie

przyjeto oznaczenie sygnatu napigciowego)
u(t)=U, sin(wt +y) (2.1)

Wielkosci wystepujace w opisie majg nastepujgce nazwy i oznaczenia:

u(?) - warto$¢ chwilowa napigcia
Un - warto$¢ maksymalna (szczytowa) napi¢cia zwana rowniez amplituda
74 - faza poczatkowa napigcia odpowiadajaca chwili =0

ot +y - Kat fazowy napigcia w chwili ¢
~=ur - czestotliwo$¢ mierzona w hercach (Hz)
T - okres przebiegu sinusoidalnego (mierzony w sekundach)

@ =2nf - pulsacja mierzona w radianach na sekundg.
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W dalszych rozwazaniach wartosci chwilowe sygnatéw oznaczaé¢ bedziemy matg literg a warto$ci maksymalne, skuteczne

1 wielkos$ci operatorowe duza.

u(t)

Rys. 2.1. Sygnat sinusoidalny

Rys. 2.1 przedstawia przebieg sygnatu sinusoidalnego napigcia u(f) z oznaczeniami poszczegolnych jego parametrow. O$
odcigtych ma podwojne oznaczenie: czasu t oraz fazy (aktualny kat fazowy (wt+ y)).
Przebiegi zmienne w czasie dobrze charakteryzuje wartosé skuteczna. Dla przebiegu okresowego f(f) o okresie 7 jest ona

definiowana w postaci

2.2)

Latwo udowodni¢, ze wartos¢ skuteczna przebiegu okresowego nie zalezy od wybory fazy poczatkowej. W przypadku

przebiegu sinusoidalnego napigcia u(f) =U,, sin(wt+ ) jest rowna

_Ys 2.3)

V2

a w przypadku pradu sinusoidalnego i(f) =1, sin(aot+ v)

I= 2.4)

Lw
V2

Dla sygnatu sinusoidalnego warto$¢ skuteczna jest wigc \/5 razy mniejsza niz jego warto$¢ maksymalna. Nalezy
zauwazyC, ze napiecie state u(z)=U jest szczegdlnym przypadkiem sygnatu sinusoidalnego, dla ktorego czgstotliwos¢ jest
rowna zeru (f=0) a wartos¢ chwilowa jest stata i rowna u(?)=U,, sin(y )=U. Jest to wazna wlasciwosc¢, gdyz dzigki temu
metody analizy obwodoéw o wymuszeniu sinusoidalnym mogg mie¢ zastosowanie rowniez do wymuszen stalych przy

zatozeniu f=0. Dla sygnatu statego wartos¢ maksymalna i skuteczna sg sobie rowne i rownaja si¢ danej wartosci statej.
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Nalezy zauwazy¢, ze w elektrotechnice uzywa si¢ roOwniez pojecia warto$ci $redniej sygnatlu, definiowanej jako

t+T
usredniona warto$¢ sygnalu za okres lub pdt okresu funkcji okresowej, definiowana w postaci T I f(t)dt. Wartos¢

)
srednia calookresowa dla sygnatu sinusoidalnego jest rowna zeru. Warto$¢ srednia pétokresowa jest rozna od zera i rowna

0,637Um.

2.2. Metoda symboliczna analizy obwodow RLC przy zastosowaniu liczb zespolonych

Analiza obwodow zawierajgcych elementy RLC przy wymuszeniu sinusoidalnym napotyka na pewne trudno$ci zwigzane
z wystgpieniem w opisie cewki i kondensatora roéwnan rézniczkowych. Trudnosci te tatwo jest pokona¢ w stanie
ustalonym. Stanem ustalonym obwodu nazywa¢ bedziemy taki stan, w ktérym charakter odpowiedzi jest identyczny jak
charakter wymuszenia, to znaczy odpowiedzig na wymuszenie sinusoidalne jest odpowiedz rowniez sinusoidalna o tej
samej czestotliwosci cho¢ o réznej amplitudzie i fazie poczatkowej. Dla stanu ustalonego obwodu wprowadzona zostanie
metoda liczb zespolonych, zwana réwniez metoda symboliczng, sprowadzajaca wszystkie operacje roézniczkowe i
catkowe do dziatan algebraicznych na liczbach zespolonych.

Dla wprowadzenia tej metody przyjmijmy, ze rozwazany jest obwod szeregowy RLC (rys. 2.2) zasilany ze zrodia

napigcia sinusoidalnego u(t) = U, sin(at + ).

i) R L c
CEPU o N o o ) W H
u(t) T qUF'. -UL -Uc.

O

Rys. 2.2. Potaczenie szeregowe elementow RLC

Z prawa napigciowego Kirchhoffa wynika nastepujgcy zwigzek miedzy napigciami elementéw tego obwodu

u(t) =u, +u, +u, (2.5)

Biorac pod uwagg podstawowe zaleznosci definicyjne dla rezystora, cewki i kondensatora

u, = Ri,
ue =1/C|idt
w =%
T

otrzymuje si¢
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U, sin(or +y) = Ri+L j idt + L9 (2.6)
C dt

Jest to rownanie rozniczkowo-catkowe opisujace zaleznosci miedzy wartoSciami chwilowymi pradu i napigcia

wymuszajgcego w obwodzie. Pelne rozwigzanie tego rOwnania sprowadza si¢ do wyznaczenia dwu sktadowych pradu,

stanowigcych odpowiedz obwodu w stanie ustalonym i stanie przejsciowym:

1. skladowej ustalonej, ktorej charakter zmian w czasie jest taki sam jak sygnatu wymuszajacego (przy sinusoidalnym
wymuszeniu odpowiedz rowniez sinusoidalna o tej samej czgstotliwosci); jest to stan ktory zostanie osiagnigty przez
obwod po czasie teoretycznie nieskonczenie dugim.

2. skladowej przejsciowej odpowiadajacej rdéznicy miedzy rozwigzaniem rzeczywistym réwnania rdézniczkowego a

sktadowg ustalona.

W praktyce skladowa przejSciowa zanika zwykle szybko w czasie i pozostaje jedynie sktadowa ustalona. Stan po
zaniknieciu skladowej przejSciowej nazywamy stanem ustalonym obwodu.
Sktadowa ustalong odpowiedzi obwodu mozna otrzyma¢ nie rozwigzujac réwnania rézniczkowego opisujacego ten

obwod a korzystajac jedynie z metody liczb zespolonych (metody symbolicznej). Istotnym elementem tej metody jest

zastapienie przebiegéw czasowych ich reprezentacjg zespolong. Przyjmijmy, ze prad i(¢) =1, sin(wt +¥,) i napigcie
u(t)=U, sin(ot +¥,) zastapione zostaly przez wektory wirujace w czasie, odpowiednio I(f) oraz U(f) okreslone w

postaci

Ut)=U,e" e 2.7)

It)=1,e""e’™ (2.8)

Po zastgpieniu warto$ci czasowych pradu i napigcia w réwnaniu (2.6) poprzez ich reprezentacj¢ w postaci wektorow

wirujgcych otrzymuje sig¢

_ dar@ 1
U() = IO+ L= =4 j[(t)dz (2.9)

Po wykonaniu operacji rézniczkowania i calkowania oraz pominigciu czynnika e’” wystepujacego we wszystkich

sktadnikach wzoru rdéwnanie powyzsze przyjmuje postac

ﬂe“”“ = RI—’"ej'”" + jolL L

NG} NG Neh

Jvi

+_jwc%em (2.10)

m iV

U . I,
Oznaczmy przez U = ﬁe warto$¢ skuteczng zespolong napiecia, a przez [ = —— e’

V2

pradu. Wtedy rownanie (2.10) mozna zapisa¢ w postaci obowigzujacej dla wartosci skutecznych zespolonych

warto$¢ skuteczng zespolong
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1
U=RI+joLl +——1 (2.11)
joC

Sktadnik
U,=RI (2.12)
odpowiada napigciu skutecznemu zespolonemu na rezystorze. Wielko$¢
U, =joLl (2.13)
reprezentuje wartos¢ skuteczng zespolong napigcia na cewce, a sktadnik

1
Uo=—+I 2.14
<~ aC (2.14)

odpowiada wartosci skutecznej zespolonej napigcia na kondensatorze. Wszystkie napigcia i prad w obwodzie sg
warto$ciami zespolonymi.

Analizujgc posta¢ rownania (2.11) mozna zauwazy¢ prosta analogi¢ do rownania opisujgcego obwdd rezystancyjny. W
tym celu wprowadzimy uogoélnienie rezystancji w postaci poj¢cia impedancji zespolonej wigzacej wartosci skuteczne
pradu i napiecia na elementach R, L, C w stanie ustalonym przy wymuszeniu sinusoidalnym. Z ostatnich réwnan na

podstawie prawa Ohma mozna napisa¢ nast¢pujace przyporzadkowania:

= Dla rezystora
Z,=R (2.15)

impedancja Z jest rOwna rezystancji tego rezystora.

=  Dla cewki
Z, = joL (2.16)

impedancja Z jest liczbg zespolong (urojong) zalezng liniowo od czestotliwosci.

= Dla kondensatora

1 1
Z, =——=—j— 2.17
¢ joC Ja)C ( )

impedancja Zc jest takze zespolona i odwrotnie proporcjonalna do czgstotliwosci.
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Wartos¢ X, = wL nosi nazwe reaktancji indukcyjnej a wartos¢ X . = _C reaktancji pojemnosciowej. W zwiazku z
w

powyzszym mozna napisa¢ Z, = jX,, Z. =—jX.
Wprowadzajac oznaczenie wypadkowej impedancji obwodu przez Z, gdzie Z =Z, +Z, + Z. zalezno$¢ pradowo-

napieciowg w obwodzie szeregowym RLC mozna zapisaC w postaci, znanej jako prawo Ohma dla wartosci

symbolicznych
U=17I (2.18)
lub
1=" =1 (2.19)
gdzie modut pradu
1] = ol = 4 (2.20)
1zl R + (0L -1/(wC))?
natomiast kat fazowy pradu
V. =y, —arctgw (2.21a)

R

Faza poczatkowa wektora napigcia wymuszajacego jest tu oznaczona przez ¥/, , a faza poczatkowa wektora pradu — przez
v, . Roznica faz nazywana jest przesunig¢ciem fazowym pradu wzgledem napigcia i oznaczana literg ¢, przy czym
ol —1/(wC)

o=y, = arcth (2.21b)

Kat przesunigcia fazowego ¢ odgrywa ogromng role w elektrotechnice, zwlaszcza w zagadnieniach mocy. Kat

przesuniecia fazowego jest uwazany za dodatni dla obwodéw o charakterze indukcyjnym a za ujemny dla

obwodéw o charakterze pojemnosciowym.

Zauwazmy, ze warto$ciom skutecznym zespolonym pradu oraz napi¢cia mozna przyporzadkowac funkcje czasu. Biorac

pod uwage, ze przejscie z przebiegu czasowego na opis zespolony (symboliczny) odbywa si¢ wedlug schematu
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U .
u(t)=U_sin(ot+y, )——>—FLe’’ 2.22

powrOt z warto$ci zespolonej do postaci czasowej polega na pomnozeniu modulu warto$ci skutecznej przez /2 i

uzupetnieniu wyniku przez dopisanie funkcji sin(ef + v, ) . Stad przyktadowo, jesli wynik zespolony pradu dany jest w

postaci [ =10e’ 0 to odpowiadajacy mu przebieg czasowy ma postac¢ i(¢) = 1042 sin(at + 50°) . Istnieje rowniez
Scista analogia mi¢dzy konduktancja (odwrotno$¢ rezystancji) a odwrotnoscig impedancji.

Analogicznie do pojecia konduktancji w obwodzie rezystancyjnym wprowadza si¢ pojecie admitancji zespolonej dla

obwodu RLC. Admitancja jest definiowana jako odwrotno$¢ impedancji. Oznaczana jest najczesciej literg Y, przy czym

Y=1/7 (2.23)

Admitancja kondensatora jest rowna Y. = joC , cewki ¥, = _L =—7J _L , hatomiast admitancja rezystora jest rOwna
jo. .

jego konduktancji Yrx=G=1/R. Podobnie odwrotno$¢ reaktancji X nosi specjalng nazweg susceptancji. Wartos¢

susceptancji dla kondensatora jest rowna B, = @C , natomiast dla cewki B, =1/ L .

2.3 Prawa Kirchhoffa dla wartosci symbolicznych

Po zastgpieniu wartosci rzeczywistych w metodzie symbolicznej przez wartosci zespolone rownania rozniczkowe zostaly
zastgpione przez rownania algebraiczne typu zespolonego. Nastgpila zatem algebraizacja rownan opisujacych obwod.
Wszystkie elementy RLC traktowane sg w podobny sposob i reprezentowane przez swoje impedancje zespolone,
interpretowane jako uogolnienie rezystancji. Dla obwodu reprezentowanego w postaci symbolicznej zespolonej
obowigzuja prawa Kirchhoffa, ktore majg identyczng posta¢ jak dla obwodu rzeczywistego, z tg roznica, ze zamiast

wielko$ci chwilowych uzywa si¢ wielko$ci zespolonych.
Prawo prgdowe Kirchhoffa

Suma algebraiczna pradéw zespolonych w dowolnym wezle obwodu elektrycznego jest rowna zeru, co zapiszemy w

postaci

> 1,=0 (2.24)

k
W réwnaniu tym wszystkie prady dane sa w postaci zespolone;j.

Prawo napieciowe Kirchhoffa

Suma algebraiczna napi¢¢ zespolonych w kazdym oczku obwodu elektrycznego jest rowna zeru, co zapiszemy w postaci
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YU =0 (2.25)

W réwnaniu tym symbolem U oznaczono wszystkie napigcia w postaci zespolonej, zarowno na gatgziach pasywnych jak i
zrodlowych obwodu. Sposob sumowania (znak plus lub minus) zarowno pradéw jak i napig¢ jest taki sam jak w
przypadku operowania warto$ciami rzeczywistymi.

Podsumowujac, metoda symboliczna analizy obwodu w stanie ustalonym sktada si¢ z nastepujacych etapow.

* Przejscie z przebiegu czasowego na opis zespolony (symboliczny) dla zrodel pradu i napigcia

u(t)=U,, sin(et + l//u)——>U—me”’“

V2

. 1 -
i(t)y=1, sin(awt +y,)——> e’V

V2

»  Zastosowanie reprezentacji elementéw poprzez ich impedancje zespolone.

» Zastosowanie praw Kirchoffa dla wartosci symbolicznych.

* Rozwigzanie uktadu rownan algebraicznych zespolonych.

* Ewentualnie (w miarg potrzeb) przedstawienie rozwigzania w postaci czasowej (odwrotna operacja) do

wykonanej w punkcie pierwszym).

2.4. Wykres wektorowy obwodu

W przypadku analizy obwoddéw RLC w stanie ustalonym waznym pojeciem jest wykres wektorowy, zwany rowniez
wykresem wskazowym, przedstawiajacy w sposob graficzny zaleznosci migdzy poszczegdlnymi wektorami pradu i
napigcia w obwodzie. Jak wiadomo kazdej liczbie zespolonej mozna przyporzadkowac reprezentacje geometryczng w
postaci odpowiedniej zaleznosci wektorowej przedstawionej na plaszczyznie, w ktorej o§ pozioma odpowiada czeSci
rzeczywistej a o$ pionowa cze$ci urojonej liczby zespolonej. Konstruujgc wykres nalezy pamigta¢, ze pomnozenie

wektora przez operator j jest rownowazne obrotowi tego wektora o kat 90 stopni przeciwnie do ruchu wskazowek

00"
zegara gdyz operator j jest rowny e’ Podobnie pomnozenie wektora przez operator -j jest r6wnowazne jego

obrotowi o kat 90 stopni zgodnie z ruchem wskazowek zegara gdyz operator -j jest rowny e’ . Pomnozenie

wektora przez liczbe rzeczywista nie zmienia pozycji wektora w przestrzeni o ile jest to liczba dodatnia lub zmienia zwrot

wektora o 1807 jesli liczba ta jest ujemna.

Z zalezno$ci pradowo-napieciowych dla rezystora jest oczywiste, ze
U,=RI, (2.26)

co wobec rzeczywistych, dodatnich warto$ci R oznacza, ze napigcie na rezystorze jest w fazie z pragdem tego rezystora.

Dla cewki obowiazuje
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U, = jolLl, = oLl e’ (2.27)

co oznacza, ze napigcie na cewce wyprzedza prad o kat 90° . Podobnie napigcie na kondensatorze opoznia si¢ wzgledem
swojego pradu o kat 90°, gdyz
1 1

Ue = _jEIC = Elce_mo (2.28)

Na rys. 2.3 przedstawiono wykresy wektorowe dla rezystora, cewki i1 kondensatora z zaznaczeniem przesuni¢¢ katowych

mi¢dzy wektorami pradu i napigcia.

A
U ./ -
I
= >
Ug
[
..\‘ L
> \ AT8
a) b) 9)

Rys. 2.3. Wykresy wektorowe dla a) rezystora, b) cewki, ¢) kondensatora

Przedstawione powyzej zasady konstruowania przesuni¢¢ katowych miedzy wektorami pradu i napigcia umozliwiaja
podanie ogdlnych zasad postgpowania przy konstruowaniu wykresu wektorowego dla dowolnego polaczenia elementdéw
obwodu RLC.

Wykres wektorowy z definicji uwzglednia przede wszystkim przesunigcia katowe migdzy poszczegdlnymi wektorami.
Relacje ilosciowe (dhugosci) poszczegodlnych wektorow sa mniej istotne i zwykle uwzgledniane w sposéb jedynie
przyblizony. Wykres rozpoczyna si¢ zwykle od konca obwodu (galezi najdalej potozonej od zrodla). Jesli galaz jest
polaczeniem szeregowym elementéw rozpoczynamy od pradu tej galezi, a w przypadku polaczenia réwnoleglego —
od napi¢cia. Nastepnie rysuje si¢ na wykresie na przemian napie¢cia i prady kolejnych gale¢zi, dochodzac w ten
sposob do Zrédla. Budowe wykresu konczy si¢ w momencie doj$cia do pradu i napiecia zrodlowego obwodu.
Sposodb postepowania przy sporzadzaniu wykresOw wektorowych oraz okres$lanie charakteru obwodu przedstawimy na

zataczonym filmie oraz na ponizszym przyktadzie.

Tutaj dotaczy¢ film ,,Wykres wektorowy.mp4”.

Przyklad 2.1

Narysowac wykres wektorowy pradow i1 napig¢ dla obwodu RLC o strukturze przedstawionej na rys. 2.4.
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Rys. 2.4. Schemat obwodu RLC do przyktadu 2.1
Rozwigzanie

Na rys. 2.5 przedstawiono wykres wektorowy pradow i napig¢ w obwodzie RLC z rys. 2.4.

Rys. 2.5. Wykres wektorowy pradow i napig¢ dla obwodu z rys. 2.4

Sporzadzanie wykresu rozpoczyna si¢ od pradu /3 dobudowujac wektory napie¢ i pradéw gatezi przesuwajac si¢ w strong

zrédta, kolejno: U, .U, Uy ,1,,1,,U. ,E. Przy zalozonych wielkoSciach wektorow obwod ma charakter

pojemnosciowy, gdyz napigcie wypadkowe E opo6znia si¢ wzgledem odpowiadajacego mu pradu /.

Potozenie wektora pradu zrodlowego wzgledem napiecia zrodtowego decyduje o charakterze obwodu. Jesli napigcie
wypadkowe (zrodtowe) wyprzedza prad wypadkowy (zrodtowy) lub inaczej mowigc prad opoznia si¢ wzgledem napigcia
- obwdd ma charakter indukeyjny. Jesli natomiast napigcie op6znia si¢ wzgledem pradu (lub prad wyprzedza napigcie) -
mowimy o charakterze pojemnosciowym obwodu. Jesli natomiast wektory pradu i napigcia sa ze sobg w fazie mowimy,

ze obwod ma charakter rezystancyjny.

2.5 Zjawisko rezonansu w obwodzie

Zjawiskiem rezonansu nazywamy taki stan obwodu RLC, w ktérym prad i napigcie sa ze sobg w fazie. W stanie
rezonansu przesuni¢cie fazowe pradu i napiecia jest zerowe, co oznacza, ze argument impedancji lub admitancji
zespolonej obwodu jest takze rowny zeru. Rezonans wystgpi¢ moze w dowolnej konfiguracji elementow RLC, tym nie
mniej bada si¢ szczegodlne potgczenia elementéw prowadzace do tego zjawiska. Rezonans wystepujacy w obwodzie, w

ktorym elementy R, L, C sa potaczone szeregowo nazywamy rezonansem napi¢¢ lub rezonansem szeregowym. W
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przypadku, gdy rezonans dotyczy obwodu réownoleglego R, L, C taki rezonans nazywamy rezonansem pradow lub

rezonansem rownolegltym.

2.5.1 Rezonans szeregowy

W rezonansie szeregowym RLC zjawisko rezonansu wymaga, aby reaktancja wypadkowa obwodu byla réwna zeru
(impedancja catkowita jest wowczas wartoscig rzeczywista pomimo istnienia cewek i kondensatorow w obwodzie). W

rezonansie rownolegtym warunek rezonansu wymaga, aby czg¢$¢ urojona admitancji byta réwna zeru. Czestotliwos$¢, przy

ktorej cze$¢ urojona impedancji lub admitancji obwodu znika jest nazywana czestotliwo$cia rezonansows.

Przyjmijmy do analizy obwdd szeregowy R, L, C przedstawiony na rys. 2.6.

| L c
Y Y Y
N +« -— e
g Uy U,

Rys. 2.6. Obwdd rezonansowy szeregowy RLC

zasilany napigciem sinusoidalnie zmiennym o wartosci skutecznej zespolonej U i pulsacji @ = 27f . Przy zastosowaniu

metody symbolicznej w analizie tego obwodu mozna napisa¢ nastepujgce rownanie napi¢ciowe Kirchhoffa
U=U,+U, +U.=RI+ jX,I - jXI=1I[R+ (X, -X.)] (2.29)

Zjawiskiem rezonansu nazywamy taki stan obwodu RLC, w ktorym prad i napigcie sa ze sobg w fazie. Osiagnie si¢ to,

jesli czes¢ urojona powyzszej zaleznosci bedzie rowna zeru, czyli
X, =X..

Uwzgledniajac, ze X, =wlL oraz X. =1/wC z powyzszego warunku otrzymuje si¢ wzor okreslajacy pulsacje

rezonansowa @, w postaci
0, =—F (2.30a)

Czestotliwos¢ rezonansowa obwodu wynosi zatem
1

e

(2.30b)
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Rownos¢ reaktancji indukeyjnej i pojemno$ciowej oznacza, ze w stanie rezonansu napig¢cia na cewce i kondensatorze

sa rowne co do modutu ale przeciwnie skierowane, czyli
U,|=-U| (2.31)

Zmiana czgstotliwosci zmienia oczywiscie relacje migdzy napigciami na tych elementach reaktancyjnych
(przeskalowanie warto$ci). Dla czestotliwo$ci mniejszych niz rezonansowa napigcie na kondensatorze jest wigksze niz na
cewce (przy mniejszej czgstotliwosci modul impedancji kondensatora jest wigkszy), a przy czestotliwo$ciach wigkszych
niz rezonansowa napiecie na cewce wicksze niz na kondensatorze (modul impedancji cewki rosnie wraz ze wzrostem
czestotliwos$ci a modut impedancji kondensatora maleje). Na rys. 2.7 przedstawiono wykresy wektorowe pradu i napie¢ w
obwodzie szeregowym RLC dla cz¢stotliwosci mniejszych niz rezonansowa (rys. 2.7a), dla czestotliwosci rezonansowe;j

(rys. 2.7b) oraz dla czgstotliwosci wigkszych niz rezonansowa (rys. 2.7¢).

A
Uy

Y

a) b) ©)

Rys. 2.7. Wykresy wektorowe obwodu rezonansowego RLC: a) stan przed rezonansem,
b) stan rezonansu, ¢) stan po rezonansie

Z przesuni¢¢ katowych migdzy wektorami widoczne jest, ze przed rezonansem obwod szeregowy RLC ma charakter
pojemnosciowy, w czasie rezonansu — rezystancyjny, a dla czgstotliwosci wigkszych niz rezonansowa — indukcyjny.

Waznym parametrem obwodu rezonansowego jest dobroé O okreslana zwykle w punkcie rezonansowym (dla
czestotliwos$ci rezonansowej). W obwodzie szeregowym RLC dobrocig nazywamy stosunek wartosci skutecznej napigcia
na elemencie reaktancyjnym (kondensatorze lub cewce) do wartosci skutecznej napigcia na elemencie rezystancyjnym w

czasie rezonansu. Stad warto$¢ dobroci moze by¢ wyrazona wzorem

V| _We| __oL _ 1 (2.32)
U U] R oRC

I

0=
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Po uwzglednieniu wzoru na pulsacj¢ rezonansowg, dobro¢ O mozna wyrazi¢ w jednoznacznej postaci uzaleznionej

wylacznie od parametrow obwodu RLC

(2.33)

T
»‘ﬁ

Wielko$¢ wystepujaca w liczniku nazywana jest rezystancja charakterystyczna p

D= (2.34)

L
C
Rezystancja charakterystyczna obwodu rezonansowego szeregowego RLC jest uzalezniona wylgcznie od wartosci
indukcyjnosci 1 pojemnosci.
Charakterystykami czestotliwosciowymi obwodu rezonansowego nazywaé bedziemy zalezno$¢ pradu i napie¢ od

czestotliwos$ci (pulsacji). Dla otrzymania charakterystyk czestotliwosciowych z rownania (2.29) wyznaczmy prad / jako

funkcje pulsacji

()= v (2.35)
R+ joL — j1/oC

Przepisujac powyzsza zaleznos¢ zespolong w postaci wykladniczej otrzymujemy wzor

l(@)=|I(o)e* (2.36)

w ktorym |] (a))| oznacza modul pradu a @(w) - faz¢ uzalezniong od czestotliwosci napigcia zasilajacego. Wielkosci te

opisane sg nastepujaco

[ (w)| = d (2.37)
\/R2 +(oL -1/ CY
p(w) = —arctng_—;/wC (2.38)

Zaleznos¢ modutu od czestotliwosci (pulsacji) nazywamy charakterystyka amplitudowa rezonansu a zalezno$¢ fazy od
czestotliwosci (pulsacji) — charakterystyka fazowa. Na rys2.8a przedstawiono charakterystyk¢ modutu pradu a na rys.
2.8b — fazy pradu w funkcji pulsacji @ .
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Rys. 2.8. Charakterystyki czestotliwosciowe pradu W obwodzie rezonansowym:
a) charakterystyka amplitudowa, b) charakterystyka fazowa

Wartosci elementow symulowanego obwodu byty rowne: L=1/H, C=1F, R=1,8C). Dla punktu rezonansowego @, =1

charakterystyka przyjmuje warto$¢ maksymalng a faza warto$¢ zerowa.

Wraz ze zmiang pradu zmieniajg si¢ rowniez napigcia na pozostatych elementach obwodu RLC. Dla wyznaczenia
tych zalezno$ci mozna wykorzysta¢ prawo Ohma, zgodnie z ktorym przy zastosowaniu podejScia symbolicznego
otrzymuje si¢

e dla indukcyjnosci

U, (w) = joLl(®) (2.39)
e dla pojemnosci
Uc(@)=—j 1(@) (2.40)
wC

Podstawiajgc do powyzszych zaleznosci wzor okreslajacy prad mozna otrzymac wyrazenia na moduly i fazy napiecia na

cewce 1 kondensatorze. Charakterystyki amplitudowe tych napi¢¢ sa wyrazone w postaci

UL

(2.41)
JR + (L -1/ &C)

|UL (@ )| =
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Yl

Uc(w) =
Pet@) a)C\/R2+(a)L—1/a)C)2

(2.42)

Na rys. 2.9 przedstawiono przyktadowe charakterystyki amplitudowe napigcia na cewce i kondensatorze w obwodzie

RLC o podanych wczeséniej parametrach przy pulsacji rezonansowej réwnej jeden i dobroci obwodu QO =0,55.
ur

0.8

06

0.4

0.2

Rys. 2.9. Charakterystyki amplitudowe napigcia na cewce i kondensatorze

Jak wida¢ dla czestotliwos$ci rezonansowej obwodu napigcia na reaktancjach sg sobie rOwne.

Charakterystyki fazowe napi¢¢ na cewce i kondensatorze, jak wynika ze wzordw (2.39) i (2.40) roznig si¢ od
charakterystyki fazowej pradu tylko o warto§¢ 7 /2 i sg przesuniete na osi pionowej badz w dot badz w gore. Latwo
pokazaé, ze sg one okreslone nastepujaco
e charakterystyka fazowa napigcia cewki

V4 ol -1/ oC
¢, (w)=——arctg————— (2.43)
2 R
e charakterystyka fazowa napigcia kondensatora

oo ()= —% - arctng_—;/wC (2.44)

Ksztalt charakterystyk fazowych napigcia na cewce i kondensatorze jest identyczny z charakterystyka fazowa pradu.
Jedynym wyjatkiem jest przesunigcie tych charakterystyk w osi pionowej o wartos¢ kata rowng + 90°.

Ogromny wplyw na charakterystyki czestotliwo$ciowe zaréwno amplitudowa jak i fazowa wywiera dobro¢
obwodu. Im wyzsza jest dobro¢ tym charakterystyka pradu w funkcji czgstotliwosci jest bardziej stroma. Zmniejszenie

dobroci powoduje sptaszczenie charakterystyki pradu (gorsza selektywnos¢ obwodu rezonansowego).
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Rys. 2.10. Ilustracja wptywu dobroci na charakterystyke amplitudowg pradu

Rys. 2.10 przedstawia wptyw dobroci na charakterystyke amplitudowa pradu przy stalej warto$ci amplitudy napigcia
zasilajacego 1 zmiennej rezystancji, regulujacej dobro¢ obwodu. Im wigksza dobro¢ tym charakterystyka amplitudowa jest
bardziej stroma.

Narys. 2.11 zilustrowano wplyw dobroci na charakterystyki amplitudowe napigcia cewki i kondensatora dla tych

samych warto$ci czegstotliwos$ci rezonansowej 1 dobroci jak na rys. 2.10.

I 4

Rys. 2.11. Charakterystyki amplitudowe napigcia na cewce i kondensatorze

Zaobserwowa¢ mozna pojawienie si¢ maksimum w charakterystyce zar6wno napigcia cewki jak i kondensatora. Latwo

1
mozna udowodni¢, ze punkt maksymalny obu charakterystyk pojawia si¢ jedynie przy dobroci obwodu wigkszej niz E .

1
Dobro¢ Q = ﬁ odpowiada najbardziej ptaskiemu ksztattowi charakterystyk amplitudowych.
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2.5.2 Rezonans rownolegly

Rezonans pradow zwany réwniez rezonansem rownoleglym moze wystapi¢ w obwodzie zawierajacym potaczenie
rownoleglte elementéw RLC. Istnieje wiele struktur obwodow, w ktorych moze powsta¢ rezonans pradéw. Warunkiem
jest pojawienie si¢ rownolegtego potaczenia cewki i kondensatora, przy czym zarowno cewka jak i kondensator moze by¢
w uktadzie potaczen z innymi elementami rezystancyjnymi. Na rys. 2.12 przedstawiono przyktadowy najprostszy obwod

rezonansu rownolegtego RLC.

P M)
I// A0 ! —— S
N c )
o R [ L

Rys. 2.12 Obwdd rezonansowy rownolegly RLC

Podobnie jak w przypadku obwodu szeregowego przyjmiemy wymuszenie sinusoidalne o zmiennej czestotliwosci, ale
tym razem zalozymy je w postaci zrodta pradowego i(¢) =/, sin(ewt). Wykorzystujac w opisie obwodu metodg

symboliczng rownanie prgdowe Kirchhoffa dla tego obwodu przyjmie postac

I:IR+IL+IC:GU+ja)CU—£:U G+ a)C—L (2.45)
oL oL

Warunkiem rezonansu rownolegtego jest przyjecie przez kat fazowy migdzy pradem I oraz napigciem U warto$ci rownej

zeru. Nastgpi to wtedy, gdy cz¢$¢ urojona zaleznosci (2.45) przyjmie warto$¢ zerowa, czyli gdy
1
oC=——>0=—— (2.46)

Warunek powyzszy bedzie spetiony, gdy czestotliwo$¢ zasilania przyjmie warto$¢ czgstotliwos$ci rezonansowej

okres$lonej zalezno$cia

(2.47)

e
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Jak wida¢ czegstotliwo$¢ rezonansowa w obwodzie rownoleglym z rys. 2.12 jest okre$lona identycznym wzorem jak w

obwodzie szeregowym RLC. W odroznieniu od obwodu szeregowego w obwodzie roéwnolegtym dobrocig nazywamy

stosunek pradu /, lub /. (sa sobie rowne w chwili rezonansu) do pradu /, w elemencie rezystancyjnym 7,

o-lul_ll_ot_ 1 (2.48)

Po uwzglednieniu G =1/R i wzoru (2.47) na czestotliwo$¢ rezonansowg otrzymuje sie relacje okreSlajagcg dobroé¢

rownolegtego obwodu rezonansowego RLC o strukturze przedstawionej na rys. 2.12 w postaci
R

QZF
C

Tym razem dobro¢ obwodu jest wprost proporcjonalna do warto$ci rezystancji a odwrotnie proporcjonalna do rezystancji

(2.49)

charakterystycznej. Dobro¢ obwodu wzrasta wiec ze wzrostem warto$ci rezystancji, odwrotnie niz to mialo miejsce w
obwodzie rezonansu szeregowego (przy wigkszej rezystancji rownoleglej plynie przez nig mniejszy prad

uplywnosciowy).

Dobro¢ Q, podobnie jak w obwodzie rezonansu szeregowego, ma ogromny wplyw na charakterystyki
czestotliwosciowe obwodu RLC. Zauwazmy, Ze z rOwnania (2.45) mozna wyznaczy¢ napigcie na elementach R, L, C w

postaci

I
G+ joC—-jl/ el

U(w) =U(w)[e’" (2.50)

w ktorym |U (a))| oznacza modut napigcia a @(@) - faze uzalezniong od czgstotliwosci pradu zasilajacego. Wielkoscei te

opisane s3 nastepujaca funkcja

U ()| = d (2.51)
VG +(wC =1/ Ly
p(w) = —arctg% (2.52)

Na rys. 2.13 przedstawiono charakterystyke modutlu napigcia (charakterystyke amplitudowg) i1 wykres fazy napigcia

(charakterystyke fazowa) w funkeji pulsacji @ dla obwodu rezonansowego o @, =1 i dobroci 0=0,6.
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Rys. 2.13 Charakterystyka amplitudowa (powyzej) i fazowa (ponizej) napigcia w obwodzie rownoleglym RLC

W punkcie rezonansowym (czestotliwos$¢ zasilania réwna czestotliwosci rezonansowej) charakterystyka amplitudowa
przyjmuje warto$¢ maksymalng a faza warto$¢ zerowa. Charakterystyki te sg analogiczne do charakterystyk dla obwodu
szeregowego przy uwzglednieniu formalnych zmian wystepujacych we wzorach (prad w obwodzie szeregowym
odpowiada napigciu na polgczeniu rownoleglym elementdw). Zmiana ksztattu charakterystyk czestotliwosciowych
obwodu rownolegtego na skutek zmian dobroci jest rowniez identyczna jak miato to miejsce w obwodzie szeregowym
RLC. Odpowiednikiem napigcia na elementach L i C w obwodzie szeregowym jest prad tych elementdéw w obwodzie

rownolegtym. Zachowanie si¢ tych charakterystyk w funkcji pulsacji wynika z prawa Ohma dla cewki i kondensatora, to

jest
I.(w) = joCU(w) (2.53)
oraz
I, (o) = _JU@) (2.54)
oL

Ograniczajac si¢ jedynie do charakterystyk amplitudowych mozna tatwo wykazaé, ze charakterystyki te opisujg si¢

nastepujacymi wzorami

e (@)= o = (2.55)
2 _ L
\/G +(a)C ij
I
|, (@) = 1 (2.56)




Na rys. 2.14 przedstawiono charakterystyki amplitudowe pradu cewki i kondensatora w funkcji pulsacji dla dobroci

1
O < — wynikajace z relacji (2.55) 1 (2.56).

V2
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Rys. 2.14 Charakterystyki amplitudowe pradu cewki i kondensatora

Zmiana dobroci obwodu wpltywa w zasadniczy sposob na przebieg tych charakterystyk. Mozna tatwo udowodni¢, ze dla

1
dobroci Q > ﬁ pojawiaja si¢ punkty ekstremalne (maksima) w obu charakterystykach, podobnie jak przy rezonansie

szeregowym, przy czym wystepuje przesuni¢cie tych maksimow wzgledem punktu rezonansowego. Przesunigcie to

1
maleje wraz ze zwiekszaniem si¢ dobroci. Przy dobroci Q Sﬁ punkty ekstremalne w obu charakterystykach nie
wystepujg a przebieg charakterystyk amplitudowych staje si¢ monotoniczny.
Rezonans rownolegly podobnie jak szeregowy ma gtéwnie zastosowanie w uktadach filtréw i1 generatordéw, gdzie

pei role uktadu przepuszczajgcego lub wzmacniajacego sygnaty w okreSlonym zakresie czestotliwosci 1 thumigcego w

pozostaltym zakresie.
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2.6 Cwiczenia

Cwiczenie 2.1
Wyznaczy¢ rozptywy pragdow w obwodzie z rys. 2.15 w stanie ustalonym. Przyja¢ nast¢pujgce wartoSci parametrow:

i(f) = 5+/2 sin(1000¢) A, R =10Q, C=0,0001F, L=5mH.

ik Vg i,

i(t)@ i R ——=C §L

Rys. 2.15. Schemat obwodu do ¢wiczenia 2.1

Rozwigzanie

Warto$ci symboliczne elementow obwodu:
® =1000
I=5
Z,=joL=j5

Z. . =——=—jl0
c jaC J

Impedancje obwodu RLC:

Y:l+L+L:O,1—jO,1
R Z, Z.

Prady i napiecie w obwodzie:

U=2Z7I = \5/% e/’
u 5 .

[, =—=—"=¢*"

R R \/5

[ i 10 efj45(7
Z, 2

_U 5 s
c Zc \/E

Warto$ci chwilowe pradow i napigcia

u(t) = 50sin(1000¢ + 45°%)
i (t) = 5sin(1000¢ + 45°)
i, (t) = 10sin(1000¢ — 45)
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i..(¢) = 5sin(1000¢ +135°)

Cwiczenie 2.2

Wyznaczy¢ prady i1 napiecia w obwodzie przedstawionym na rys. 2.16. Przyjaé nastgpujagce wartosci elementow:

e(f) =20~/2sin(100 —90°) V, R, =10Q, R, = 5Q, C=0,001F, L=0.05H.

e L
C R,
L T
U u
I e R1
2 Ry

e(t)

Rys. 2.16. Schemat obwodu do ¢wiczenia 2.2

Rozwigzanie
Warto$ci symboliczne elementow obwodu:
o =100
E =20e""
Z, = joL=j5
Z. =1/ joC=-j10

Impedancje obwodu:

Zu :—RZZL =25+ 72,5
R,+Z,

Z=Zy +R+Z.=12,5— 75

Prady i napigcia w obwodzie:

I=E/Z=071-j118
Uy =17, =4,71— j118

I, = Yn _ 24— 70,94
ZL

I, = Y .94 - 70,24
RZ

U, =1Z,=—11,76 — j7,06
Up = IR, =7,06— j11,76
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Cwiczenie 2.3

Sporzadzi¢ wykres wektorowy pradoéw i napie¢ w obwodzie przedstawionym na rys. 2.17.

Rys. 2.17. Schemat obwodu do ¢wiczenia 2.3

Rozwigzanie
Wykres rozpoczyna si¢ od pradu /3, dodajac kolejno napigcia na Rz i L3, napigcie Uc, prad Ic», prad i oraz napigcie E.
Pelny wykres wektorowy przedstawiony jest na rys. 2.18.

Rys. 2.18. Wykres wektorowy obwodu z rys. 2.8

Kat fazowy przesunigcia pradu wzglgdem napigcia zasilajacego jest rowny ¢ . Biorac pod uwage, ze napigcie wyprzedza

prad obwdd ma charakter indukeyjny.
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2.7 Zadania sprawdzajace

Zadanie 2.1
Wyznaczy¢ impedancje wejsciowa obwodu przedstawionego na rys. 2.19, dla parametrow R=4Q 1 X1=2Q).

ls2=2l e

o . .
Rys. 2.19. Schemat obwodu do zadania 2.1

Rozwigzanie

Z,=1+j45
Zadanie 2.2
Narysowaé wykres wektorowy pradéw i napig¢ w obwodzie przedstawionym na rys. 2.20.
C; Rs
T | . |
5
Lo Ly
Re
o/

Rys. 2.20. Schemat obwodu do zadania 2.2

Rozwigzanie
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Ire=lcs

Ucs

.
A
Uwe b

G U

Rys. 2.21. Wykres wektorowy dla obwodu do zadania 2.2

Zadanie 2.3
Obliczy¢ warto$¢ pojemnosci, przy ktorej w obwodzie przedstawionym na rys. 2.22 zajdzie rezonans napi¢c dla
warto$ci parametréw: R1=3Q, Ro=5Q, L=0.01H, ® = 100rad/s.

o
Rys. 2.22. Schemat obwodu do zadania 2.3

Rozwigzanie
Ci = 1,27mF lub C, = 8,73 mF
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Zadanie 2.4

Obliczy¢ wartos$¢ pulsacji, przy ktorej w obwodzie przedstawionym na rys 2.23 zajdzie rezonans pragdow dla wartosci
parametrow: R;=1Q, R,=3Q, L =1H, C=0.2F.

11©
1

o
Rys. 2.23. Schemat obwodu do zadania 2.4

Rozwigzanie

=2 rad
K
Zadanie 2.5

Obliczy¢ wartos¢ indukcyjnosci, przy ktorej w obwodzie z rys 2.24 zajdzie rezonans napi¢¢ dla wartosci
parametrow: R= 10Q, C=0,1F, o=1rad/s.

Rys. 2.24. Schemat obwodu do zadania 2.5

Rozwigzanie
L=5H
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3. Moce w obwodach RLC przy wymuszeniu sinusoidalnym

JedSnym z najwazniejszych poje¢ w elektrotechnice jest moc elektryczna. Jest ona SciSle zwigzana ze zjawiskami
ener6getycznymi zachodzgcymi w obwodzie. Przeptyw pradu w obwodzie jest zwigzany z energig wydzielang lub
grom7adzong na poszczegolnych elementach. WielkoSciom pradu i napigcia przyporzadkowa¢ mozna rdzne rodzaje
mocy.8 W obwodach elektrycznych o przebiegach sinusoidalnych definiuje si¢ cztery rodzaje mocy: moc chwilows,
czynng9, bierng i pozorng zespolong.

10Wyktad trzeci pos§wigcony jest zagadnieniom zwigzanym z obliczaniem mocy chwilowej p(¢), mocy czynnej P,
mocy biernej Q oraz mocy pozornej zespolonej S. Poznamy wzory wigzace poszczegoélne rodzaje mocy z pradami i
napigciami w obwodzie RLC przy wymuszeniu sinusoidalnym w stanie ustalonym. Podane zostang wzory wyrazajace
energi¢ zgromadzong w cewce 1 kondensatorze. Ostatnim fragmentem wyktadu sg zagadnienia dopasowania odbiornika

do zrédta rzeczywistego o niezerowej impedancji wewngtrznej.

3.1. Moc chwilowa
Oznaczmy warto$¢ chwilowa napigcia i pradu gatezi odpowiednio przez u(t) = U, sin(wt) oraz i(t) =1, sin(wt—@).

Dla uproszczenie przyjeto faze poczatkowa napigcia rowng zeru.
Moc chwilowa p(f), jako jedyna z mocy jest funkcja czasu i definiuje si¢ ja w postaci iloczynu wartosci chwilowych

pradu i(¢) oraz napigcia u(¢) w obwodzie

p(t) = u(?)i(?) (3.1)

Przy wymuszeniu sinusoidalnym moc chwilowa opisana jest wzorem

p)=u(®)i(t)=U,I, sin(wt)sin(wt — @) = %[cos @ —cos(Lat — go)] = (3.2)

=[U|1[[cos— cos(2et — )]

3.2. Moc czynna

Moc czynng definiuje si¢ jako warto$¢ Srednig za okres z mocy chwilowej, to jest

ty+T

P= j p(t)dt (3.3)

1
T

Podstawiajac do powyzszego wzoru funkcje¢ okreslajaca moc chwilowa w obwodzie, po wykonaniu operacji catkowania

otrzymuje si¢

P= |U||I|cos [0 (3.4)
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Moc czynna w obwodzie o wymuszeniu sinusoidalnym jest wigc wielkoscig statg (niezalezng od czasu) rowng iloczynowi
modutéw wartosci skutecznych napigcia i pradu oraz cosinusa kata przesunigcia fazowego migdzy wektorem napigcia i
pradu. Wspolczynnik cos¢ odgrywa ogromna role w praktyce i nosi specjalng nazwe wspolczynnika mocy.

Moc czynna stanowi skladowa stalag mocy chwilowej. Jest ona nieujemna dla obwodu RLC a w granicznym przypadku
przy ¢ =t7/2 — P =P, =0 jest rowna zeru. Moc czynna osiagga warto$¢ najwigksza P = |U ”I | gdy =0, to
znaczy gdy odbiornik ma charakter rezystancyjny, cos@ =1. Warto$¢ najmniejsza (P=0) moc osiaga w przypadku
granicznym, gdy @ = +7/2, to znaczy gdy odbiornikiem jest cewka idealna lub kondensator idealny dla ktérych
cos@ = 0. Oznacza to, ze na elementach reaktancyjnych nie wydziela si¢ moc czynna.

Z przytoczonych rozwazan wynika, moc czynng wydzielang w rezystorze mozna opisa¢ nastepujacymi wzorami
2 2
P=[U|l|cosp=R|I|" =G|U]| (3.5)

w ktorych prad [ oraz napigcie U odpowiadaja rezystorowi R. Jednostka mocy czynnej jest wat (W), przy czym
IW=1AV. W praktyce stosuje si¢ rowniez wielokrotnosci wata w postaci kilowata (1kW=1000W) lub megawata
(IMW=10°W) oraz warto$ci utamkowe, np. miliwat (mW) lub mikrowat (uW ).

Do pomiaru mocy czynnej stluzy watomierz. Klasyczny watomierz jest przyrzadem pomiarowym posiadajacym cewke
pradowa (o impedancji wewnetrznej bliskiej zeru) do pomiaru pradu galeziowego obwodu i cewke napieciowa (o
impedancji wewngtrznej bliskiej nieskonczonosci) do pomiaru napigcia migdzy punktami obwodu, dla ktérego mierzymy
moc czynng. Poczatki uzwojen obu cewek oznacza¢ bgdziemy na schematach przy pomocy gwiazdek. Pozycja znaku
gwiazdki przy cewce pradowej wskazuje kierunek pradu I, watomierza przyjety za dodatni (prad ptynie od gwiazdki do
watomierza). W przypadku cewki napigciowej pozycja gwiazdki wskazuje przyjety kierunek wyzszego potencjatu
(napiecia Uy) obwodu. Wskazanie watomierza jest wowczas okreslone wzorem (3.4), ktore przy naszych oznaczeniach

I, |cos . Przyjmujac zalozenie idealizujace, ze impedancja cewki

pradu i napigcia watomierza przyjma postaé P = |U »

pradowej watomierza jest rOwna zeru a cewki napigciowej rowna nieskonczonosci watomierz nie ma zadnego wplywu na

rozptywy pradoéw i rozktady napie¢ w badanym obwodzie elektrycznym.

3.3. Moc bierna

W obwodach elektrycznych pradu sinusoidalnego definiuje si¢ trzecig wielko$¢ energetyczng bedacg iloczynem napigcia i

pradu oraz sinusa kata przesuni¢cia fazowego migdzy nimi. Wielkos$¢ ta oznaczana jest literg Q i nazywana mocg bierng
0 =|U]1[sing (3.6)

Jednostka mocy biernej jest war (var) bedacy skrotem nazwy woltamper reaktywny.
W przypadku rezystora, dla ktorego przesunigcie fazowe jest rowne zeru (9 =0 — Qp =0) moc bierna jest zerowa

Moc bierna moze si¢ wiec wydziela¢ jedynie na elementach reaktancyjnych, gdyz tylko dla nich przesunigcie fazowe

pradu i napigcia jest rozne od zera. Przesunigcie fazowe pradu i napigcia na elementach reaktancyjnych (cewce i
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kondensatorze) przyjmuje wartos¢ +90 dla cewki oraz -90 dla kondensatora, co oznacza, ze sinus kata jest odpowiednio
rowny rowny +/ dla cewki (moc bierna cewki jest uwazana za dodatnig) oraz —/ dla kondensatora (moc bierna
kondensatora jest uwazana za ujemng). Stad przy uwzglednieniu znaku wzor na moc bierng elementéw reaktancyjnych o

reaktancji X moze by¢ przedstawiony w trzech rownorzednych postaciach
. 1
0, =U|1]sing = £x|I|" = i}|U|2 (3.7)

W ogolnosci kat przesunigcia fazowego ¢ uwaza si¢ za dodatni dla obwodéw o charakterze indukcyjnym (napigcie
wyprzedza prad) a za ujemny dla obwodow o charakterze pojemnosciowym (napigcie opdznia si¢ wzgledem pradu). Moc
bierna obwodéw o charakterze indukcyjnym jest w sumie mocg indukcyjng, kojarzona z warto$cig dodatnig a moc bierna

obwodow o charakterze pojemnos$ciowym jest w sumie mocg pojemno$ciowa i kojarzong z warto$cig ujemna.

3.4. Moc pozorna zespolona

Czwartym rodzajem mocy wprowadzanym w obwodach elektrycznych jest tak zwana moc pozorna zespolona. Jest ona
proporcjonalna do wartosci skutecznych pradu i napigcia, 1 oznaczana literg S. Moc pozorna zespolona definiowana jest
formalnie jako liczba zespolona w postaci iloczynu wartosci skutecznej zespolonej napigcia U i wartosci skutecznej

sprzezonej pradu /
S=Ul"=P+ jO (3.8)

Tak zdefiniowana moc pozorna zespolona przedstawia soba sum¢ mocy czynnej (cze$¢ rzeczywista S) oraz mocy biernej

(czes¢ urojona S§), stad

S=P+j0 (3.9)

Bioragc pod uwagg, ze operator j oznacza przesuni¢gcie wektora o kat 90°, ostatniej zalezno$ci na moc pozorng

przyporzadkowa¢ mozna wykres wektorowy mocy, tzw. trojkat mocy przedstawiony na rys. 3.1.

>
0 hd

(P /}:

a) b)

Rys. 3.1. Wykres wektorowy mocy dla obwodu a) o charakterze indukcyjnym, b) o charakterze pojemnosciowym
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Zalezno$¢ na moc pozorng zespolong mozna przedstawi¢ rowniez w postaci wykladniczej S = |S |e’ ?. W zaleznosci tej
|S| wyraza modul mocy pozornej zespolonej, zwany rowniez mocga pozorng ktdéra moze by¢ wyrazona w postaci

iloczynu modutéow wartosci skutecznych pradu i napigcia

S| =[ul7|=yP* +0? (3.10)

Z wykresu wektorowego obwodu przedstawionego na rys. 3.1 mozliwe jest wyznaczenie wspolczynnika mocy.

Mianowicie

P
cosp =— (3.11)

S|

Warto$¢ wspotczynnika mocy wyznaczona z powyzszej zalezno$ci jest identyczna z wartoscig wynikajacg z relacji
pradowo-napigciowych zachodzacych dla wielko$ci bramowych (zewngtrznych) obwodu. Dla ulatwienia korzystania z
pojeé mocy zestawiono ponizej najwazniejsze postacic wzordw na moc czynng, bierng i pozorng w poszczegoélnych
elementach obwodu

*  Moc pozorna zespolona

S=Ul"=P+jQ (3.12)

=  Moc czynna

v
P=Re(S)=|U|f]cosp =|1,| R = - (3.13)
=  Moc bierna
2
0 =1Im(S) =[U|{|sinp = H{1,|" X = i% (3.14)

Znak plus dotyczy mocy biernej cewki a minus kondensatora. W przypadku zrodet nalezy korzysta¢ ze wzoru (3.12) na

moc zespolong pozorng S.

3.5. Bilans mocy

W obwodzie elektrycznym, jak w kazdym uktadzie fizycznym obowigzuje prawo zachowania energii. W przypadku
obwodow prawo to przeksztalca si¢ w tak zwane prawo bilansu mocy.

Bilans mocy

Jesli catkowita moc pozorng zespolong wytworzong przez zrodto (lub wiele Zrodet wystepujacych w obwodzie)

oznaczymy przez S, a sumaryczng moc pozorng zespolong wydzielong w elementach odbiornika przez S,, to bioragc pod
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uwage prawo zachowania energii obie moce muszg by¢ sobie rowne, to znaczy S;=S,. Jest to tak zwana zasada bilansu
mocy w obwodach elektrycznych.

W tak sformulowanej zasadzie bilansu mocy przyjmuje si¢ standardowo, ze zwroty pradéw i napig¢ w elementach
odbiornikowych sa przeciwne sobie a w elementach zrodlowych takie same. Je§li przyjmiemy ujednolicong zasadg
znakowania pradoéw i napig¢ na elementach obwodu, zaktadajaca, ze niezaleznie od rodzaju elementu zwroty pradu i
napigcia na galezi sg przeciwne sobie, to zasade bilansu mocy mozna sformutowaé w ten sposéb, ze suma mocy

pozornej zespolonej liczonej po wszystkich elementach w obwodzie elektrycznym jest réwna zeru, Sy +S,=0.

Dla zilustrowania wprowadzonych tu poje¢ mocy oraz zasady bilansowania si¢ mocy rozpatrzymy przyktad obwodu

przedstawionego na rys. 3.2.

Przyklad 3.1

Niech dany bedzie obwdd RLC o strukturze przedstawionej na rys. 3.2 zasilany z sinusoidalnego zrodta napigcia
. . rad , . \ .
e(t) = 10042 sin(wt +45°)V przy o =1—— Wartosci elementow obwodu sa nastepujace: R =1Q, C=0,5F,
S

L=1H.

C
Jia UrL +E4F—
L v v ‘-LE

Q L L

e(t)

Rys. 3.2. Schemat obwodu do przyktadu 3.1

Nalezy wyznaczy¢ wartosci skuteczne zespolone pradow i napie¢ elementéw oraz moce w obwodzie.
Rozwigzanie

Wartosci zespolone impedancji i napi¢cia wymuszajagcego w obwodzie przy danych wartos$ciach elementéw sg rowne:
Z, =joL=jl,Z.=-jl/wC=-j2, E=100¢’ " Impedancja zastepcza polaczenia rownoleglego L i R réwna sic

— RZL
R+Z,

RL =0.707¢'*" . Impedancja  zastgpcza  polaczenia  szeregowego C 1 Z,  jest rowna

Z=Z.+Zy =05+j05-j2=158"""".

Zgodnie z prawem Ohma prad / w obwodzie jest rowny

j45°
=210 _gapmee

Z 158

Napigcia na poszczeg6lnych elementach obwodu dane sa w postaci
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Upo=Z.1, =126,6e""

Up =Zp I =44,72""

Prady cewki i rezystora obliczone z prawa Ohma rownajg si¢

1, = %8 _ 4470

ZL
IR — URL — 44’726j16l.6”

Na rys. 3.3 przedstawiono wykres wektorowy pradow i napie¢ w obwodzie.

Rys. 3.3. Wykres wektorowy pradow i napig¢ w obwodzie z rys. 3.2

Poszczegolne rodzaje mocy wydzielonej w obwodzie réwnajg si¢:

=  Moc pozorna zespolona wydawana przez zrodto
S = E-IC* = (2000 - j6000)V - A
=  Moc czynna rezystora
P, =|1,]" R = 2000W
* Moc bierna cewki i kondensatora
0, =Im(U,, - I,) = 2000 var
O, =ImU, -1.)=-8000 var
Catkowita moc bierna wydzielona na cewce i kondensatorze rowna si¢
0=0, +0, =-6000var

Moc wydzielona na rezystorze oraz cewce i kondensatorze rowna si¢ doktadnie mocy dostarczonej przez zrodto. Bilans

mocy generowane] przez zrodto i mocy wydzielonej w odbiorniku jest zatem réwny zeru.
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3.6 Energia magazynowana w cewce i kondensatorze

Cewka 1 kondensator traktowane jako idealne elementy obwodowe naleza do elementow magazynujgcych energie

elektryczng i z tego punktu widzenia odgrywaja ogromng role w elektrotechnice
3.6.1 Energia magazynowana w idealnym kondensatorze

Rozpatrzmy kondensator o pojemnosci C zasilany ze zrodta napigciowego u(z). Obliczymy energi¢ dostarczong do tego

kondensatora w czasie od fo do z. Energia ta moze by¢ obliczona jako catka z mocy chwilowe;j

W(t,0) = [ p(r)dr (3.15)

to

Uwzgledniajagc wzor na moc chwilowa i dokonujac odpowiednich operacji catkowania otrzymujemy

t t u(r)
W(t,,t) = j u(2)i(r)dr = j u(r)c$dr =C j udu (3.16)

fy to u(ty)

Zatdézmy, ze czas t, jest taka chwilag, w ktorej napiecie u(¢) jest zerowe. W takim razie wzor na energi¢ upraszcza si¢ do

postaci

u(t)
W(t,,1)=C judu =%Cu2(t) (3.17)

0

Zasadniczg cechg kondensatora idealnego jest jego bezstratno$¢, co oznacza, ze energia zgromadzona na nim pozostaje w

nim zmagazynowana. Zatem kondensator natadowany do napigcia stalego U posiada energi¢ rowna

W= %CUQ (3.18)

Jest to bardzo wazna wlasno$¢ kondensatora, wykorzystywana do magazynowania energii elektryczne;j.
3.6.2 Energia magazynowana w idealnej cewce

Rozpatrzmy cewke o indukcyjnosci L zasilang ze Zzrodta napigciowego u(f). Obliczymy energi¢ dostarczong do tej cewki
w czasie od # do t. Energia ta, podobnie jak w przypadku kondensatora, moze by¢ obliczona jako catka z mocy

chwilowej

W (t,,t) = j p(r)dr (3.19)

to

Uwzgledniajac wzor na moc chwilowa 1 dokonujac odpowiednich operacji catkowania otrzymujemy
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t t . i(t)
W (t,,1) = j u(z)i(r)dr = j i(r)L%dr =L j idi (3.20)

t t i(ty)

Zalozmy, zZe czas to jest takg chwilg, w ktorej prad cewki i(?) jest zerowy. W takim razie wzor na energi¢ upraszcza si¢ do
postaci

i(t)
W(ty,t)=L jidi:%Lz‘z(r) (3.21)
0

Zasadniczg cechg cewki idealnej jest jej bezstratno$¢, co oznacza, ze energia dostarczona do niej pozostaje w nigj

zmagazynowana. Zatem cewka, przez ktdra przeptywa prad staly I posiada energi¢ rowna

W= %le (3.22)

W odroznieniu od kondensatora, w ktorym energia zwigzana byta z napigciem miedzy oktadkami (tfadunkiem) energia
cewki jest uzalezniona od pradu (strumienia magnetycznego). Stad przyjmuje si¢, ze kondensator magazynuje energic w

polu elektrycznym a cewka w polu magnetycznym.

3.7 Dopasowanie odbiornika do zrodia

Rzeczywiste zrédlo energii elektrycznej mozna przedstawi¢ w postaci szeregowego polaczenia idealnego

zrddta napigcia E oraz impedancji wewnetrznej zrodla Zg jak to przedstawiono na rys. 3.4

Rys. 3.4. Model rzeczywistego zrodta napigciowego generatora

Rozwazmy elementarny obwdd ztozony z rzeczywistego zrddta napigcia oraz impedancji odbiornika Z jak to

przedstawiono na rys. 3.5.
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Rys. 3.5. Rzeczywiste zrodio napigcia obcigzone impedancja Z
Przyjmijmy ogoélny model impedancji wewngtrznej zrodta w postaci (znak plus przy reaktancji oznacza

indukcyjnos$¢, a znak minus pojemnos¢)

(3.23)

Podobnie zatozymy, ze impedancj¢ odbiornika stanowi polaczenie szeregowe rezystancji R oraz reaktancji +X,

to jest

Z=R%jX (3.24)

Dopasowanie odbiornika do generatora rozumiemy jako dobdr takiej impedancji odbiornika, przy ktorej
odbiornik pobierze ze zrodta maksymalng moc czynng. Z analizy obwodu przedstawionego na rys. 3.5 wynika,

ze moc czynna P odbiornika jest okreslona zalezno$cia

I P . .
P_|I|R_‘ZngZ‘zR_(Rg+R)2+(ngiX)2 (329

Przy ustalonej warto$ci rezystancji odbiornika wyrazenie powyzsze osigga maksimum dla

X=-X (3.26)

Znak minus oznacza, ze reaktancja odbiornika powinna mie¢ charakter odwrotny do reaktancji generatora. Przy
indukcyjnym charakterze impedancji zrodta, odbiornik powinien mie¢ charakter pojemnos$ciowy a przy
charakterze pojemno$ciowym generatora odbiornik powinien mie¢ charakter indukcyjny.

Po uwzglednieniu tej zalezno$ci wyrazenie na moc przyjmie uproszczong postac
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2

|E[ R
Rg+R

P= (3.27)

Wydzielenie maksymalnej mocy czynnej na rezystorze wymaga, aby pochodna funkcji mocy wzgledem

rezystancji R réwnata si¢ zeru, czyli

dP(R) _
dR

0 (3.28)
czyli

(R, + R} —2R(R, +R)
(R, +R)

[E|=0 (3.29)

Réwnane powyzsze jest spetnione dla wartosci rezystancji obcigzenia rownej rezystancji zrodta, czyli

R=R (3.30)

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze przy takim warunku druga pochodna funkcji mocy wzgledem rezystancji jest
ujemna, co oznacza, ze¢ mamy do czynienia z maksimum mocy. Ostatecznie stwierdzamy, ze warunkiem
dopasowania odbiornika do generatora ze wzglegdu na moc czynng jest taki dobor odbiornika, aby jegi
impedancja byta sprzezona do impedancji generatora, to znaczy Z = Zj. Latwo jest pokazaC, ze przy

spetlieniu powyzszego warunku na impedancji odbiornika wydzieli si¢ maksymalna moc czynna P . réwna

max

2
&Mzg%-esm

4
Biorgc pod uwage, ze w obwodzie istniejg dwie identyczne rezystancje (odbiornika i generatora), przez ktore

przeptywa identyczny prad moc maksymalna odbiornika stanowi 50% catkowitej mocy wydzielanej przez

zrodto idealne.

56



3.8 Cwiczenia

Cwiczenie 3.1
Sporzadzi¢ bilans mocy w obwodzie przedstawionym na rys. 3.6. Przyja¢ nastgpujace wartosci elementow:
rad

e(t)= SO\ESin(a)t)V, o=1—, L=10H, C=0,F, R =15Q, R, =10Q.
s
ety W
i IH I 1
e(t) Upe| ==C L DR2
-
B
Rys. 3.6. Schemat obwodu do ¢wiczenia 3.1

Rozwigzanie
Wartosci symboliczne elementoéw obwodu:
w=1
E=50
Z, =joL=j10

1
Z. . =——=—jl10
c jaC J

Impedancje obwodu:

l :L'FL'FL:O,I
Zw R, Z, Z,
Z, =10

Z=Z7,+R =25

Prady i1 napigcia w obwodzie:

I1=E/Z=2
U, =1Z,,=20
=% _j
ZC
12=UAB =—j;2
ZL
L=
RZ

Moc wydawana prze zrodto
S, =EI"=50-2=100+ O

Moce elementow
P, =1 R = 60w

P, =|L[ R, = 40w
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0, = |12|2a)L =40 var

O = —|Il|2 é =—-40var

Moc catkowita odbiornika
Soap = Pp + P, +JO, +jO- =100+ ;0

Moc odbiornika jest doktadnie rowna mocy zrédta.

Cwiczenie 3.2
Wyznaczy¢ moduly wartosci skutecznych pradow oraz moc czynng w obwodzie przedstawionym na rys. 3.7.

Przyja¢ nastepujace wartoéci elementow: i(¢) = 2+/2 sin(wt +90°)A4, @ = 1@, L=10H, C=0.2F, R =5Q,
s
R=5Q.

R

O 3=
C

Rys. 3.7. Schemat obwodu do ¢wiczenia 3.2

i(t)

Rozwigzanie
Wyznaczamy impedancj¢ zastepcza potaczenia rownolegtego elementow R, C i L:
1 .
Zpe = =4-2
| 1
—+J oC + S
R joL

Napigcie na tych elementach wyniesie
Upe =1 Zpye =4+ 8
Prady poszczeg6dlnych elementow beda miaty wartosci

U .
Iy ="1C =08+ 1.6

— URLC

= =0.8—,0.4
joL

Wartos$ci skuteczne pradow:
1,]=/0.8% +1.6* =1.79
‘Im‘ =2

1,|=-/0.8 +0.4* =0.89
I/=-/0.8"+1.6" =1.79

Moc czynna

P, =|I,['R=16.02
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P, =|1|'R =20
P =P, +P, =36.02W

Cwiczenie 3.3
Wyznaczy¢ wskazania przyrzadow w obwodzie przedstawionym na rys. 3.3. Przyja¢ nastepujace wartosci
elementow: e(r) = 20~/2 sin(wt)V , o = 1@, L=1H, C=1F, R=1Q.

s

R

10

Rys. 3.8. Schemat obwodu do ¢wiczenia 3.3

Rozwigzanie
Wyznaczamy impedancj¢ zastepcza obwodu:

z=RJoL pi b 15 05
R+ joL joC
Prad w obwodzie wyniesie

1=£_30-j10
Z

1 bedzie jednoczes$nie pradem cewki pragdowej watomierza.
Napigcie na galezi zawierajacej rezystor i kondensator bedzie miato wartos¢

U, :1-[R+.1]:20—j40
joC

1 bedzie rownoczesnie napigciem cewki napigciowej watomierza.

Moc czynna watomierza wyniesie
P, =Re(U, - I")=Re(1000 — 1000) = 1000
Wskazanie woltomierza:

U, | =20 +40% =44.721
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3.9 Zadania sprawdzajace

Zadanie 3.1

Obliczy¢ rozptyw pradow w obwodzie oraz sprawdzi¢ bilans mocy. Dane: e(¢) = 1072 sin(z +90°), Ri=5Q,
R>=10 Q, C=0.1 F.

e(t)CTD R, C

Rys. 3.9. Schemat obwodu do zadania 3.1

Rozwigzanie
I =-0,4+0,8, 1> =0,2+j0,6, Is=-0,6+)0,2, Poab = 8W, Qodb = —4var, Sgen = 8-j4
(wyniki odpowiednio: prad w amperach, napigcie w woltach, moc czynna w watach, moc bierna w warach).

Zadanie 3.2

Wyznaczy¢ rozptywy pradéw w obwodzie. Sporzadzi¢ bilans mocy. Dane: e(f) = 102 sin(+90%), Ry = 2Q,
R, =1Q,C=0.5F,L=1H

e(t)

Rys. 3.10. Schemat obwodu do zadania 3.2
Rozwigzanie

1=0,5+3,5, =341, =-1,5-j0,5, Iz =-14j3, Podb = 35W, Qodb = 5var, Sgen = 35+j5
(wyniki odpowiednio: prad w amperach, moc czynna w watach, moc bierna w warach).

Zadanie 3.3
Wyznaczy¢ rozptywy pradow w obwodzie. Sporzadzi¢ bilans mocy. Dane: i (¢) =5sin(s—-45"),
i,(£)=101/2sin(r+90°),Ri = Ry =1Q,C;=C,=1F.
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Rys. 3.11. Schemat obwodu do zadania 3.3
Rozwigzanie

It = 4433, Ie2 =-1,5+j4,5, Ir1 =2,5-2,5, Ir2 = -1,5-j5,5, Podb =45W, Qodo = -47,5var, Sgen=45-j2,5
(wyniki odpowiednio: prad w amperach, moc czynna w watach, moc bierna w warach).

Zadanie 3.4

Obliczy¢ prady 1 bilans mocy w obwodzie przedstawionym na rys. 3.12. Dane: i(z) = 1042 sin(¢ +45°), R=5Q,
Li=2H, L,=1H,Ci1=0.5F,C>=0,5F.

Rys. 3.12. Schemat obwodu do zadania 3.4
Rozwigzanie
I =2,72+j4,08, 1> =-2,72-j4,08, 15 =1,63-j1,09, Is = 5,44+)8,16, Poab = 19,225W, Qodb = -96,125var, Sz =
19,225-j96,125
(wyniki odpowiednio: prad w amperach, moc czynna w watach, moc bierna w warach).
Zadanie 3.5

Obliczy¢ prady 1 bilans mocy w obwodzie przedstawionym na rys.3.13. Dane: izl(t):Ssin(t—%),

i,(t) = 23in(t+%), R=20Q,R,=5Q,Rs=10Q,R4=10Q,L=1H,C=1F.
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Rys. 3.13. Schemat obwodu do zadania 3.5

Rozwigzanie
I} =-60,71-j10, I =60,71+j10, I3 =-j3,54, 14+ =1-2,54, Podb=462W, Qoab =0, Sux =462+j0
(wyniki odpowiednio: prad w amperach, moc czynna w watach, moc bierna w warach).
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4. Metody analizy zlozonych obwodow RLC w stanie ustalonym przy
wymuszeniu sinusoidalnym

Analiza obwodow w stanie ustalonym przy wymuszeniu sinusoidalnym tylko w najprostszym przypadku potaczenia
szeregowego lub rownolegtego elementoéw jest zagadnieniem prostym, nie wymagajacym rozwigzywania uktadu réwnan.
W obwodach zawierajacych mata liczbe elementow wystarczy zwykle zastosowanie rownan Kirchhoffa, ktore w
polaczeniu z réwnaniami symbolicznymi opisujagcymi elementy tworzg uktad réwnan algebraicznych o matej liczbie
zmiennych. Jego rozwigzanie jest stosunkowo tatwe, a w jego wyniku otrzymuje si¢ wszystkie prady i napigcia w
obwodzie. W przypadku obwoddéw ztozonych zawierajacych bardzo duza liczbe elementow takie podejscie (aczkolwiek
mozliwe) jest mato efektywne, gdyz wymaga rozwigzania ogromnego uktadu rownan o wspotczynnikach zespolonych.
Liczba tych rownan jest rowna liczbie elementow obwodu .

Wyktad czwarty poswigcony bedzie zaawansowanym metodom analizy ztozonych obwodow RLC w stanie

ustalonym przy wymuszeniach sinusoidalnych. Podstawowym zalozeniem przy wymuszeniu sinusoidalnym jest przyjecie

opisu symbolicznego elementow obwodu, zgodnie z ktorym cewka opisana jest impedancja zespolong Z, = jwL a
|
kondensator impedancjg Z. = — j—C. Zrodto sinusoidalne zastgpuje si¢ jego warto$cig skuteczng zespolong, okreslang
0,

wedlug zasad podanych w wyktadzie drugim.

Znanych jest wiele metod umozliwiajacych analiz¢ dowolnie ztozonych obwodow elektrycznych, sposrod
ktoérych omowimy metodg klasyczng opartg na prawach Kirchhoffa, zastosowaniu twierdzenia Thevenina i Nortona oraz
metode wezlowa i oczkowa. W przypadku wielu wymuszen o réznych czestotliwosciach niezbedne jest zastosowanie tak

zwanej zasady superpozycji obowiazujacej dla obwodow liniowych, wprowadzonej w koncowej fazie wyktadu.

4.1. Metoda rownan Kirchhoffa

W metodzie tej wykorzystuje si¢ w bezposredniej formie prawo pradowe i napigciowe Kirchhoffa uzupelione o
roéwnania symboliczne opisujace poszczegolne elementy obwodu. W efekcie zastosowania praw Kirchhoffa otrzymuje si¢
uktad rownan algebraicznych o zespolonych wspdtczynnikach. Jesli zatozymy, ze obwod posiada b gatezi 1 n weztdw to
w rownaniach opisujacych obwod wykorzystuje si¢ (n-I) réwnan pochodzacych z prawa pradowego Kirchhoffa.
Pozostate (b-n+1) rownan wynika z prawa napigciowego Kirchhoffa dla (b-n+1) dowolnie wybranych oczek
niezaleznych w obwodzie (oczka uwaza si¢ za niezalezne, jesli rownania napigciowe opisujace je sg od siebie niezalezne).

Rozwigzanie powstatego uktadu rownan prowadzi do wyznaczenia wartosci wszystkich pradow i napie¢ w obwodzie.

4.2. Metoda oparta na twierdzeniu Thevenina

Jednym z wazniejszych twierdzen w teorii obwodow jest twierdzenie Thevenina. Pozwala ono zastgpi¢ ztozony obwod
elektryczny o dowolnej strukturze i wartos$ciach elementow, przez obwdd prosty bedacy potaczeniem szeregowym jednej
impedancji zastepczej oraz zrddla napigciowego. Oznacza to uproszczenie obwodu do jednego oczka, co umozliwia w

bardzo prosty sposdb wyznaczenie pradu lub napigcia jednej wybranej gatezi obwodu.
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Twierdzenie Thevenina

Dowolny, aktywny obwod liniowy mozna zastgpi¢ od strony wybranych zaciskow galezi AB uproszczonym obwodem
rownowaznym, zlozonym z szeregowego potaczenia jednego idealnego zrddta napigcia i impedancji zastepczej obwodu.
Wartos¢ zrodta zastepczego oblicza si¢ na podstawie analizy obwodu oryginalnego jako napigcie panujgce na zaciskach
AB. Impedancja zastepcza widziana z zaciskow AB dotyczy obwodu po zwarciu wszystkich niezaleznych zrodel napigcia
oraz rozwarciu niezaleznych zrodet pradu.

Rys. 4.1 przedstawia sposob transformacji obwodu widzianego z zaciskow AB zgodnie z twierdzeniem

Thevenina
A 2
-
) { Ung
Obwod
liniowy Uns —
Zpg
E—
L ]
. B

Rys. 4.1 Ilustracja transformacjo obwodowej twierdzenia Thevenina

Korzystajac z twierdzenia Thevenina mozna w prosty sposob wyznaczy¢ prad w dowolnej gatezi obwodu. Rozwazmy
obwod liniowy z rys. 4.2 z wyszczegélniong galezia AB w ktorej poszukiwany jest prad 1. Prawa strona rysunku
przedstawia otrzymany obwdd po jego transformacji zgodnie z twierdzeniem Thevenina. Obwod sktada si¢ z jednego

oczka ktorego prad jest poszukiwanym pradem 1.

Galaz AB

_______

L
*x

"

Obwéd !
liniowy u ! z y4

i

]

i

Zpg

De

Rys. 4.2. Transformacja obwodu zgodnie z twierdzeniem Thevenina

Zrodto U 4 Wystepujace na rysunku reprezentuje zrodlo zastgpcze obwodu liniowego, okreslone jako napigcie na

zaciskach AB po odfaczeniu impedancji Z. Impedancja Z ,; jest impedancja zastgpcza obwodu liniowego po odtaczeniu
impedancji Z i wyeliminowaniu wszystkich zrodet niezaleznych (zwarciu zrodet napieciowych i rozwarciu zrodet
pradowych). Poszukiwana warto$¢ pradu ptyngcego przez impedancje Z moze by¢ okreslona przy wykorzystaniu prawa
napieciowego Kirchhoffa zastosowanego do obwodu uproszczonego. Jego zastosowanie pozwala wyrazi¢ prad [ w

nastepujacej postaci

UAB

—_ 4B 4.1
Z+7 1)
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Zastosowanie twierdzenia Thevenina w wickszosci przypadkow znakomicie upraszcza analize obwodu. Jest szczegdlnie
uzyteczna w przypadkach, w ktorych trzeba wyznaczy¢ tylko jeden prad w obwodzie, gdyz mozna dokona¢ tego bez
koniecznosci rozwigzywania uktadu rownan algebraicznych lub przy znacznej redukcji liczby tych rownan.

Przykiad 4.1

Korzystajac z twierdzenia Thevenina wyznaczy¢ prad / w gatezi AB obwodu mostka przedstawionego na rys. 4.3, jesli
e(t) = 1042 sin(fwt)V, R, =7,5Q, R =50, R, =5Q a reaktancje cewki i kondensatora s3 rowne odpowiednio

X, =wL=5Q oraz X, =1/0C=10Q, X, =1/0C, =5Q.

s 3

O

Rys. 4.3. Schemat obwodu do przyktadu 4.2
Rozwigzanie
Wartosci parametrow galezi zastepczej Thevenina oblicza si¢ po odlgczeniu gatezi AB, w ktorej obliczany jest prad. Na

rys. 4.4a przedstawiono schemat obwodu do wyznaczenia impedancji zastepczej Thevenina.

Rys. 4.4. Postaci obwodu do wyznaczania a) impedancji zastepczej Thevenina,

b) napigcia zrodta zastepczego

Latwo pokaza¢, ze impedancja zastgpcza tego obwodu jest rowna

__RR, 27, _55 j5-(j10)
R+R, Z, +Z. 5+5 j5—/10

=25+ 10

AB

Rys. 4.4b przedstawia obwod do obliczenia wartosci zrodta zastgpczego U ,, w schemacie zastgpczym Thevenina.

Obliczajac kolejno prady
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napigcie U ,, okresla si¢ ze wzoru

U, =R1, —Z.1,=-15
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Rys. 4.5 Schemat obwodu zastgpczego wynikajgcego z twierdzenia Thevenina

Wykorzystujac obwod zastepczy Thevenina z rys. 4.5 1 prawo napigciowe Kirchhoffa, warto$¢ skuteczng zespolong pradu

1 okresla si¢ ze wzoru

__ Um - —15 =134
Zs+R—jXeo 25+10+75-75 11,18¢/%

Wartosci chwilowe pradu i(f) okreslone sg zalezno$cia

i(£) = 1,34+/2 sin(ar —154°)A

Zauwazmy, ze zastosowanie twierdzenia Thevenina umozliwilo rozwigzanie obwodu wzgledem jednego wybranego

pradu bez koniecznosci rozwigzania uktadu réwnan algebraicznych opisujacych caty obwaod.

4.3. Metoda oparta na twierdzeniu Nortona

Twierdzenie Nortona pozwala zastapi¢ ztozony obwdd elektryczny o dowolnej strukturze i wartosciach elementow, przez
obwod prosty bedacy potaczeniem réwnoleglym jednej impedancji zastgpczej oraz idealnego zrédta pradowego.
Twierdzenie Nortona

Dowolny aktywny obwdd liniowy mozna od strony wybranych zaciskow AB zastapi¢ obwodem roéwnowaznym,
ztozonym z réwnoleglego polaczenia idealnego zrodta pradu i impedancji zastgpczej obwodu. Wartos¢ zrodla
zastgpczego oblicza si¢ w obwodzie oryginalnym jako prad zwarciowy gatgzi AB. Impedancja zast¢pcza widziana z
zaciskow AB dotyczy obwodu po zwarciu wszystkich zrodet napigcia oraz rozwarciu zrodet pradu i jest identyczna z
impedancjg zastgpcza w twierdzeniu Thevenina.

Rys. 4.6 przedstawia schemat transformacji obwodu zgodnie z twierdzeniem Nortona.
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Rys. 4.6 Uproszczenie obwodu zgodnie z twierdzeniem Nortona

Twierdzenie Nortona, podobnie jak Thevenina pozwala obliczy¢ w prosty sposob prad Iub napigcie jednej wybranej
galezi obwodu. Rozwazmy obwod liniowy z rys. 4.7 z wyszczegdlniong galezia AB w ktorej poszukiwany jest prad /. Po

prawej stronie rysunku przedstawiono obwod po jego transformacji zgodnie z twierdzeniem Nortona.

Galaz AB Galgz AB

A A !

- & : - i !

i $ A

Obwad |
liniowy a Dz = @ Ye M [lz !
Iz | :

. + . + 1

B B !

Rys. 4.7. Schemat transformacji obwodu wedtug twierdzenia Nortona

Prad 7 oraz napigcie U wystepujace w gatezi AB obwodu oryginalnego sa rowne odpowiednio pradowi / oraz napigciu U
w tej samej gatezi obwodu uproszczonego z prawej strony rysunku. Zrodto pradowe 1 _ reprezentuje zrodlo zastepcze
rowne pradowi zwarciowemu na zaciskach AB, natomiast impedancja Z ,, jest impedancja zastgpcza obwodu liniowego
po wylaczeniu impedancji Z. Poszukiwane napigcie na impedancji Z oblicza si¢ z prawa pradowego Kirchhoffa,

1 1
I . -U (— + —J =0, ktore pozwala wyrazi¢ napiecie U galezi w postaci
AB

L (4.2)
1/Z+1/Z,

Znajomos$¢ napiecia U pozwala wyznaczy¢ na podstawie prawa Ohma prad gatezi korzystajac z zaleznosci [ = U/ Z.
Podobnie jak metoda Thevenina, zastosowanie twierdzenia Nortona umozliwia obliczenie pradu i napiecia tylko jednej
wyszczegoOlnionej gatezi obwodu. Zwykle z punktu widzenia obliczeniowego wygodniejsze jest uzycie metody

Thevenina.

4.4. Rownowaznos¢ twierdzenia Thevenina i Nortona

Twierdzenia Thevenina i Nortona pozwalaja wyznaczy¢ uproszczone schematy zastepcze tego samego ukladu
elektrycznego z punktow AB obwodu oryginalnego. Oba schematy uproszczone stanowig wigc obwody zastepcze

rownowazne sobie, co oznacza, ze prad i napigcie w galezi AB, ktora nie ulegla zmianie w wyniku transformacji w obu
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obwodach sg takie same. Oznacza to, ze gataz szeregowa zawierajaca idealne zrodto napigcia E 1 impedancje Z moze by¢
bez zmiany pradu w obwodzie zewngtrznym zastgpiona gatezig rownolegla zawierajgca idealne zrodto pradowe [ oraz

impedancje¢ Z, jak to zilustrowano na rys. 4.8.

or

o«

Rys. 4.8. Rownowaznos$¢ obwodow zastepczych Thevenina i Nortona

Dla uzyskania jednakowych wartosci napigcia U wzajemne relacje migdzy wartosciami zrodta pradu i napiecia okresla
wzor
== (4.3)
VA
przy zamianie gatezi szeregowej na rownolegla oraz
E=7I (4.4)

przy zamianie gatezi rownoleglej na szeregows. Impedancja Z w obu obwodach zastepczych pozostaje taka sama

4.5. Metoda potencjalow wezlowych

Metoda potencjaldéw weztowych, zwana rowniez metoda wezlowa, jest jedna z najogélniejszych i najczgsciej
stosowanych metod, pozwalajagcych wyznaczy¢ prady wszystkich galezi wystepujacych w obwodzie. Jako zmienne
przyjmuje si¢ w niej potencjaly poszczegélnych weztow obwodu okreslane wzgledem jednego arbitralnie wybranego
wezta uznanego za wezel odniesienia (,,masy”), ktorego potencjat przyjmuje si¢ za rOwny zeru. Liczba rownan w tej
metodzie jest rowna liczbie wezlow niezaleznych a wigc znacznie mniejsza niz w metodzie wykorzystujgcej bezposrednio

uktad réwnan otrzymanych w wyniku zastosowania praw Kirchhoffa.

Metoda wezlowa wynika bezposrednio z rownan pradowych Kirchhoffa napisanych dla wszystkich we¢zléw niezaleznych
w obwodzie. Prad kazdej galezi obwodu jest wyrazany za posrednictwem potencjalow weztowych, czyli napie¢ weztow
mierzonych wzgledem wezla odniesienia. Zostalo wykazane, ze kazdy obwod liniowy RLC moze by¢ opisany rownaniem

macierzowym potencjatéw weztowych o postaci

YV=I, (4.5)
Rozwiazanie tego rownania moze by¢ zapisane przy uzyciu inwersji macierzy Y w postaci

V=YL, (4.6)
Przy zatozeniu, ze obwod ma N wezldéw niezaleznych macierz Y jest macierza o wymiarach N x N . Wektor V jest

zbiorem niezaleznych potencjaldw wezltowych o wymiarze N a I, jest wektorem pradow zroédtowych stanowiacych

wymuszenie. Macierz weztowa Y okreslona jest w postaci
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Y = h . (4.6)
Yoo Yy o Y

a wektory V oraz I_, dane sa jak nastgpuje

"

V= V2 (4.7)
v,
i zrl

I, = T2 (4.8)
L

Elementy Y, poloZzone na glownej diagonalnej macierzy Y nazywane s3 admitancjami wlasnymi wezta i-tego. W

przypadku obwodow RLC bez zrodet sterowanych admitancja wlasna wezla i-tego jest roOwna sumie admitancji

wszystkich galezi wlaczonych w i-tym wezle. Elementy Y. polozone poza glowng diagonalng sa admitancjami

y
wzajemnymi mi¢dzy wezlem i-tym oraz j-tym. Admitancja wzajemna dwu weztow jest rowna admitancji taczacej te
wezly wzigtej ze znakiem minus. Admitancja wzajemna we¢zla i-tego oraz j-tego jest taka sama jak wezla j-tego oraz i-

tego, tzn. Y,

; =Y, - Macierz admitancyjna Y dla obwodéw RLC bez zrodet sterowanych jest wige macierza symetryczng.

Elementy wektora wymuszen pradowych I sa rowne sumie wszystkich pradow zrodlowych wptywajacych do
danego wezta, przy czym prad zrodlowy doptywajacy do wezta bierze si¢ ze znakiem plus a prad odptywajacy od wezta
ze znakiem minus.

Podsumowujac, analiza obwodoéw w stanie ustalonym metoda weztowa wymaga wykonania nastepujacych etapow:
*  Opis obwodu réwnaniem macierzowym potencjatoéw weztowych (zmienne poszukiwane: wektor potencjalow V)
* Rozwiazanie uktadu rownan YV =1,
*  Okreslenie pradow galeziowych z prawa napigciowego Kirchhoffa przy znanych potencjatach weztowych: prad
gateziowy jest rowny iloczynowi admitancji elementu i napigcia na nim wyrazonego poprzez znane potencjaly

weztowe.

Nalezy podkresli¢, ze metoda potencjatow weztowych dopuszcza istnienie w obwodzie jedynie Zzrédet wymuszajacych
typu pradowego. Jesli w obwodzie wystepuja rowniez zrodta napigciowe nalezy je przeksztalci¢ w odpowiednie Zzrodta
pradowe wykorzystujac do tego celu rownowazno$¢ Thevenina — Nortona (patrz rys. 4.8).

Sposob formutowania rownan weztowych zilustrujemy na przyktadzie obwodu przedstawionego na rys. 4.9.

Przyklad 4.2
Korzystajac z przedstawionych regut formutowania rownan weztowych nalezy napisa¢ rownanie potencjalow weztowych

dla obwodu przedstawionego na rys. 4.9.
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Rys. 4.9 Schemat obwodu do przyktadu 4.2

Rozwigzanie

Obwod zawiera 3 wezty niezalezne o potencjatach: V), V, oraz V; mierzonych wzgledem wezta odniesienia jak to

oznaczono na rysunku. Oznaczajac admitancje przez Y, gdzie Y=1/Z otrzymuje si¢ opis weztowy YV =1_ obwodu

Yz _Yz 0 Vl [zl+122
=Y, L,+Y+Y, -Y, Vy|=|EYs—1,-1,
0 _Y4 Y4+YS+Y6 V3 124_126_E5Y5

w ktorym macierz potencjatdéw weztowych Y oraz wektor pradéw wymuszajacych I okreslone sa w postaci

Y, -Y, 0
Y=-Y, Y,+Y,+Y, -Y,
0 -7, Y, +Y,+7Y,
I +1,
L, =|EY5 =151,
I.4 =16~ EsYs

Na podstawie obliczonych wartosci napie¢ wezlowych obwodu mozna w prosty sposdb korzystajac z prawa
napieciowego Kirchhoffa dla poszczegdlnych gal¢zi obwodu wyznaczy¢ prady galeziowe. Wystarczy w tym celu
zastosowa¢ badz prawo Ohma (jesli galaz zawiera jedynie element pasywny) lub rownanie napigciowe Kirchoffa dla
galezi szeregowe] zawierajacej zrodlo napigcia i element pasywny. Przykladowo dla obwodu z rys. 4.7 odpowiednie
zaleznosci przyjmuja postaé

I, =Y,(V, =V3)

Iy =X5(V, - E5)

I, =Y,(V, -73)

Is =Ys (V5 + Es)

Is =YV3
Nalezy podkresli¢, ze metoda potencjalow weztowych wymaga rozwigzania uktadu N rownan, gdzie N oznacza liczbe

weztow niezaleznych. Zwykle liczba weztéw jest duzo mniejsza niz liczba gatezi obwodu, stad metoda potencjatow
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wezlowych jest znacznie prostsza niz metoda klasyczna wykorzystujaca bezposrednio prawa Kirchhoffa dla catego
obwodu.

Reguly tworzenia opisu wezlowego przedstawione powyzej zaktadaty istnienie jedynie elementéw pasywnych
RLC oraz zrodet wymuszajacych typu pradowego. Przy takim zalozeniu sg one bardzo proste i fatwe w stosowaniu. W
przypadku wystapienia zrodel sterowanych w obwodzie trudno jest poda¢ jednoznaczng formule ogodlng pozwalajaca
okresli¢ bezposrednio zaréwno macierz admitancyjng jak i wektor wymuszen pragdowych. Tworzac opis admitancyjny w
takim przypadku mozna w pierwszym kroku zaliczy¢ zrddta sterowane do zrodet wymuszajacych i tworzyé opis
admitancyjny identycznie jak dla obwodu pasywnego. W drugim kroku wszystkie zrodia sterowane nalezy wyrazié
poprzez potencjaly weztowe przerzucajgc elementy wymuszen uzaleznione od tych potencjaléw na lewa strong réwnan
(do macierzy weztowej). Macierz admitancyjna Y wynika z uporzadkowania powstalego macierzowego uktadu réwnan.
W efekcie powstaje standardowy opis admitancyjny obwodu, ktory nie musi juz teraz spelnia¢ warunku symetrii
macierzy Y.

Nalezy zwrocié uwage na uproszczenia wynikajace z istnienia w obwodzie idealnego zrodla napiecia. Zrodto
takie ustala potencjal okreslonego wezta (gdy jest wlaczone wzgledem wezta odniesienia) lub uzaleznia potencjat jednego
wezta wzgledem drugiego (gdy jest wlaczone miedzy dwoma wezlami niezaleznymi). W obu przypadkach prowadzi to

do redukg;ji liczby rownan opisujgcych obwaod.

4.6. Metoda pradow oczkowych

W metodzie pradow oczkowych, zwanej réwniez metoda oczkowa, wprowadza si¢ prady oczkowe jako zmienne, czyli
prady przypisane niezaleznym oczkom wystepujacym w obwodzie. Przyktadowy wybor oczek niezaleznych i oznaczenie

pradow oczkowych obwodu przedstawiono na rys. 4.10 (nalezy zaznaczy¢, ze jest to jeden z mozliwych wybordéw oczek).
Z Es Es  z,
— o

H - z, o

- Fid Es
o ) 2.
pil] pa—
—J

Rys. 4.10. Przyktad wyboru oczek niezaleznych w obwodzie

Oznaczmy w ogolnosci wektor pradow oczkowych w postaci

I = (4.9)

w ktorej [, oznacza prad oczkowy k-tego oczka. Dla uzyskania opisu oczkowego wykorzystuje si¢ prawo napigciowe

Kirchhoffa napisane dla wszystkich oczek niezaleznych obwodu. Nastgpnie wyraza si¢ wszystkie prady galeziowe
poprzez prady oczkowe (prad galeziowy jest rowny sumie lub réznicy pradéw oczkowych przeprowadzonych przez dang
galaz) i otrzymuje opis obwodu w postaci macierzowego uktadu rownan oczkowych
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721 =E (4.10)

gdzie macierz oczkowa Z oraz wektor napie¢ wymuszajacych E przyjmuja postaé

Z, Z, .. Zy
z=| % P2 o D (4.11)
Zy Zyy o Zyy
Eol
g|fo (4.12)
Euy

Elementy Z, potozone na gléwnej diagonalnej macierzy Z nazywamy impedancjami wlasnymi oczka i-tego. Przy

zatozeniu, ze wszystkie prady oczkowe majg identyczny zwrot, dla obwodow RLC bez zrodet sterowanych impedancja

wlasna oczka i-tego jest rowna sumie impedancji wszystkich gal¢zi wystgpujacych w oczku. Elementy Z;; pofozone poza

gléwng diagonalng sg impedancjami wzajemnymi mi¢dzy oczkiem i-tym oraz j-tym. Impedancja wzajemna dwu oczek
przy identycznym zwrocie wszystkich pradow oczkowych jest rowna impedancji wspolnej dla obu oczek wzigtej ze

znakiem minus. Impedancja wzajemna oczka i-tego oraz j-tego jest taka sama jak oczka j-tego oraz i-tego, tzn. Z, = Z .

Macierz Z jest wigc macierza symetryczna.

Element -ty wektora wymuszen napigciowych E jest rowny sumie wszystkich napi¢¢ zrodtowych wystepujacych
w k-tym oczku. Przy zalozonej orientacji oczka napigcie zrodlowe dodaje si¢ ze znakiem plus jesli jego zwrot jest
identyczny z tg orientacja a ze znakiem minus jesli ten zwrot jest przeciwny. Sposob tworzenia opisu oczkowego
zilustrujemy na przyktadzie obwodu z rys. 4.11.

Przy wystapieniu zrédet sterowanych, podobnie jak w opisie wezlowym, nie istnieje bezposrednia formuta
pozwalajgca na automatyczny opis macierzowy obwodu. W takim przypadku tworzac opis macierzg oczkowa nalezy w
pierwszym kroku zaliczy¢ zrédla sterowane do zrddet wymuszajacych i stworzyé opis oczkowy identycznie jak dla
obwodu pasywnego. W drugim kroku wszystkie zrodta sterowane nalezy wyrazi¢ poprzez prady oczkowe przerzucajac
elementy wymuszen uzaleznione od tych pradéw na lewa stron¢ réwnan (do macierzy oczkowej). Macierz impedancyjna

Z wynika z uporzadkowania powstatego macierzowego uktadu rownan.
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Przyklad 4.3

Dla obwodu przedstawionego na rys. 4.11 napisa¢ réwnanie pragdow oczkowych przy zatozeniu ukladu oczek

niezaleznych jak na rysunku.

Rys. 4.11 Schemat obwodu do przyktadu 4.3
Rozwigzanie
Obwod zawiera 3 oczka niezalezne, stad wymiar macierzy oczkowej jest rowny 3, podobnie jak liczba nieznanych
sktadnikow wektora pradow oczkowych oraz liczba znanych sktadnikéw wektora napie¢ wymuszajacych. Korzystajac z

podanej wczesniej reguty tworzenia opisu oczkowego otrzymuje si¢

L +7Z,+7Z, -7, -7,
7= -Z, Z,+Z,+Z, -Z,
-7, -Z L +Z,+ 27
-E -FE,
E=| E;+E,
EI_E6

Biorac pod uwage ze obwod zawiera trzy nieznane prady oczkowe tworzace wektor pradow I = [I

T
ol I 02 1 03] 4
rownanie oczkowe ZI = E stanowi zbidr trzech rownan liniowych. Rozwigzanie tego uktadu rownan pozwala okresli¢

te zmienne, a w konsekwencji rowniez. wszystkie prady galeziowe obwodu. Mianowicie

Iy =1,;-1,
I, =1,
Iy=1,~1,
1,=1,
Is=1,;-1,
Iy =~1,

Metoda pradoéw oczkowych wymaga rozwigzania uktadu N roéwnan, gdzie N oznacza liczbg oczek niezaleznych.
Podobnie jak w metodzie weztowej liczba oczek jest zwykle duzo mniejsza niz liczba gatezi obwodu, stad metoda

pradoéw oczkowych jest duzo bardziej efektywna niz metoda klasyczna wykorzystujgca bezposrednio prawa Kirchhoffa.
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4.7. Zasada superpozycji

Omowione wczesniej metody analizy symbolicznej stanowig dobry i skuteczny sposdb rozwigzania problemu przy
istnieniu w obwodzie zrddet sinusoidalnych o tej samej czestotliwosci, gdyz dla kazdego zrodla elementy reaktancyjne
LC przedstawiajg sobg te same wartosci reaktancji. Istotna trudnos¢ wystepuje dopiero przy istnieniu w obwodzie wielu
zrodet o réznych czestotliwosciach. W takim przypadku nie istnieje pojecie impedancji wspdlnej dla kazdego zrodta, co
uniemozliwia zastosowanie metody symbolicznej. Jedynym rozwigzaniem pozostaje wtedy zastosowanie zasady

superpozycji. Obowigzuje ona tylko dla obwodow liniowych. Jej tres¢ jest nastepujaca.

Zasada superpozycji
Odpowiedz czasowa obwodu elektrycznego liniowego o wielu wymuszeniach przy warunkach poczgtkowych zerowych jest

rowna sumie odpowiedzi czasowych na kazde wymuszenie z osobna.

Tak ogodlnie sformutowana zasada obowigzuje zar6wno w stanie ustalonym jak i nieustalonym obwodu. W przypadku
analizy stanow ustalonych jej zastosowanie w analizie obwodow polega na rozbiciu danego obwodu o wielu
wymuszeniach na wiele obwodoéw zawierajacych jedynie wymuszenia o tej samej czestotliwosci, rozwigzaniu kazdego z
nich oddzielnie a nastepnie zsumowaniu odpowiedzi czasowych kazdego obwodu. Nalezy pamigta¢ przy tym o zasadzie,

ze eliminowane zrodta sa zastepowane zwarciem (jesli zrodto jest napieciowe) lub rozwarciem (gdy zrodto jest pradowe).

[lustracje sposobu stosowania zasady superpozycji w analizie obwodow liniowych przedstawiono na rys. 4.12.

[ B e
(1) | Obwsd { _ ~._ | Obwod b P Obwod | (F)
W liniowy gl g == l'lx_.*-_-:»'l’l liniowy liniowy L E
i e i %

Rys. 4.12. Tlustracja zasady superpozycji w obwodach liniowych

Nalezy podkresli¢, ze zgodnie z zasada superpozycji sumowanie odpowiedzi pochodzacych od réznych wymuszen
moze odbywaé sie¢ wylacznie w dziedzinie czasu. Sumowanie wartosci zespolonych od poszczegdlnych wymuszen
byloby powaznym btedem, gdyz sugerowatoby istnienie rozwigzania obwodu zawierajacego tylko jedna harmoniczna o
niekreslonej czestotliwosci.

Zasada superpozycji odgrywa podstawowa role przy analizie obwodow zawierajacych zrodla sinusoidalne o
roznych czestotliwosciach. W takim przypadku nalezy zastosowac analizg¢ obwodu tyle razy, ile réznych czgstotliwosci

wystepuje w obwodzie. Zrodta o tej samej czestotliwosci sa grupowane i poddawane pojedynczej analizie.
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4.8 Cwiczenia

Cwiczenie 4.1
Stosujac metode Thevenina obliczy¢ prad w gatezi AB obwodu przedstawionego na rys. 4.13. Dane liczbowe elementow:
R =4Q, R, =8Q,R, =2Q R, =2Q, e(r) =30~2sincr V.

| A
1" IK

R, Be Ry
- F——___I4

@e{t}

Rys. 4.13 Schemat obwodu do ¢wiczenia 4.1

Rozwigzanie
Impedancja z zaciskow AB obwodu (rys. 4.14a) jest rOwna

a) b) °)

. A
A R, Rs POEL
| l — g g UAB@
ik | ; "
W Rs Re T R2 AB Rd.
—t e — e - 4:»} e
B X e &
Zpp
) b) 0)

Rys 4.14 Schematy obwodu do obliczania: a)impedancji Z4s, b) napigcia Uys, c) pradu I«

Z,y= RR‘R3 + RR, =293
\+R, R, +R,

Prady w obwodzie z rys. 4.14b:

Il= E :3—0=5
R+R, 6
E 30
2: :—:3
R,+R, 10
Napigcie Uap

Uyz=RI1,-RI =4

Poszukiwany prad Ix z obwodu zastgpczego Thevenina (rys. 4.14c)

] =UAB

X

=136A

AB

Cwiczenie 4.2
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Napisa¢ rownanie potencjatow weztowych dla obwodu przedstawionego na rys. 4.15

o v

Rys. 4.15 Schemat obwodu do ¢wiczenia 4.2

I_F
_<
i

Rozwigzanie
W pierwszym kroku zrodta sterowane traktuje si¢ jak zrodla niezalezne, stad rownanie opisujace obwod przyjmie postaé
Y+y, -Y 0 " VWE ~1,
-y, L+l =Y (V= -g(; -Vs5)
0 —Y, Y, +Y, |V, -1,

Przemieszczajac wyrazenie opisujace zroédto sterowane na lewg strong rownania i porzadkujac otrzymany uktad rownan
otrzymuj si¢ opis wezlowy w postaci ostatecznej

A A 0 w1 [YE -1,
=Y, Y+Y,+g -Y,—-g|V,|= 0
0 -1 v, +Y, |V -1,

Cwiczenie 4.3
Napisa¢ macierzowe rownanie oczkowe dla obwodu przedstawionego na rys. 4.16

E1®. &}

Rys. 4.16 Schemat obwodu do ¢wiczenia 4.3

Rozwigzanie
W pierwszym kroku z prawa napigciowego Kirchhoffa zastosowanego do trzech oczek zaznaczonych na rysunku po
wyrazeniu pradow gateziowych poprzez prady oczkowe otrzymujemy rownanie oczkowe o postaci

Z,+Z,+Zy -7, —Zs [1,] [E —rl,
-7, Z,+7Z, 0 |1,,|=| E,-E,
- Z, 0  Z,+Z |1, E,
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Przemieszczajac czynnik rl,; odpowiadajacy zrodhu sterowanemu na lewa strone roOwnania otrzymuje si¢ ostateczng
postaé opisu oczkowego

Zi+Z,+2Z, -7, —Z,+r|l, E,
-Z, Z,+7, 0 1,|=|E,-E,
—Zs 0 Zi+Z | 1, E,
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4.9 Zadania sprawdzajace

Zadanie 4.1
Wyznaczy¢ opis admitancyjny obwodu przedstawionego na rys. 4.17.

O @, -

Z’I |1 IS=gVZ2 Z3

Rozwigzanie

r+Y, -4 O 7| | Lh+EX

-Y,-g YL+g 0 |V |=| -1,
0 0 Y+Y, V]| |L-EY,
Zadanie 4.2

Wyznaczy¢ prad I w obwodzie przedstawionym na rys. 4.18 metoda Thevenina. Przyja¢ nastgpujace wartosci
parametrow: R=10Q, X;=100Q, ¢,(r) = 10+/2sin(t +90°), e,(r) = 20~/2sin(t - 90°)V .

R R

eq(t) ex(t)

lx

Rys. 4.18 Schemat obwodu do zadania 4.2
Rozwigzanie

[ =-04-;02= 0.447¢ /13
Zadanie 4.3

Wyznaczy¢ prad I w obwodzie przedstawionym na rys. 4.19 metoda Thevenina. Przyja¢ nastgpujace wartosci
parametrow: Ri=10Q, R;=20Q, R;=20Q, X;=5Q, e(¢) = 30~/2sin(t —90°)V .

78



Rys. 4.19 Schemat obwodu do zadania 4.3

Rozwigzanie

I =-1.44-1.924

Zadanie 4.4

Sformutowaé rownania admitancyjne metoda potencjatow weztowych 1 wyznaczy¢ potencjalty w wezlach obwodu
przedstawionego na rys. 4.20. Przyja¢é nastgpujgce wartosci parametrow: R;=2Q, R,=4Q, L=2H,
o =1,e(r) =16-/2sin(at)V .

O 0.9 3

ls=5V12

Rys. 4.20. Schemat obwodu do zadania 4.4
Rozwigzanie
Vi=16,V,=15,85+j1,5

Zadanie 4.5
Sformutowaé rownanie weztowe dla obwodu przedstawionego na rys. 4.21.

E, E,
B o oo B
T

ol I 3¢

Is:3|R1

Iy =—

©

Rys. 4.21. Schemat obwodu do zadania 4.5

Rozwigzanie
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I -2
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R,

E,
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Stownik opanowanych pojeé
Wyklad 1

Amper — jednostka pradu oznaczona w postaci [A].

Cewka — element obwodu stuzacy do gromadzenia energii w polu magnetycznym, ktorego gléwna cechg jest
indukcyjnos$¢. Fizycznie cewka sktada si¢ z wielu zwojow drutu nawinigtego na korpusie ferromagnetycznym lub
nieferromagnetycznym.

Element liniowy — element obwodu, w ktorym zaleznos$ci migdzy zmiennymi (np. pradem i napieciem) sa liniowe.
Element nieliniowy - element obwodu, w ktorym zaleznos$ci mi¢dzy zmiennymi (np. pradem i napigciem) sg nieliniowe.
Elementy pasywne — elementy obwodu nie wytwarzajace energii (np. rezystor, cewka, kondensator).

Elementy zrodlowe - elementy obwodu wytwarzajace energi¢ (np. niezalezne zrodta pradu i napigcia, zrodta sterowane).
Farad — jednostka pojemnos$ci oznaczona w postaci [F], przy czym 1F=1As/V.

Galaz — jeden lub wigcej elementow obwodu wlaczonych szeregowo badz rownolegle migdzy dwoma weztami.

Henr — jednostka indukcyjno$ci oznaczona w postaci [H], przy czym 1H=1Qs

Indukcyjnos$¢ (wlasna) - wspotczynnik L wigzacy strumien skojarzony ¥ oraz prad i w pojedynczej cewce liniowej (
VY =Li).

Indukcyjnosé wzajemna - wspotczynnik M, wigzacy strumien skojarzony z jedna cewka wywotany przez prad w
drugiej cewce dla dwu cewek magnetycznie sprz¢zonych, W, = M ,i,.

Kondensator — clement obwodu stuzgcy do gromadzenia tadunku elektrycznego, ktorego gtowng cecha jest pojemnosé.
Kondensator zbudowany jest z dwu rownoleglych powierzchni przewodzacych przedzielonych izolatorem.
Konduktancja — odwrotno$¢ rezystancji, mierzona w siemensach [S], przy czym 1S=1/Q.

Kulomb — jednostka tadunku oznaczona w postaci [C], przy czym 1C=1As.

Napiecie elektryczne — rdznica potencjatow migdzy dwoma punktami (weztami) obwodu elektrycznego mierzona w
voltach.

Obwod elektryczny — uktad potgczen elementow umozliwiajacy przeptyw pradu elektrycznego.

Oczko — zamkniety uktad polaczen elementow obwodzie (zwykle fragment obwodu), dla ktorego zdefiniowane jest
napigciowe prawo Kirchhoffa.

Om — jednostka rezystancji oznaczana w postaci [QQ], przy czym 1Q =1V/A.

Pojemnosé¢ — cecha gtdowna kondensatora zapisana jako wspotczynnik C wiagzacy tadunek z napigciem na kondensatorze
(¢=Cu). Pojemno$¢ mierzona jest w faradach [F].

Polaczenie rownolegle — uktad potaczen elementdw, w ktorym poczatki wszystkich elementow podobnie jak ich konce
s ze soba potaczone i wyprowadzone jako koncowki zewnetrzne. W polaczeniu rownoleglym rezystorow konduktancja
wypadkowa jest rowna sumie konduktancji poszczegolnych elementow.

Polaczenie szeregowe — uktad polaczen elementow, w ktorym poczatek jednego elementu polaczony jest z koncem
nastgpnego. W potgczeniu szeregowym rezystoroOw rezystancja wypadkowa jest rOwna sumie rezystancji poszczegodlnych
elementow.

Polaczenie w gwiazde — potaczenie trzech elementow w taki sposob, ze jedna koncowka kazdego elementu jest wspdlna
a pozostale stanowig wyprowadzenie zewng¢trzne; taki sposob potaczenia przypomina ksztaltem gwiazde.

Polaczenie w trojkat — potaczenie trzech elementéw tworzace ksztalt trojkata; kazdy punkt wspolny dwu elementow jest
wyprowadzony na zewnatrz.

Prawa Kirchhoffa - podstawowe prawa obwodu elektrycznego. Jednym z nich jest prawo pragdowe, mowiace, ze suma
pradow w kazdym wezle obwodu jest rowna zeru. Drugie prawo Kirchhoffa dotyczy napie¢ w oczku i stwierdza, ze suma
napie¢ galeziowych w kazdym oczku obwodu jest rowna zeru.

Prad elektryczny — uporzadkowany ruch tadunkéw elektrycznych w obwodzie, definiowany jako pochodna fadunku po

d
czasie I = —q. Jednostka pradu jest amper [A].
t

Rezystancja — (zwana roéwniez opornoscig) wyraza opdr stawiany przeptywowi pradu w obwodzie zawierajacym
rezystory. Jest wspotczynnikiem R wigzacym napigcie i prad w rezystorze (u=Ri). Jednostka rezystancji jest om [Q].
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Rezystancja wewnetrzna zrodta — rezystancja skojarzona ze zrodlem napigcia lub pradu. W przypadku zrodta napigcia
rezystancja wewngtrzna wiaczona jest szeregowo ze zrodtem (dla zrédia idealnego jest ona rowna zeru); w przypadku
zrodlta pradu rezystancja wewnetrzna wlgczona jest rownolegle do zrodta (dla zrodla idealnego jest rowna
nieskonczonosci).

Rezystor — (zwany rowniez oporem) jest liniowym elementem pasywnym obwodu, w ktérym zalezno$¢ migedzy pradem i
napigciem jest liniowa u=Ri, ze wspotczynnikiem proporcjonalnosci rownym rezystancji R.

Transfiguracja gwiazda-trojkat — zamiana polaczenia gwiazdowego elementéw w trojkatne, nie powodujgca zmiany
rozptywu pradow i rozktadu napige¢ w czegSci obwodu nie podlegajacej przeksztatceniu.

Transfiguracja trojkat-gwiazda - zamiana polaczenia trojkatnego elementow w gwiazdowe, nie powodujaca zmiany
rozptywu pradow i rozktadu napie¢ w czegSci obwodu nie podlegajacej przeksztatceniu.

Volt — jednostka napi¢cia oznaczana jako [V].

Wezel - punkt polaczenia co najmniej dwu elementow obwodu.

Zrédla niezalezne (niesterowane) — zrodto pradu lub napiecia o ustalonych parametrach. W przypadku zrédet stalych
warto$¢ pradu lub napigcia jest stala, dla zrodta sinusoidalnego wartosci parametrow funkcji sinusoidalnej sg stale.
Zrédia sterowane — zrodia pradu lub napiecia, ktorych wartosci sa zalezne od sygnatow sterujacych. Najpopularniejsze
sg cztery liniowe zrodla sterowane: napigcia sterowane napigciem, napig¢cia sterowane pradem, pradu sterowane
napig¢ciem i pradu sterowane pradem.

Wyklad 2

Admitancja — odwrotno$¢ impedancji (wielkos¢ zespolona).

Charakter obwodu — pojecie okreslajace relacje wektora pradu wzgledem wektora napigcia w obwodzie; jesli prad
wyprzedza napigcie — mowimy o charakterze pojemnos$ciowym, jesli jest na odwrot i napiecie wyprzedza prad — mowimy
o charakterze indukcyjnym obwodu.

Czestotliwos¢ — wielkos$¢ charakteryzujagca szybko$¢ zmian sygnatu okresowego, oznaczana literg f 1 mierzona w herzach
[Hz]. Jest odwrotno$cig okresu 7, f=I1/T. Warto$¢ chwilowa sygnalu sinusoidalnego opisana jest zaleznoscig:

x(t)=X,, sin(2aft +y)
Faza poczatkowa — warto$¢ kata sygnatu okresowego dla chwili =0; w przypadku sygnatu x(¢) = X, sin(27ft + y)
faza poczatkowa jest rowna | .

Impedancja — wielko$¢ zespolona bedaca uogdlnieniem rezystancji dla elementéw indukcyjnych i pojemnosciowych.
Oznaczana jest literg Z, a jej jednostka jest om. Dla rezystora impedancja jest rowna rezystancji R, dla cewki L

L
joC

Kat fazowy — warto$¢ argumentu funkcji okresowe;j; dla funkeji sinusoidalnej jest to funkcja liniowa czasu 27ft + i .

impedancja jest rtowna Z, = jwL, a dla kondensatora C impedancja jest rowna Z . =

Metoda symboliczna — metoda analizy stanu ustalonego obwodu przy wymuszeniu sinusoidalnym sprowadzajaca opis
obwodu do uktadu rownan algebraicznych typu zespolonego.

Okres — odcinek czasu 7, po ktorym warto$¢ funkcji okresowej powtarza si¢ f(t+1)=f(1).

Przesuniecie fazowe — roznica katow fazowych wektora zespolonego pradu i napigcia w obwodzie w stanie ustalonym
przy wymuszeniu sinusoidalnym.

Pulsacja — wielko$¢ proporcjonalna do czestotliwo$ci oznaczana jako @ . Relacje miedzy nimi okresla wzor: @ = 27f .

Reaktancja — czg$¢ urojona impedancji, oznaczana zwykle litera X; dla cewki reaktancja jest rtowna X, =wL, a dla
kondensatora X . =1/wC.

Stan ustalony — stan obwodu, w ktorym funkcja odpowiedzi ma taka samg posta¢ jak funkcja wymuszajaca; przy
sinusoidalnym wymuszeniu odpowiedz jest rowniez sinusoidalna o tej samej czestotliwosci, cho¢ o innej amplitudzie i
fazie poczatkowe;.

Susceptancja — odwrotnos$¢ reaktancji elementu.

Sygnal sinusoidalny - sygnat o warto$ci chwilowej okreslonej funkcja sinusoidalna x(¢) = X, sin(2zft + ).
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Warto$¢ chwilowa — wartos¢ sygnatu w konkretnej chwili ¢.
Warto$¢ maksymalna — najwigksza wartos¢ chwilowa sygnatu; dla sygnatu sinusoidalnego x(¢) = X, sin(2xft +y)

warto$¢ maksymalna jest rowna X,
Warto$¢ skuteczna sygnahlu - warto$¢ zastepcza stata, tak dobrana, Ze moc $rednia za okres sygnatlu rzeczywistego jest

robwna kwadratowi tej wartosci. Dla sygnatu okresowego f(f) definiuje sie¢ ja w postaci F = . W
przypadku sinusoidy warto$¢ skuteczna jest \/E razy mniejsza niz warto$¢ maksymalna.
Warto$¢ skuteczna  zespolona —  warto$¢ zespolona  przyporzadkowana  sygnatowi  sinusoidalnemu

x(t) = X, sin(27xft + ¢)uzywana w metodzie symbolicznej i bgdaca wielkoscig zespolona X =|X |ej¢, w ktorej

X
|X | = —2 oznacza modut warto$ci zespolonej (warto$¢ skuteczna sygnatu sinusoidalnego) a ¢ - faze poczatkows.

V2

Wartosé Srednia — usredniona warto$¢ sygnatu za okres lub pdt okresu funkcji okresowej, definiowana w postaci

1

? I f(t)dt Warto$¢ $rednia catookresowa dla sygnatu sinusoidalnego jest rowna zeru. Warto$¢ $rednia potokresowa

ty+T

lo
jest rozna od zera i rowna 0,637U,,.
Wykres wektorowy — graficzne przedstawienie zaleznosci migdzy wartosciami zespolonymi napigé i pradoéw
gateziowych w stanie ustalonym obwodu przy wymuszeniu sinusoidalnym.
Charakterystyka amplitudowa obwodu rezonansowego - zalezno$¢ modutu wartosci skutecznej zespolonej pradu lub
napiecia obwodu rezonansowego od czestotliwosci (pulsacji). Charakterystyki czestotliwosciowe obwodu
rezonansowego — zalezno$¢ wartosci skutecznej zespolonej pragdu lub napigcia od czestotliwosci w obwodzie
rezonansowym. Ze wzgledu na zespolony charakter odpowiedzi obwodu wyrdzni¢ mozna zaleznos$¢ czgstotliwosciowa
modutu (charakterystyka amplitudowa) oraz fazy (charakterystyka fazowa).
Charakterystyka fazowa obwodu rezonansowego - zalezno$¢ fazy warto$ci skutecznej pradu lub napigcia od
czestotliwosci (pulsacji) w obwodzie rezonansowym.

Czestotliwo$¢ rezonansowa — czgstotliwo$¢ f,. zrodla sinusoidalnego zasilajacego obwdd przy ktorej prad oraz napigcie

14

obwodu rezonansowego sg ze sobg w fazie. Z czestotliwos$cig rezonansowg zwigzana jest pulsacja rezonansowa
o, =27f,.

Dobroé¢ — parametr charakteryzujacy stopien tlumienia sygnatéw w obwodzie rezonansowym, definiowany dla
czestotliwo$ei rezonansowej. Im wyzsza dobro¢ obwodu tym mniejsze tlumienie i wyzsze napigcia na elementach
obwodu w stosunku do napigcia zasilania przy czgstotliwo$ci rezonansowe;.

x
Decybel — jednostka logarytmiczna thumienia (wzmocnienia) sygnatu. Jesli stosunek dwu sygnatow jest rowny —= w

Xy

X
skali liniowej to ich stosunek w skali logarytmicznej wyrazony wzorem 201g,, % mierzony jest w decybelach [dB].
X

Pasmo przepustowe — zakres czgstotliwosci (f, f,) W otoczeniu czgstotliwo$ci rezonansowej, na kraficach ktorego

warto$¢ skuteczna sygnatu wyjsciowego w obwodzie jest mniejsza \/E (odpowiada to 3 dB w skali logarytmicznej) w
stosunku do warto$ci maksymalnej.

Rezonans — stan obwodu RLC, w ktérym prad i napigcie sg ze sobg w fazie.

Rezonans réwnolegly — zjawisko rezonansu zachodzace w obwodzie zawierajacym rownoleglte potaczenie elementow L i
C.

Rezonans szeregowy - zjawisko rezonansu zachodzgce w obwodzie zawierajacym szeregowe potaczenie elementow L i
C.
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Rezystancja charakterystyczna — parametr p charakteryzujacy obwod rezonansowy RLC. W obwodzie o szeregowym

L
lub réwnoleglym potaczeniu elementéw RLC rezystancja charakterystyczna okreslona jest wzorem p = |—.

C
Rozstrojenie bezwzgledne — parametr x charakteryzujacy odstrojenie obwodu od rezonansu. Dla obwodu szeregowego

ol —1/wC

RLC okreslone jest zaleznoscig x = T . Dla punktu rezonansowego rozstrojenie bezwzgledne jest rowne zeru.

Rozstrojenie wzgledne — parametr charakteryzujgcy stopien odstrojenia aktualnej czestotliwosci (pulsacji) od wartosci

. , . 0 o,
rezonansowej. Okreslone jest wzorem ¢ = — — .
w 0]

r

Wyklad 3

Bilans mocy — suma mocy w obwodzie w kazdej chwili czasowej rowna zeru.

Cewka rzeczywista — model cewki uwzgledniajacy oprocz indukcyjnosci rowniez rezystancje zwojow drutu, z ktorego
jest wykonana cewka. Zwykle jest to potaczenie szeregowe indukcyjnosci i rezystancji.

Dopasowanie odbiornika do zrédla — stan pracy obwodu z nicidealnym zréodtem, w ktorym w odbiorniku wydziela si¢
maksymalna moc czynna. Warunkiem dopasowania jest rowno$¢ rezystancji odbiornika i rezystancji wewngtrznej zrodta
przy kompensowaniu si¢ reaktancji odbiornika i zrodta.

Energia cewki — energia zgromadzona w polu magnetycznym cewki.

Energia kondensatora — energia zgromadzona w polu elektrycznym kondensatora.

Kondensator rzeczywisty — model kondensatora uwzgledniajacy oprocz pojemnosci rowniez jego uplywnos¢ (stratnosc).
Zwykle jest to polaczenie rownolegte pojemnosci i rezystancji.

Moc bierna — moc nierzeczywista definiowana jako iloczyn modutow pradu i napigcia oraz sinusa kata miedzy wektorem
pradu i napigcia, oznaczana zwykle litera Q.

Moc chwilowa — iloczyn wartosci chwilowych pradu i napigcia w obwodzie; oznaczana jako p(?).

Moc czynna — wartos$¢ $rednia za okres z mocy chwilowej, rowna iloczynowi moduldéw pradu i napigcia oraz cosinusa
kata miedzy wektorem pradu i napigcia, oznaczana zwykle literg P.

Moc pozorna zespolona — moc bedaca ztozeniem zespolonym mocy czynnej i biernej, oznaczana jako S=P+jQ, gdzie P
jest mocg czynng a Q — mocg bierng. Pod pojeciem mocy pozornej (bez dodatku ,,zespolonej”) rozumie si¢ modut mocy
pozorne;j.

VA — jednostka mocy pozornej wyrazajaca iloczyn volta i ampera.

war — jednostka mocy biernej (pochodzi od zltozenia ,,Volt-Amper reaktancyjny”’) oznaczona jako [var].

wat — jednostka mocy czynnej oznaczona jako [W]

Wyklad 4

Admitancja wlasna wezla — suma admitancji dotaczonych do danego wezta w obwodzie. Wystepuje na miejscach
diagonalnych macierzy admitancyjnej; pojecie uzywane przy tworzeniu macierzy potencjatow weztowych.

Admitancja wzajemna wezlow — admitancja wlaczona migdzy dwoma weztami w obwodzie. Wystepuje w macierzy
potencjatdéw weztowych na miejscach niediagonalnych ze znakiem minus; pojecie uzywane przy tworzeniu macierzy
potencjatow weztowych.

Impedancja wlasna oczka — suma impedancji wystepujacych w danym oczku. Wystepuje na miejscach diagonalnych
macierzy oczkowej.

Impedancja wzajemna oczka — impedancja wspolna dla dwu oczek sgsiadujgcych ze soba. W macierzy oczkow;j
wystepuje na miejscach niediagonalnych ze znakiem minus (przy zatozeniu jednakowych zwrotéw praddéw oczkowych).
Macierz potencjalow wezlowych — zwana jest rOwniez macierzg we¢zlowa Y. Wystepuje w opisie obwodu przy
zastosowaniu potencjatow weztowych, I =YV, gdzie V oznacza wektor potencjatéw weztowych a I wektor pradow

zrodtowych.
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Macierz oczkowa — macierz Z wiazaca prady oczkowe wyrazone poprzez wektor I oraz napigcia wymuszajace oczek,

opisane poprzez wektor E. Rownanie oczkowe przyjmuje posta¢ E =ZI .

Metoda potencjalow wezlowych — metoda opisu obwodu przy ograniczeniu si¢ do potencjaléw weztowych jako
jedynych zmiennych uzytych w opisie. Rownanie wegztowe przyjmuje posta¢ I = YV.

Metoda pradéw oczkowych — metoda opisu obwodu przy ograniczeniu si¢ do pradow oczkowych jako jedynych
zmiennych wystepujacych w opisie. ROwnanie oczkowe przyjmuje posta¢ E =71 .

Metoda rownan Kirchhoffa - metoda wyznaczania pradéw i napig¢ w obwodzie polegajaca na przyjeciu wszystkich
pradow galeziowych jako zmienne i wypisaniu odpowiedniej liczby réwnan na podstawie prawa pradowego i
napigciowego Kirchhoffa.

Potencjal wezlowy — potencjatl przypisany danemu weztowi, mierzony wzglgdem wspodlnego wezta odniesienia obwodu.
Prad oczkowy — fikcyjny prad o przyjetym z gory zwrocie przypisany kazdemu oczku w metodzie oczkowe;.

Twierdzenie Nortona — twierdzenie umozliwiajgce zastgpienie dowolnego obwodu ,,widzianego” z dwu dowolnych
zaciskOw potaczeniem rownolegltym idealnego zrodta pradowego i impedancji zastepczej ,,widzianej” z tych zaciskow.
Twierdzenie Thevenina - twierdzenie umozliwiajace zastgpienie dowolnego obwodu ,,widzianego” z dwu dowolnych
zaciskow potaczeniem szeregowym idealnego zrodia napieciowego i impedancji zastepczej ,,widzianej” z tych zaciskow.
Zasada superpozycji — zasada gloszaca, ze odpowiedz chwilowa obwodu na wiele wymuszen jest rOwna sumie
odpowiedzi chwilowych na kazde wymuszenie oddzielnie. Zasada ta obowigzuje wylacznie dla obwodow liniowych.
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