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1. Metoda rownan rozniczkowych w analizie stanow nieustalonych w

obwodach

W wyniku przetgczen lub zmiany wartosci parametrow obwodu RLC powstaje w nim stan nieustalony, charakteryzujacy
si¢ tym, ze ksztalt odpowiedzi obwodu jest inny niz wymuszenia. Na przyktad przy statym wymuszeniu odpowiedz jest
zmienna wyktadniczo, badz sinusoidalnie. Z uptywem czasu odpowiedzi tego typu zanikajg i ich charakter znow
odpowiada charakterowi wymuszenia. Z czasem powstaje wigc nowy stan ustalony w obwodzie o zmienionej strukturze
na skutek przelgczenia. W stanie nieustalonym obwodu mozna zaobserwowaé interesujace zjawiska, ktore odgrywajg
ogromna role w praktyce. Analiza tych zjawisk pozwala z jednej strony unikna¢ pewnych niebezpieczenstw zwigzanych z
przepigciami, ktore mogg wystapi¢ w obwodzie a z drugiej strony wykorzysta¢ te zjawiska do generacji przebiegdw

zmiennych w czasie (np. generatory napi¢¢ harmonicznych).

W tym rozdziale zaprezentowane zostang podstawowe metody opisu obwodow RLC w stanie nieustalonym przy
zastosowaniu rownan rozniczkowych. Wprowadzona zostanie metoda rownan stanu oraz tak zwana metoda klasyczna.

Rownania stanu sg zbiorem wielu rownan rézniczkowych pierwszego rzedu zapisanych w postaci jednego réwnania

. dx . . . . .
macierzowego 7 = Ax + Bu. Zmiennymi stanu tworzacymi wektor x sa napigcia kondensatoréow i prady cewek, dla
t

ktorych obowigzujg tak zwane prawa komutacji, pozwalajace na wyznaczenie warunkow poczatkowych w obwodzie.

W metodzie klasycznej zbior réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu zostaje zastgpiony jednym roéwnaniem
rézniczkowym wyzszego rzedu wzgledem jednej zmiennej stanu. Wprowadzone zostanie pojgcie rdéwnania

charakterystycznego oraz biegundéw uktadu, decydujacych o charakterze rozwigzania obwodu w stanie nieustalonym.
1.1 Podstawowe pojecia stanow nieustalonych

Analizujgc przebiegi czasowe procesow zachodzacych w obwodach elektrycznych nalezy wyrdézni¢ dwa stany:

e stan ustalony charakteryzujacy si¢ tym, Ze posta¢ odpowiedzi jest identyczna z postacig wymuszenia (na przyktad w
odpowiedzi na wymuszenie sinusoidalne odpowiedz ustalona jest rowniez sinusoidalna o tej samej czestotliwosci
cho¢ innej fazie poczatkowej i innej amplitudzie)

e stan nieustalony, w ktorym przebiegi czasowe odpowiedzi majg inny charakter niz wymuszenie (na przyktad w

odpowiedzi na wymuszenie stale odpowiedz obwodu jest wyktadniczo malejaca czy oscylacyjna).

Stan nieustalony w obwodzie RLC powstaje jako natozenie si¢ stanu przejsciowego (zwykle zanikajacego) i stanu
ustalonego przy zmianie stanu obwodu spowodowanego przelaczeniem. Moze on wystgpi¢c w wyniku przelaczen w
samym obwodzie pasywnym (zmiana wartosci elementow, zwarcie elementu, wylaczenie elementu) lub w wyniku
zmiany sygnalow wymuszajagcych (parametrow zrodet napigciowych i pradowych, w tym takze zalaczeniem lub
wylaczeniem zrodta). Dowolng zmiang w obwodzie nazywac¢ bedziemy komutacja. Zaktada¢ bedziemy, ze czas trwania
komutacji jest rowny zeru, co znaczy ze wszystkie przelaczenia odbywaja si¢ bezzwlocznie.

W obwodach elektrycznych proces komutacji modeluje si¢ zwykle przy pomocy wylacznikow i przetacznikow

wskazujacych na rodzaj przetaczenia. Chwile czasowa poprzedzajacg bezposrednio komutacje oznacza¢ bgdziemy w



ogolnoscei przez ¢, (w szczegdlnosei przez 07 ), natomiast chwilg bezposrednio nastgpujaca po komutacji przez ¢, (w

szczegllnosei przez 07), gdzie ¢, jest chwila przefaczenia (komutacji).

1.2 Prawa komutacji

Z podstawowych praw rzadzacych obwodami elektrycznymi wynika, ze w rezultacie przelgczenia zachowana zostaje
cigglos¢ sumy tadunkow kondensatorow dotaczonych do wezta. Oznacza to, Zze suma ladunkow kondensatorow
dotaczonych do takiego wezta przed przetaczeniem jest rowna sumie tadunkéw kondensatoréow dotaczonych do tych
wezlow po przetaczeniu. Zasada ta wynika stad, ze do danego wezla nie moze doptynac¢ skonczony tadunek w zerowym
czasie.

Podobnie cigglo$¢ zachowuje suma strumieni skojarzonych cewek nalezacych do danego oczka. Suma strumieni
skojarzonych cewek nalezacych do oczka przed przetaczeniem jest réwna sumie strumieni skojarzonych cewek

nalezacych do tego oczka po przetgczeniu.
1.2.1 Prawo komutacji dotyczace kondensatorow

Suma tadunkéw kondensatorow dotgczonych do danego wezla nie moze zmieni¢ si¢ w sposob skokowy na skutek

komutacji, co mozna zapisa¢ w postaci (w rOwnaniu przyjeto, ze komutacja zachodzi w chwili £,=0)

34:(07) = $g,(07) (L.1)

Jesli w wyniku przelaczenia nie powstajg oczka zlozone z samych kondensatoréw oraz idealnych zrodet napigcia to
biorgc pod uwage zalezno$¢ gc=Cuc prawo komutacji dla kondensator6w mozna zapisaé w uproszczonej postaci

uzaleznionej od napi¢¢ tych kondensatorow
1o (07) = u (07) (12)

Ostatnia posta¢ prawa komutacji dotyczaca napigcia na kondensatorze jest najczesciej uzywana w praktyce.

1.2.2 Prawo komutacji dotyczgce cewek

Suma strumieni skojarzonych cewek nalezacych do danego oczka nie moze ulec skokowej zmianie na skutek przetaczenia

w obwodzie, co mozna zapisa¢ w postaci (w rownaniu przyjeto, ze komutacja zachodzi w chwili #=0)

S W,(07) = Z9(0%) (13)



Jesli w wyniku przelaczenia nie powstaja wezly (doktadniej rozcigcia [5]) do ktorych dotgczone sa wytacznie same cewki

i zrodta pradowe to biorac pod uwagg, ze W = Li, prawo ciaglosci strumieni moze by¢ uproszczone do ciggtosci pradu

cewek, co zapiszemy w postaci

i,(07)=1,(0") (1.4)

Jest to najczesciej w praktyce uzywana postaé pierwszego prawa komutacji w odniesieniu do cewki.

Nalezy zaznaczy¢, ze prawa komutacji dotyczg wylacznie pradu (strumienia) cewki i napigcia (fadunku)
kondensatora. Inne wielkos$ci zwigzane z tymi elementami (prad kondensatora, napigcie cewki) jak réwniez prad i
napigcie na rezystorze nie sg zwigzane bezposrednio zalezno$ciami energetycznymi i mogg zmieniaé si¢ w sposob
skokowy podczas komutacji. Wartosci jakie przybierajg tuz po komutacji wynikaja badz z praw Kirchhoffa badz z prawa
Ohma.

Przy zalozeniu, ze chwile komutacji uwaza¢ bedziemy za chwile poczatkowg analizy obwodu w stanie

nieustalonym (7, = 0) istotnym problemem w analizie obwodu jest wyznaczenie warunkow poczatkowych procesu, czyli

wartosci napie¢ na kondensatorach i pradéw cewek w chwili przetaczenia (u nas i,(07) oraz u.(07)). Zwykle
przyjmuje si¢, ze przelaczenie nastgpuje ze stanu ustalonego obwodu. Warunki poczatkowe wynikajg wowczas z wartosci
ustalonych tych wielko$ci w chwili tuz przed przetaczeniem 7, = 0~ . Warunki poczatkowe moga by¢ przy tym zerowe,
jesli prady wszystkich cewek i napigcia wszystkich kondensatorow w chwili przetagczenia mialy wartosci zerowe.
Znajomos¢ warunkow poczatkowych w obwodzie jest niezbgdna przy wyznaczaniu rozwigzania obwodu w stanie
nieustalonym.
Wyznaczenie stanu poczatkowego napiecia kondensatora i pradu cewki w obwodzie sprowadza si¢ do
e rozwigzania stanu ustalonego obwodu przed przelagczeniem (przy wymuszeniach sinusoidalnych metoda
symboliczng),

e okre$lenia postaci czasowej tego rozwiazania dla pradu cewki i, (¢) i napigcia kondensatora u . (¢)

® wyznaczenia warto$ci tego rozwigzania odpowiadajacego chwili czasowej przelaczenia (unas i, (07) oraz u.(07)).

1.3 Opis stanowy obwodu RLC

Wykorzystujgc opis ogdlny elementow RLC oraz prawa Kirchhoffa tatwo pokazaé, ze liniowe obwody elektryczne RLC
w stanach nieustalonych moga by¢ opisane przez roéwnania rézniczkowe i calkowe. Porzadkujac te rownania i eliminujac
zmienne nie bedace pradami cewek i napigciami kondensator6w mozna uzyskac tak zwang posta¢ kanoniczng opisu w

postaci uktadu réwnan rézniczkowych, ktéry mozna przedstawi¢ nastepujaco



— = a,x,+ a,x,+ ot a,x,+ f,(®)
dx,
_dt = a,Xx,+ a,x,+ ot a,x, +  f,(1) (1.5)
Z = a,x; + a,x,+ et a,x,+ [ ()
Zmienne X,, X,, .., X, Wystgpujace w rownaniach oznaczajg prady cewek lub napigcia kondensatoréw (tzw. zmienne

stanu). W opisie obwodu operuje si¢ zwykle minimalnym zbiorem zmiennych stanu, ktore sg niezb¢dne dla wyznaczenia
pozostatych wielkosci w obwodzie. Liczba zmiennych stanu # zalezy od liczby cewek L i1 kondensatorow C w obwodzie i
nigdy nie jest wicksza niz suma kondensatoréw i cewek wiaczonych w obwodzie. W szczegélnym przypadku, gdy obwod
nie zawiera cykli CE (oczko ztozone wylgcznie z kondensatoréw i idealnych zrodel napiecia) lub rozcig¢ LI (wezty
obwodu lub przecigcie zawierajace jedynie idealne zrodta pradu i cewki) wymiar macierzy stanu jest rowny liczbie
kondensatorow i cewek w obwodzie n=nc+n;. W przypadku wystapienia cykli CE lub rozcigc¢ L] wymiar stanu » jest
pomniejszany o ich liczbe.

State wspolczynniki a; wystepujace w rownaniu (1.5) stanowig kombinacje wartosci parametréw R, L, C, M elementow
pasywnych obwodu oraz parametrow zrodet sterowanych. Funkcje czasu fi(¢), f2(7), ..., fu(f) zwigzane sg z wymuszeniami

napigciowymi i pradowymi w obwodzie. Przedstawiony powyzej uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

dx, |
dt a; 4y . 4y, Xy Sf1(0)
dx, a a .. a X 1,(1)
? — 21 22 2n . 2 + 2 (16)
dxn a, a, .. a,||x, £, ()
| dt |

W przypadku obwodéw liniowych funkcje fi(f) wystgpujace po prawej stronie wzoru sa liniowymi funkcjami wymuszen
pradowych i napieciowych. Oznaczajac wymuszenia pradowe badz napigciowe w ogolnosci przez u; mozna te funkcje

zapisac przy pomocy zalezno$ci macierzowe;j

f1(®) by, by, .. b, U,
f>(1) _ b, b, .. b, | % (1.7)

fn (t) bnl bn2 bnm um

Jesli macierz zawierajacg elementy a; oznaczymy jako A, macierz o elementach b; jako macierz B, wektory zawierajace
zmienne stanu przez x a wektor wymuszen przez u, to rOwnanie stanu opisujace obwod elektryczny mozna przedstawi¢ w

postaci



dx ()

= Ax(?) + Bu(?) (1.8)

Jest to ogolna posta¢ opisu stanowego obwodu liniowego RLC. Reprezentuje ona uklad n réwnan rézniczkowych
liniowych rzedu pierwszego. Elementy macierzy A i B zalezg wylacznie od wartosci parametréw obwodu. Elementy
wektora u stanowig zrodla niezalezne pradu i napigcia w obwodzie. Zmienne stanu to niezalezne napigcia na

kondensatorach i prady cewek.

1.4. Rozwigzanie stanow nieustalonych w obwodach metodq zmiennych stanu

1.4.1 Rozwiazanie ogolne

Jak zostato pokazane w punkcie poprzednim uklad rownan rézniczkowych opisujacych obwadd elektryczny moze by¢
przedstawiony w postaci macierzowego rownania stanu (1.8). Jesli zatozymy, ze wektor stanu x(¢) jest n-wymiarowy a
wektor wymuszen u(f) m-wymiarowy, to macierz stanu A ma wymiar #X#n, a macierz B nxm. Rownanie (1.8)
nazywane jest macierzowym réwnaniem stanu obwodu elektrycznego. Rozwigzanie tego réwnania pozwala wyznaczy¢
przebiegi czasowe zmiennych stanu tworzacych wektor x(¢). Jesli dodatkowo interesujg nas inne zmienne w obwodzie, na
przyktad prady i napigcia rezystorow, prady kondensatorow czy napiecia na cewkach to nalezy sformulowac¢ drugie
roOwnanie, tzw. rownanie odpowiedzi y(¢), ktore uzaleznia poszukiwane wielkosci od zmiennych stanu i wymuszen.

Rownanie to zapiszemy w postaci
y(¢) =Cx(t) + Du(?) (1.9)
Rownania (1.8) 1 (1.9) tworzg par¢ rownan stanu

dx(t)
7—AX(f)+BU(f) (110)

y(¢) =Cx(t) + Du(?)

ktéra w pelni opisuje stan obwodu przy zalozeniu, ze znane sg warunki poczatkowe Xo=x(fy), gdzie # oznacza chwilg

przetaczenia. W przypadku ogdlnym rozwigzanie rownania stanu przyjmuje postac

t
x(1) = A TOx(t) + [e*TPBu(r)de (1.11)
10

Zalezno$¢ powyzsza stanowi rozwigzanie ogolne, ktore dla konkretnych wartosci funkcji wymuszajacych zadanych
wektorem u wyznacza rozwigzanie czasowe dla zmiennych stanu. We wspotczesnych metodach numerycznych réwnania
stanu stanowig punkt wyjécia w okreSlaniu dokladnego rozwigzania rownan liniowych lub przyblizonego dla

zlinearyzowanych rownan stanu. Sg one réwniez bardzo wygodne w zastosowaniach przyblizonych metod catkowania
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rownan rozniczkowych ze wzgledu na to, ze wszystkie rdwnania stanu sa rzgdu pierwszego, dla ktorych istnieja

wyspecjalizowane metody catkowania przyblizonego.

W rozwigzaniu (1.11) rébwnania stanu wystepuja dwa cztony, z ktorych pierwszy jest zalezny tylko od warunkow
poczatkowych niezerowych (energii zgromadzonej w cewkach i kondensatorach), a drugi stanowi odpowiedz obwodu na
wymuszenia tworzgce wektor u(?). Pierwsza czes$¢ utozsamiac¢ bedziemy wylacznie ze sktadowsa przej$ciowg pochodzaca
od niezerowych warunkow poczatkowych, a drugg — z odpowiedziag obwodu na wymuszenie. Zaleznos¢ (1.11) moze

wiec by¢ zinterpretowana w postaci

x(t)=x,(t)+x,(?) (1.12)

W praktyce obliczenie sktadowej ustalonej wedlug zaleznosci (1.11), zwlaszcza przy wymuszeniu sinusoidalnym, jest
niezwykle ucigzliwe, gdyz wymaga catkowania ztozonych funkcji macierzowych. W zamian mozna wykorzysta¢ fakt, ze
stan nieustalony jest superpozycja stanu ustalonego i przejsciowego, i w rozwigzaniu stanu ustalonego zastosowac metode
symboliczng analizy obwodow, ktdra pozwala wyznaczy¢ rozwigzanie w stanie ustalonym bez operacji catkowania (patrz
rozdziat 2 w module 1). W ten sposob stan nieustalony rozbity zostaje na dwa niezalezne od siebie stany: stan ustalony
(sktadowa x.,(f)), pochodzacy od niezaleznych wymuszen, wyznaczany metoda symboliczng oraz stan przejsciowy
(sktadowa x,(7)) jako odpowiedZ na niezerowe warunki poczatkowe dla tej skladowej przy zrodtach napigciowych
zwartych a pradowych rozwartych. Zauwazmy, ze przy braku wymuszenia (u=0) obwod dla sktadowej przej$ciowej

opisuje si¢ prostszym réwnaniem stanu

dx, (t)

L= A, () (1.13)

ktérego rozwigzanie nie wymaga catkowania funkcji i dane jest w postaci
— ,Al=tp) +
x,()=e X, () (1.14)

Jesli dodatkowo przyjmiemy, ze chwila przelaczenia ¢y oznacza poczatek liczenia czasu (2%=0)

to w naszym podejsciu Xp(f0")=x,(0"). Zauwazmy, ze wartosci poczatkowe w obwodzie dotyczg chwili tuz po
przetaczeniu, oznaczanej zwykle symbolem 0. Przy rozbiciu stanu nieustalonego na dwie sktadowe wymagane jest wigc
wyznaczenie wartosci x,(0") dla sktadowej przej$ciowej. Mozna tego dokona¢ korzystajac z praw komutacji, ktore tutaj

przepiszemy w postaci

x(0) =x(0") =x,(07) +x,(0") (1.15)

Przy znanych warto$ciach x(07) oraz x,(0") z zalezno$ci (1.15) mozna wyznaczy¢ warto$é x,(07), jako



x,(0)=x(0) - x,(0°) (1.16)

W tej sytuacji rozwigzanie rownania stanu (10.13) mozna przedstawi¢ w postaci

X, (t)=e"x (0") (1.17)

w ktorej wartos¢ X, (0") jest okres$lona zaleznoscig (10.16). Do okre$lenia rozwigzania w stanie przejSciowym nalezy

wyznaczy¢ jeszcze macierz e, w ktorej wykladnik jest macierza a nie skalarem. Dla obliczenia e nalezy w pierwszej

kolejnosci obliczy¢ wartosci wlasne macierzy stanu A.

1.4.2 Wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy kwadratowej

Zalozmy, ze A jest macierzg kwadratowg stopnia n. Macierz (s1-A) nazywana jest macierza charakterystyczng A, przy
czym 1 oznacza macierz jednostkowg stopnia 7, to jest macierz diagonalng 1=diag(1, 1,..., 1). Wyznacznik macierzy

charakterystycznej det(s1-A) nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy, a rOwnanie

det(s1-A)=0 (1.18)

nazywamy réwnaniem charakterystycznym macierzy A. Rownanie to po rozwini¢ciu wyrazenia wyznacznika

przyjmuje posta¢ wielomianu n-tego stopnia

s"+a, s"" +..+as+a, =0 (1.19)

Pierwiastki tego réwnania si, s2, ..., S, nazywamy wartosciami wlasnymi macierzy A. Moga one przyjmowac wartosci
rzeczywiste lub zespolone, pojedyncze lub wiclokrotne. Z kazdg wartos$cig wtasng s; skojarzony jest wektor wlasny x; o

niezerowej wartosci i wymiarze n, speiniajgcy rOwnanie

AX =s5X, (1.20)

1 [

Jesli wszystkie warto$ci wlasne sg rdzne to na podstawie rownania (1.20) mozna napisa¢ » rdwnan liniowych o postaci

AX, =5 X,
AX, = 5X, (1.21)
AXx, =5 X



z rozwigzania ktorych mozna wyznaczy¢ wszystkie wektory wiasne x;. W Matlabie wartosci i wektory wilasne sa

wyznaczane przy uzyciu funkcji eig.

Przyktad 1.1
Dla macierzy stanu

-2 =2
A=
-1 -3
wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne

Rozwigzanie

Rownanie charakterystyczne
I 0 -2 =2 5
det(s1—A) =det| s - =5 +55s+4=0
0 1 -1 -3

Pierwiastki tego rownania bedace warto$ciami wiasnymi A sa rowne s1=-4 oraz s,=-1. Wektory wlasne spetniaja relacje

(1.25), ktéra w naszym przypadku przyjmie postac

EsHEM
BN

Powyzszym rownaniom odpowiadajg cztery rownania skalarne o postaci

- 2x1| - 2x21 = —4X”
—X, T 3x21 = _4x21
- 2x12 - 2x22 =Xy
-Xx,—3x,=—x

12 22 22

Bioragc pod uwage, ze dwa sposrdd nich sg zalezne, dwie zmienne mozna przyjaé dowolnie, na przyktad x;;=1 oraz x»=-1.

7 rozwigzania pozostalych 2 rownan otrzymuje si¢ wektory wlasne o postaci
1 2
X = | X, =
i -1

Przyktad 1.2

Napisa¢ uktad rownan stanu dla obwodu elektrycznego przedstawionego na rys. 1.1
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Rys. 1.1. Schemat obwodu do przyktadu 1.2

Rozwigzanie
Z praw Kirchhoffa napisanych dla obwodu z rys. 1.1 wynikajg nastepujace rOwnania

e=Ri. +tu.+u,

di,
u, =L—
k dt
oraz
du
i, =C—¢
¢ dt

rownania Kirchhoffa mozna przeksztalci¢ do rownowaznej postaci rownan rézniczkowych

di
e=R(i, —i)+L—=+u
(i, =) o Tle

du
dt

-1

C

Iy

ktoére przyjmujg uporzadkowang forme odpowiadajgcg postaci (1.5)

di, R. 1 1 .
— =i, —— U+ —e+ —i
dt L L L L
du. 1. 1.
:—ZL _—
a C° C

Rownania powyzsze mozna zapisa¢ w postaci zalezno$ci macierzowej rownania stanu, w ktorej zmiennymi stanu sa prad

cewki i napigcie kondensatora.
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diy| [-R -1 1R
dt |_| L L || L L|°
duc 1 0 |L¥c 0 “L
dt C C

Obwod liniowy zawierajacy dwa elementy reaktancyjne (cewka i kondensator) opisuje si¢ wigc macierzowym
rownaniem stanu drugiego rzgdu. Macierz stanu A jest macierzg rowniez drugiego rzedu o wspotczynnikach
uzaleznionych od wartosci rezystancji, pojemnosci oraz indukcyjnosci. Macierz B zawiera dwa wiersze (liczba
zmiennych stanu) oraz dwie kolumny (liczba wymuszen w obwodzie). Przyjmujac w analizie wartosci liczbowe obwodu:

R=2Q), I=1H, C=1F otrzymuje si¢ macierz stanu A o postaci

Réwnanie charakterystyczne tej macierzy jest rowne

s 0 |-2 -1 5
det(s1— A) =det - =5 +2s+1=0
0 s I 0

Warto$ci whasne (pierwiastki rOwnania charakterystycznego) sa w tym przypadku sobie rowne i wynosza s, =5, =—1.

Dla rozwazanego obwodu RLC sa one polozone w lewej poélptaszczyznie zmiennej zespolonej s na ujemnej osi

rZeczywistej.

1.4.3 Wyznaczanie macierzy eA!

Kluczem do wyznaczenia rozwigzania obwodu w stanie przejsciowym metoda zmiennych stanu jest okreslenie macierzy
eA. Istnieje wiele metod rozwigzania tego zadania. Tutaj przedstawimy trzy z nich: metode Lagrange’a-Sylvestera,
diagonalizacji macierzy oraz Cayleya-Hamiltona. W kazdej z nich wymagane jest wyznaczenie wartosci wlasnych s;

macierzy A.

Metoda Lagrange’a-Sylvestera

W metodzie tej macierz e’ wyznacza si¢ z prostej zaleznosci podanej w postaci jawnej
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M= (1.22)

Z analizy powyzszego wzoru widoczne jest, ze metoda Lagrange’a-Sylvestera obowigzuje jedynie dla przypadku wartosci

wlasnych pojedynczych (przy warto$ciach wielokrotnych mianownik zaleznosci staje si¢ zerowy).

Metoda diagonalizacji macierzy
W metodzie diagonalizacji macierzy zastepuje si¢ obliczenie macierzy e* poprzez transformacje macierzy A do postaci
diagonalnej D o tych samych warto$ciach wiasnych. Diagonalna macierz D posiada prostg forme macierzowg e, bedaca

rowniez macierza diagonalng o postaci

e 0 0 0

L 0 e 0 0

e = (1.23)
0 0 0 e

Mnozac obustronnie rownanie stanu dx/df = Ax przez nicosobliwag macierz U przeksztalca si¢ je do postaci d(Ux)/dz =
UAx. Wprowadzmy nowy wektor v = Ux. Wowczas oryginalne rownanie stanu przeksztalca si¢ do postaci okreslone;j

wzgledem v, przy czym

av

—=Dv 1.24
7 (1.24)

gdzie D jest macierza diagonalng okre$long wzorem D=UAU"' o warto$ciach diagonalnych rownych warto$ciom
wlasnym macierzy A. Macierz przeksztatcenia U nalezy tak dobra¢, aby spetniona byta rownos¢ UA=DU. Zaleznos¢ ta

reprezentuje sobg uktad rownan liniowych. Rozwigzanie rownania stanu (1.24) dane jest w prostej formie

v(t)=e"v(0") (1.25)

Biorac pod uwage, ze v=Ux, po wstawieniu tej zaleznosci do rownania (1.25) otrzymuje sie  Ux(¢z) = e”'Ux(0"), co

pozwala napisa¢ wyrazenie na x(¢) w postaci

x(t) =U"'e™Ux(0") (1.26)

Oznacza to, ze macierz e*' zostata okreslona wzorem
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A =U"e"U (1.27)

Zauwazmy, ze powyzsza metoda prowadzi do wyniku wylgcznie dla pojedynczych wartosci wlasnych macierzy A,

podobnie jak metoda Lagrange’a-Sylwestera.

Metoda Cayleya-Hamiltona

Zgodnie z tg metodg macierz e’ rozwija sie w szereg skonczony o n sktadnikach (n — stopien macierzy A)

M =al+aqA+..+a, A" (1.28)

Dla pelnego okreslenia rozwigzania nalezy wyznaczy¢ wszystkie wspotczynniki a; (i = 0, 1,..., n-1) rozwinigcia (1.28).
Wspolczynniki te sg wowczas funkcjami czasu a—=aq(t).

W przypadku pojedynczych wartosci wlasnych nieznane wspotczynniki wyznacza si¢ z rozwigzania uktadu n rownan
skalarnych, wynikajacych z twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Zgodnie z tym twierdzeniem kazda macierz kwadratowa
spelnia swoje rownanie charakterystyczne. Oznacza to w praktyce, ze rownanie (1.28) musi by¢ spetnione rowniez przez
warto$ci wlasne macierzy A (macierz A jest zastgpiona w tym rownaniu przez kolejne wartosci wiasne skalarne). W

przypadku pojedynczych wartosci wlasnych prowadzi to do uktadu n réwnan z n niewiadomymi o postaci

sit -1
e =ay+as +...+a, s

(1.29)

N

t —_—
er =a,+as,+...+a, s

Rozwigzanie powyzszego uktadu rownan wzgledem wspolczynnikow a; pozwala okre$li¢ petng posta¢ macierzy e
wedlug wzoru (1.28).

Wzér Cayleya-Hamiltona obowigzuje rowniez dla wielokrotnych warto$ci wlasnych, przy czym ubytek roéwnan
w zbiorze (1.29) wynikajacy z wielokrotnosci wartosci wilasnych uzupelia si¢ analogicznymi roéwnaniami
obowiazujacymi dla pochodnych wzgledem wartosci wiasnej wielokrotnej. Przyktadowo, jesli k-ta wartos¢ wiasna sy

wystepuje podwojnie, wowczas obowiazuja dla niej dwie rownosci Cayleya-Hamiltona o postaci

e =a,ras, +...+a, sp
de’r o s (1.30)
2 te’t =a, +2a,s;, +...+(n—Da,_;s;
s
k

W ten sposob brakujgce réwnanie w ukladzie (1.29) zostaje zastgpione réwnaniem dla pochodnej i uktad rownan

pozostaje rozwigzywalny.
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Przyktad 1.3
Obliczanie macierzy e zilustrujemy na przykltadzie macierzy stanu A o podwdjnej warto$ci wlasnej. Macierz stanu

dana jest w postaci

Rk

Rozwiazanie
Rownanie charakterystyczne macierzy A

det(s1-A)=s>+4s5s+4=0

Wartosci wlasne sg pierwiastkami réwnania charakterystycznego i rownajg si¢ si1=s>=-2 (pierwiastek podwojny).

Wobec podwdjnej warto$ci wlasnej macierz e*’ wyznaczymy stosujgc metode Cayleya-Hamiltona. Zgodnie z tg metoda

dla macierzy stopnia n=2 mamy

M =a,1+aqA

Wartosci wspdlczynnikoéw a; wyznaczymy rozwiazujgc uktad rownan

t
e’ = ay + a5

deslt
— =tV = q

ds,

Po wstawieniu wartosci liczbowych otrzymuje si¢

-2t

e =a,—2aq

Rozwigzanie wzgledem wspotczynnikow ao i a1 pozwala uzyskaé

a, =e > +2te

-2t
a, =lte

Po wstawieniu tych warto$ci do wzoru na e*’ otrzymuje sie
(e_2t - 2te_2’) —2te™* }

1 0 -4 =2
eM = (e_m +2te ¥ +te ¥ =
0 1 20 2e (e vane

1.4.4 Obliczanie stanu nieustalonego w obwodzie metoda zmiennych stanu

Jak zostalo przedstawione na wstepie najwygodniejsza metodg obliczenia przebiegéw czasowych w  stanie

nieustalonym metoda zmiennych stanu jest rozdzielenie stanu nieustalonego po przetaczeniu w obwodzie na stan
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ustalony i przejsciowy. Stan ustalony okreslany jest metoda symboliczng, a stan przejsciowy metoda zmiennych stanu.

W ten sposob unika si¢ trudnego problemu catkowania ztozonych zalezno$ci matematycznych. W efekcie rozwigzanie

stanu nieustalonego w obwodzie sktada si¢ z nastgpujacych etapow.

Okre$lenie warunkéw poczatkowych w obwodzie przed przelaczeniem. W praktyce oznacza to wyznaczenie
pradow cewek i napig¢ kondensatorow w obwodzie w stanie ustalonym (np. metoda symboliczng), przejscie na
posta¢ czasowg tych rozwigzan i okres$lenie wszystkich warto$ci pradow cewek i1 napie¢ kondensatorow w chwili
przetaczenia. Warto$ci poczatkowe iz(07) oraz uc(0°) utworzg wektor stanu x w chwili poczatkowej 0.

Okreslenie stanu ustalonego w obwodzie po przelaczeniu (np. metoda symboliczng). W wyniku otrzymuje si¢
wartosci ustalone pradow cewek ir.(f) i napig¢ kondensatorow uc.(f). Wartosci te tworza wektor x,(f) w stanie
ustalonym.

Okre$lenie stanu przej$ciowego w obwodzie po przetaczeniu. Obwod dla stanu przejsciowego powstaje po
odrzuceniu wszystkich zrédet wymuszajacych niezaleznych (zwarcie zrodel napigcia e(f) oraz rozwarcie zrodet
pradowych i(¢)), od ktérych odpowiedz w stanie ustalonym zostala juz obliczona. Obwod taki opisuje si¢
roOwnaniem stanu o postaci dx,/d/=Ax, ktorego rozwiazanie okreslone jest zaleznoscig (1.17) przy warunkach
poczatkowych okreslonych dla sktadowej przejsciowej zmiennych stanu. Oznacza to konieczno$¢ okreslenia dla

kazdej cewki i kondensatora wielkosci i1,(0%) oraz uc,(0%). Korzystajac z rownania (1.16) otrzymuje si¢

g, (07) =uc(07)~uc, (07)
i,(0) =i, (07)=iL (0") (1.31)

Po okresleniu warunkéw poczatkowych dla sktadowej przejSciowej mozna z zaleznosci (1.17) wyznaczy¢ pelne

rozwigzanie obwodu w stanie przejsciowym.

Rozwigzanie catkowite obwodu sklada si¢ z czgsci ustalonej i przejsciowej. Mozna je zapisa¢ w postaci

uc(t)=uc, (1) +ug, (1)
() =iy (0 +i,, () (1.32)

co odpowiada zapisowi macierzowemu dla zmiennych stanu x(#)=x.(¢)+x,(?).

Przykiad 1.4

Rozpatrzmy stan nieustalony w obwodzie RLC przedstawionym na rys. 1.2a po przetaczeniu. Dane elementow: R=5Q,

L=2H, C=0,5F, e(t)=6V (napigcie stale), uc(0)=0. Zaktadamy, ze wylgcznik przetgczany jest w sposdb bezprzerwowy,

spetniajac zasade cigglosci pradu cewki.
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a) b)
Rys. 1.2 Obwdd RLC do przyktadu 1.4: a) obwod wyjsciowy, b) posta¢ obwodu do wyznaczenia stanu przejSciowego

Rozwigzanie
Warunki poczatkowe w postaci pradu cewki i napigcia na kondensatorze oblicza si¢ na podstawie stanu ustalonego przed

przelaczeniem. Przy stalym wymuszeniu w obwodzie (0=0) cewka stanowi zwarcie a kondensator przerwe. Oznacza to,
ze prad pltynagcy w obwodzie jest rowny ir(£)=6/10=0,6A. Stad ir(0)=0,6. Napigcie na kondensatorze (przed

przelaczeniem pozostaje poza obwodem) jest zerowe, stad uc(07)=0.

Po przetaczeniu powstaje obwod ztozony z szeregowego potaczenia elementéw R, L i C. W stanie ustalonym
wobec w=0 kondensator stanowi przerwe i prad ustalony w takim obwodzie nie ptynie, iz,(#)=0 a napigcie kondensatora
uc(t)=6. Oznacza to, ze warunki poczatkowe dla sktadowej ustalonej dane sg w postaci: iz,(0")=0 oraz uc,(0")=6.

Wyznaczenie stanu przejSciowego rozpoczniemy od warunkow poczatkowych dla tego stanu. Warunki

poczatkowe dla stanu przejsciowego okreslone sa w postaci (patrz rownanie (1.31))
in(O+)=iL(O_) —i;,(07)=0,6-0=0,6
uCp(0+) :uC(O_)_uCu(0+):O_ 6=-6

Stad warunki poczatkowe dla stanu przejsciowego mozna zapisa¢ w postaci wektorowej
i, (07 0,6
Uuc,(07) -6

Roéwnania stanu przej$ciowego dotyczg obwodu bez wymuszen zewnetrznych (zrodto napigciowe zwarte)
przedstawionego na rys. 1.2b. Z prawa napigciowego Kirchhoffa po uwzglednieniu réwnan elementéw obwodu

otrzymuje si¢ nastgpujace rOwnania rézniczkowe

Po uporzadkowaniu tych rownan otrzymuje si¢ rOwnanie macierzowe stanu w postaci
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diy, R 1

dr |_| L L|fw|_|725 0514,
dug, Ly e 2 0 | uc

dt C
z ktorego wynika, ze macierz stanu A jest rOwna

-25 =05
A=

Roéwnanie charakterystyczne dla macierzy A dane jest w postaci

det(s1—-A)=s>+2,5s+1=0

Wartosci wlasne sa pierwiastkami rownania charakterystycznego i rownaja si¢ s1=-2, s,=-0,5.

Macierz e* wyznaczymy stosujac metode Sylvestera. Zgodnie z tg metodg

2 05 0.5 05
AL _ it (321 - A) Y (311 - A) _e [_ 2 - 0’5} 40 L 2 - 2}
(s, —5) (s, —s,) 3/2 -3/2

e

Po wykonaniu odpowiednich operacji matematycznych otrzymuje si¢

oA _ (1332 —033¢ %) (033e —0.33¢")
133 4133 0%) (L0337 +1,33¢ )

Rozwigzanie okreslajace wektor stanu w stanie przejsciowym oblicza si¢ z zaleznosci

_1 2 -2t 1 —0,5¢
xp(r)ze*“xpmv:[ 2 e

1,2¢7% —7,2¢7%

Catkowite rozwigzanie obwodu w stanie nieustalonym mozna wigc przedstawi¢ w postaci
i () =i, () +ip, (1) =—1,2¢ +1,8¢™"

uc(t) =uc, () +ue, () = 6+12e " =7,2¢”%

1.5 Metoda klasyczna rozwigzania rownan rézniczkowych

W przypadku, gdy interesuje nas tylko jedna wybrana zmienna (jeden prad badz jedno napigcie w obwodzie) uktad
rOwnan stanu pierwszego rzedu mozna sprowadzi¢ do jednego rownania rézniczkowego n-tego rzedu wzgledem tej

zmiennej
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d"x d""'x d"*x dx
+a +a +..4+a, —+a,x=f(t 1.33
n dfn n-1 dtn,l n-2 dtn,z 1 dt 0 f( ) ( )

Rozwigzanie powyzszego rownania rozniczkowego, podobnie jak w metodzie zmiennych stanu, mozna przedstawi¢ w

postaci sumy dwu sktadowych: ustalonej x, (#) wymuszonej przez zrodlo oraz sktadowej przejsciowej x » (¢), zwanej

rowniez sktadowa swobodna, pochodzaca od niezerowych warunkow poczatkowych dla tej sktadowej
x(@)=x,()+x,(2) (1.34)

Skladowa wymuszona stanowi rozwigzanie ustalone obwodu po komutacji i moze by¢ wyznaczona metodg
symboliczng. Skladowa przejsciowa charakteryzuje fizycznie procesy zachodzace w obwodzie elektrycznym na skutek
niezerowych warunkow poczatkowych przy braku wymuszen zewngtrznych. Odpowiada ona obwodowi, w ktérym
wyeliminowano wszystkie zewnetrzne zroédta wymuszajace (zrodta napigciowe zwarte a pradowe rozwarte).

Sktadowa przejSciowa zalezy jedynie od warunkoéw poczatkowych odniesionych do tej sktadowej (napigé
poczatkowych kondensatoréw i pradow poczatkowych cewek), struktury obwodu i warto$ci parametrow tego obwodu.
Dla obwodow elektrycznych zawierajacych elementy rozpraszajace energi¢ (rezystancje) sktadowa przejSciowa, jak
zostanie pokazane pozniej, zanika z biegiem czasu do zera. Rownanie sktadowej przejsciowej otrzymuje si¢ zaktadajac

wymuszenie f{z) we wzorze (1.29) rowne zeru i zastgpujgc zmienng x(#) poprzez jej skladowa przejsciowa x, (1).
Otrzymuje si¢ wowczas rownanie rézniczkowe jednorodne o postaci
d"x, d"'x d"x dx

P P p _
g = +a, , —dt”’z +...+a, ?+a0xp =0 (1.35)

a

n n—1

Rozwigzanie powyzszego rownania jednorodnego uzyskuje si¢ za posrednictwem rownania charakterystycznego,

stosujacego opis operatorowy z uzyciem operatora s
as"+a, s"" +a, ,s" 7 +..+as+a, =0 (1.36)

Jest to wielomian n-tego rzedu wzgledem operators s o wspolczynnikach rzeczywistych a,. Jest on identyczny z
rébwnaniem charakterystycznym otrzymanym dla zmiennych stanu. Pierwiastki s, (i=1, 2, ..., n) tego wielomianu

stanowig bieguny ukladu, identyczne z warto$ciami wlasnymi macierzy stanu A. W tym punkcie ograniczymy si¢
jedynie do przypadku biegundéw pojedynczych. Przy takim zalozeniu rozwigzanie rownania (1.35) dla sktadowej

przej$ciowej zapiszemy w postaci
x, (=Y 4e" (1.37)
i=l1
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W rozwigzaniu tym wspotczynniki A, sa statymi catkowania, ktére nalezy wyznaczy¢ wykorzystujac znajomosé
warunkow poczatkowych w obwodzie (napi¢¢ kondensatorow i pradow cewek w chwili komutacji r=0). W tym celu
nalezy wyznaczy¢ rozwigzanie réwnania (1.35) dla kazdej sktadowej przejSciowej zmiennej stanu x (¢) oddzielnie, a

nastepnie rozwiazanie catkowite x, (£) = x,, (¢)+x,, (¢) dla k=1, 2, ..., n. Kazda ze zmiennych x, () posiada znang

warto$¢ rozwiazania x, (0~) w chwili #=0 (warunki poczatkowe). Z ciggtosci pradow cewek i napie¢ kondensatorow

wynika nastgpujaca zaleznosc¢
3, (07)=x, (0)+x,,(0") (1.38)

Piszac t¢ rownos¢ dla wszystkich # zmiennych stanu otrzymuje si¢ n rownan algebraicznych z n nieznanymi
wspotczynnikami A,. Z rozwiazania tego uktadu wyznacza si¢ wszystkie wspotczynniki A, i podstawia do wzoru

ogolnego (1.37). Po wyznaczeniu rozwigzania obwodu dla sktadowej ustalonej i przejsciowej rozwigzanie catkowite

réwnania (1.34) jest sumg obu rozwigzan czgstkowych, to znaczy
x(#)=x,()+x,(t) (1.39)

Powyzsza procedura rozwigzania stanu nieustalonego w obwodzie poprzez rozwigzanie ukladu réwnan roézniczkowych
wyzszego rzedu nosi nazwe metody klasycznej. Przy wigkszej liczbie zmiennych jest ona do$¢ ucigzliwa w obliczeniach,
gdyz wymaga pracochtonnego wyznaczania rozwigzan dla kazdej sktadowej przejsciowej zmiennych stanu. Dlatego w
praktyce stosuje si¢ zwykle tylko do réwnan pierwszego rzedu. W tej pracy zastosujemy ja do rozwigzania stanu

nieustalonego w obwodzie RL oraz RC przy zalgczeniu napigcia statego.
1.6 Cwiczenia

Cwiczenie 1.1
Wyznaczy¢ warunki poczatkowe w obwodzie przedstawionym na rys. 1.3. Parametry elementéw obwodu sg

nastepujace: L=1H, C=0,5F, R=1Q), e(¢) = 10+/2 sin(¢ + 45°) V, i(¢) = 2sin(t — 45°) A.

Ug
L —
[
L~ |
’7 I
| C
e ==,
e(t) ':; l ) HR |{/ ) e
T Tt

Rys. 1.3. Schemat obwodu do zadania 1.1

Rozwiqzanie
Warunki poczagtkowe dotyczg stanu ustalonego przed przetgczeniem, w ktdrym w obwodzie dziatajg oba
Zzrodta wymuszajgce. Stosujgc metode symboliczng analizy obwodu otrzymujemy
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2 .
— _ea/45
V2
o=1

Réwnania obwodu:

E=Z1I,+R(I+1,)
_E-RI
" R+Z,

I, =7,21e"""

4 . o
U.=Zd=—Fe'"%
C C \/5
i, (1) ="7,212sin(t +11,31°)
u.(t) =4sin(t —135%)

Warunki poczatkowe:

i,(07)=2
e (07) = =242

Cwiczenie 1.2
Napisa¢ rownanie stanu dla obwodu o strukturze przedstawionej na rys. 1.4.

R i L
_[—: R " W
i(t) rijj. ucT—i ( Tﬁ e(t)
= R

Rys. 1.4. Schemat obwodu do zadania 1.2

Rozwigzanie
Z praw Kirchhoffa napisanych dla obwodu z rysunku wynika

du
i(t)=i, + C—<
i(t) I dt
di
1) = _ 7L
e(t) =u, it

Po przeksztatceniach tych réwnan otrzymujemy
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du,

-Zlio-i]

dt
di, _1p
i L[uc e(t)]

Réwnanie stanu:

du

| [0 —1C] u 0 1/C| [e()
= . + .

diy L/L 0 } [ij {—I/L 0 } L(r)}

dt

Cwiczenie 1.3
Napisaé rownanie stanu obwodu o strukturze przedstawionej na rys. 1.5.

L | L
Ci L =y
- 1|r||:2
A Ug, 4
/- B —_
ety (1) ——u.. R
AL |:2 _|

Rys. 1.5 Schemat obwodu do zadania 1.3

Rozwigzanie
Z rownan Kirchhoffa napisanych dla obwodu z rys. 1.5 otrzymuje sie

e(t)=uc +uc,

Po wyznaczeniu Uce z réwnania pierwszego i przeksztatceniu powstatych réwnan otrzymujemy

di 1 .

a =gl R

ducz _ 1 |:—i L C de(l‘)i|
d  C+C,| " ' dt

Postaé macierzowa réwnan stanu:
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di, R 1 .

T 7 T i 0

A R ot A 0

& — 0 Uc, 0 C + C2 dt
dt G +G,

Jak wida¢ pomimo trzech elementéw reaktancyjnych w obwodzie, réwnanie stanu jest drugiego rzedu.
Wynika to z faktu, ze obwdd zawiera oczko ztozone z samych kondensatoréw i idealnego zrédtfa napiecia, stad
napiecie jednego kondensatora jest liniowo zalezne od napiecia zrédta i napiecia na drugim kondensatorze. W
wyniku redukcji liczby zmiennych stanu rownania stanu sg zalezne réwniez od pochodnej funkcji wymuszenia.

1.7 Zadania sprawdzajace

Zadanie 1.1

u
Napisa¢ rownania stanu dla obwodu przedstawionego na rys. 1.6. Przyja¢ y = { .Cl}
o)

R4 L
E_M

® e

e(t)

Rys. 1.6 Schemat obwodu do zadania 1.1

R2

O,

Us=3U¢+ i(t)

Rozwigzanie

[ du,, | 0 0 1
dt G
dug, 3 1 0
dt

=
a
S O

di,
L dr ]

Zadanie 1.2

Rl
L]

| —

o NQ‘»—O

u
Okresli¢ macierze stanu A, B, Ci D dla obwodu przedstawionego na rys. 1.7. Przyja¢ y :{ L}
Uc
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UC[ — L [UL
es(t) & R

Rys. 1.7 Schemat obwodu do zadania 1.2

Rozwigzanie

_ﬂ _& 0 . & 0 l I
do |_| L d ey L L,
duc || o __L L’j L Loy
| dt RC C RC €
— 1

u, | |- R 011 N R, 0 1

us | |0 1| |u.| |0 0 o]

€

Zadanie 1.3

[}
Napisa¢ rownania stanu dla obwodu przedstawionego na rys. 1.8. Przyja¢ y = { C} , L=1H, C=1F, R=2Q.
I

R Us=3iL

<

U | —

e(t)

Rys. 1.8 Schemat obwodu do zadania 1.3
Rozwigzanie

i,

0 1 i, ] [0
dt |- L T el
duc | |-25 -05]|u.| |05

L dt
_ﬂ _ {_ 2,5 —0,5]{5 }r _O,S][e]
i 1 0 Uc 0

Zadanie 1.4
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Ic

Napisaé rownania stanu dla obwodu przedstawionego na rys. 1.9. Przyjaé y :{
I

}, L=1H, C=1F, R=1Q).

Pl

O F=® T
i(t) C l;=5Uc

Rys. 1.9 Schemat obwodu do zadania 1.4

Rozwiqzanie

| diy, .

dr || 7h L]0 -[i]
% -1 -5 Uue | 1

L dt

i -1 =5][¢ ] [1
“|- L fs] o0
i I 0] u.| |0
Zadanie 1.5

Wyznaczy¢ prady ii(t) oraz napiecia uc(t) w uktadach metodg zmiennych stanu. Dane liczcbowe elementéw:
e,(1)=10y/2sint V

ext)=5V

Ri=1Q

R2=50Q

L=2H

C=05F

] s

Rys. 1.10 Schemat obwodu do zadanie 1.5

Rozwiqzanie
i, (f) =22 sint —0,75¢7 —1,22¢7"%
Ue (1) = 4~/2 sin(t —90°) - 0,75¢ > — 4,88¢ 7"
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Zadanie 1.6

Okresli¢ prady cewek sprzezonych w stanie nieustalonym po przetgczeniu w obwodzie metoda zmiennych
stanu. Dane liczbowe elementdw:

e(t)y=6V

R=3Q

L=2H

M=1H

(D

Rys. 1.11 Schemat obwodu do zadania 1.6

Rozwigzanie
t

i(t)=e™ +e

iL(t)=—e" +e”
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

1.8 Testy samooceny

Na warunki poczatkowe w obwodzie RLC sktadajg si¢
a) napiecia kondensatorow, cewek i rezystancji

b) napigcia kondensatorow i prady cewek
¢) prady kondensatoréw i napigcia cewek
d) prady kondensatoréw, cewek i rezystoréw

Zmienne stanu w obwodzie tworza
a) napiecia kondensatorow, cewek i rezystancji

b) napigcia kondensatorow i prady cewek
¢) prady kondensatoréw i napigcia cewek
d) tadunki kondensatoréw, strumienie cewek

Z rozwigzania stanu ustalonego przed przetgczeniem w obwodzie o wymuszeniu sinusoidalnym uzyskano

rozwigzanie w nastepujacej postaci zespolonej : 1, =10e’ “U ¢ =—20. Okresli¢ warunki poczatkowe w obwodzie
(wynik pradowy w amperach, napigcia w woltach)

a) i, (0)=10e’*",  u.(0)=-20

b) i, (0) =10, ue(0)=20
¢) i, (0) =10, u(0)=0
d) i,(0)=10, ue(0)=-20

Obwod RC zawiera 3 kondensatory nie tworzace cyklu CE i cztery niezalezne zrodta pradowe. Jaki jest wymiar n
wektora stanu x i wymiar m wektora wymuszen u?
a)n=3, m=1

b) n=3, m=4
c)n=2, m=4
d) n=7, m=0

Obwod RLC zawiera 2 kondensatory nie tworzace cyklu CE, dwa niezalezne zrodla pradowe oraz jedng cewke
tworzaca ze zrodtami pradowymi rozcigeie LJ. Jaki jest wymiar n wektora stanu x i wymiar m wektora wymuszen u?
a)n=3, m=1

b) n=2, m=3
c)n=2, m=2
d) n=3, m=2

Réwnanie charakterystyczne obwodu ma postaé: M(s)=s*+3s+2=0. Bieguny obwodu réwnaja sie:
xa) s1=-2 sy=-1

b) s1=2 $r=-1
c)si=2 =1
d) S 1:2 Sz=1

6)Macierz stanu A ma postacé

A=z

Wartosci wlasne macierzy A sa rowne:
a)-0.162, 6.162

b) 1,5

c)3, 8

d)y4, 7
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7) Wymiar macierzy stanu A jest rowny 4. Ile sktadnikoéw rozwinigcia wielomianowego wystapi w metodzie Cayleya-
Hamiltona?
a) 3
b) 4
¢) zalezy od krotno$ci wartosci wiasnych
d) zalezy od tego czy warto$ci wlasne sg rzeczywiste czy zespolone

8) Jak jest relacja migdzy warto§ciami wlasnymi macierzy stanu i biegunami uktadu
a) nie ma zadnej relacji
b) sg to te same wartosci
c) nazwe warto$ci wlasnych stosuje si¢ w opisie stanowym a biegunow w opisie operatorowym

9) Jesli warto$ci wlasne macierzy A w obwodzie sg zespolone to
a) charakter stanu nieustalonego w obwodzie jest oscylacyjny
b) charakter stanu nieustalonego w obwodzie jest aperiodyczny
c) warto$ci wlasne nie majg zwiagzku z charakterem stanu nieustalonego
d) charakter odpowiedzi zalezy od warunkow poczatkowych

10) Warunki poczatkowe na kondensatorze sa roéwne uc(0)=20V a stan ustalony opisany jest funkcjg ucu(t)=20sin(ct-
90°). Tle wynosi napigcia na kondensatorze dla stanu przejsciowego ucp(0)?
a)0
b)20V
c)-20V
dy40v
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1.9 Odpowiedzi do testow

1b
2b,d
3c
4b
5c
6a
7b
8b,c
9a
10d
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2. Stany nieustalone w obwodach RL i RC

Dla zrozumienia istoty stanu nieustalonego rozpatrzymy zjawiska jakie towarzysza procesowi komutacji w najprostszych
obwodach zawierajacych cewke badz kondensator. Oba wymienione elementy reaktancyjne gromadza energi¢. Prawo
zachowania energii wymusza pewien stan przejsciowy zachodzacy pomigdzy stanami ustalonymi przed i po przetaczeniu.

Musi uptyngé pewien czas trwania stanu przejSciowego, w ktorym stan nieustalony przejdzie w ustalony.

W tej lekcji analiz¢ stanu nieustalonego przeprowadzimy przy zastosowaniu metody klasycznej. Podamy opisy
rézniczkowe obwoddéw RL i RC oraz ich rozwigzania w dziedzinie czasu. Przebiegi pradow i napie¢ w obwodach
zawierajacych jeden element reaktancyjny sa typu wyktadniczego, scharakteryzowanego przez stalg czasowa, decydujaca

o0 czasie trwania stanu nieustalonego. Pokazemy wptyw statej czasowej na przebiegi czasowe w obu obwodach.

2.1 Stan nieustalony w szeregowym obwodzie RL przy zalaczeniu napiecia stalego

Jako pierwszy przyktad zastosowania metody klasycznej rozpatrzymy stan nieustalony w obwodzie szeregowym RL przy

zerowych warunkach poczatkowych i zataczeniu napigcia statego jak to zostato w symboliczny sposob przedstawione na

rys. 2.1. Zerowe warunki poczatkowe obwodu oznaczaja, ze i, (07) =0.

Rys. 2.1. Obwad szeregowy RL przy zataczeniu napigcia statego

Po przetaczeniu w obwodzie RL powstaje stan nieustalony, ktory po okreSlonym czasie prowadzi do powstania
nowego stanu ustalonego wynikajacego z nowego uktadu potaczen elementéw. Stan nieustalony jest superpozycja stanu
ustalonego i przejsciowego.

Stan ustalony w obwodzie RL przy wymuszeniu statym oznacza, ze cewka stanowi zwarcie (rys. 2.2a).

R R
— |
" Tl
.:-—.\\ l-}
E f:U F L
a) b)

Rys. 2.2. Posta¢ obwodu RL do obliczenia sktadowej a) ustalonej i b) przej$ciowe;j
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Na podstawie napigciowego prawa Kirchhoffa prad ustalony tej cewki jest rowny
) E
Iy (t) =E (21)

Przechodzac do obliczenia stanu przejsciowego nalezy wyeliminowaé zewngetrzne zrodlo zasilajace. Poniewaz jest to
zrodlo napigciowe, nalezy go zewrze¢. Schemat obwodu dla stanu przejSciowego po zwarciu zrédia zasilajacego, dla
ktorego odpowiedz zostata wiasnie obliczona, ma posta¢ przedstawiong na rys. 2.2b. Stosujac prawo napigciowe

Kirchhoffa dla tego obwodu przy uwzglednieniu

di
u, =L 2.2)

otrzymuje si¢ rownanie rézniczkowe jednorodne (brak wymuszenia) dla sktadowej przejsciowej o postaci

i
L—"+Ri,, =0 (2.3)
t

Rownanie charakterystyczne odpowiadajgce powyzszemu rownaniu rézniczkowemu przyjmuje postac
Ls+R=0 (2.4)
Rownanie to posiada tylko jeden pierwiastek

N —Z (25)

Wykorzystujac wzor (10.41) rozwigzanie stanu przejsciowego dla pradu w obwodzie RL zapiszemy w postaci

t

i, =Ae ¥ (2.6)

w ktorej wspotczynnik A, jest nieznang statg calkowania. Rozwiazanie catkowite obwodu jest suma sktadowej ustalonej i
przejsciowej. W zwiazku z powyzszym prad cewki okreslony jest nastepujacym wzorem
t

i, () =i, () +i, ()= %+ Ae LR 2.7)

Z prawa komutacji dla cewki wynika, ze i, (07) =4,(0"), stad wobec i, (07) = 0 otrzymuje si¢

31



=)
I
|

E
R + 4 (2.8)

oraz

A =-E/R (2.9)

Stad rozwigzanie okreslajgce przebieg pradu cewki w stanie nieustalonym przyjmuje postac
E _t
iL(t)=E[l—e L/RJ (2.10)

Wprowadzajgc pojecie stalej czasowej ¢ obwodu RL

L
T=— 2.11
2 (2.11)
rozwigzanie na prad cewki w stanie nieustalonym mozna zapisa¢ w postaci
E b
iL(t)ZE[l—e TJ (2.12)

Jednostka stalej czasowej jest sekunda (jednostkg indukcyjnosci jest 1H=1Qs a jednostka rezystancji 1Q).
Latwo wykaza¢, ze po uptywie trzech statych czasowych (¢ =37) prad cewki uzyskuje prawie 95% swojej warto$ci
ustalonej a po 5 stalych czasowych az 99,3%. Oznacza to, ze praktycznie po 5 statych czasowych stan nieustalony w
obwodzie zanika przechodzgc w stan ustalony.

Na rys. 2.3 przedstawiono przebiegi pradu cewki dla roznych wartosci statej czasowe;.
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Rys. 2.3. Przebieg pradu cewki w stanie nieustalonym

Jest to przebieg typu wyktadniczego, w ktorym stan przejsciowy trwa tym dluzej im dluzsza jest stala czasowa.

Praktycznie po 5 statych czasowych stan przej$ciowy w obwodzie zanika przechodzgc w stan ustalony.

Stala czasowg obwodu RL mozna wyznaczy¢ na podstawie zarejestrowanego przebiegu nieustalonego bez

znajomosci warto$ci rezystancji i indukcyjnosci. Zauwazmy, ze dla ¢ = 7 prad cewki przyjmuje warto$¢

E E
(1)=—(1-¢e")=0,632—= 2.13
lL( ) R( e’) R ( )

Oznacza to, ze warto$¢ pradu iL(t)|t:T :O,632E wyznacza na osi odcietych warto$¢ stalej czasowej. Sposob

wyznaczania stalej czasowej zilustrowany jest na rys. 2.4.

it ER

08f-----

=
(5}
L%}
F2
1
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A

06F-—-- =z,

Odfr---7-------l-----

02f-4£---

T ) A N TR (RN N, VNP
1 I e I R Rt T
Mme----7----Fr---°a----1---kF-

o
— -
o
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Rys. 2.4. llustracja sposobu wyznaczania stalej czasowej na podstawie zarejestrowanego przebiegu pradu cewki

Wyznaczenie rozwigzania na prad w stanie nieustalonym w obwodzie RL pozwala na okreslenie przebiegu

czasowego pozostatych wielkosci w obwodzie. Korzystajac z zaleznosci definicyjnej cewki u, = L% otrzymuje si¢
t

t

u, (1) = L% = FEe L/R (2.14)

Przebieg napigcia na cewce w stanie nieustalonym w obwodzie szeregowym RL przedstawiono na rys. 2.5.
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Rys. 2.5. Przebieg napigcia na cewce w stanie nieustalonym w obwodzie szeregowym RL

Napigcie na rezystorze R, jak wynika z prawa Ohma, jest proporcjonalne do pradu

up () = Ri, (t) = E[l - e_L;RJ (2.15)

i ma ksztatt identyczny z przebiegiem pragdu w obwodzie przedstawionym na rys. 2.3.

2.2 Stan nieustalony w galezi szeregowej RC przy zalaczeniu napigcia stalego

Rozpatrzymy stan nicustalony w obwodzie szeregowym RC przy zerowych warunkach poczatkowych i zalgczeniu

napigcia statego (rys. 2.6).

E
S
'_‘_'H_ — ‘u

7y o
e(t)=E | ] = — C
A"

e _.-"":

Rys. 2.6. Zalaczenie napiecia statego do obwodu szeregowego RC
Wobec braku zasilania w obwodzie przed przelaczeniem w warunki poczgtkowe obwodu sg zerowe, co oznacza, ze
u.(07)=0.

Po przelaczeniu powstaje w obwodzie stan nieustalony, ktéry po pewnym czasie prowadzi do powstania nowego
stanu ustalonego. Stan nieustalony obwodu jest superpozycja stanu ustalonego i przejsciowego. Stan ustalony w

obwodzie RC przy wymuszeniu statym («0=0) oznacza, ze kondensator stanowi przerwe (rys. 2.7a).

34



riq;.
E |l T ,I TUCU - Ju— TUCP
L

a) b)

Rys. 2.7 Schemat obwodu RC dla sktadowe;j a) ustalonej, b) przejsciowej

Zgodnie z prawem napigciowym Kirchhoffa napiecie ustalone kondensatora jest rowne

ug, (1)=E (2.16)

Schemat obwodu dla stanu przejSciowego (po zwarciu zrodla zasilajacego, dla ktorego odpowiedz zostala wlasnie
obliczona) ma posta¢ przedstawiong na rys. 2.7b. Stosujac prawo napigciowe Kirchhoffa dla tego obwodu i

du.

P . . , . yoo . . .
, otrzymuje si¢ rownanie rézniczkowe jednorodne o postaci

uwzgledniajac, ze i, =C

du o

RC +ug, =0 2.17)

Roéwnanie charakterystyczne odpowiadajgce mu przyjmuje wige postaé

RCs+1=0 (2.18)
Rownanie to posiada jeden pierwiastek s, = —1/(RC). W zwiazku z powyzszym jego rozwiazanie wynikajace ze wzoru
(10.41) przyjmie uproszczong postac
b
Ug, = A" = Ade *¢ (2.19)

W rozwigzaniu tym wspolczynnik A, jest staly catkowania, ktora nalezy wyznaczy¢ korzystajac z prawa komutacji.

Rozwiazanie catkowite bgdgce sumg sktadowej ustalonej i przejSciowej przybiera wigc postaé

t

uc(t) = ug, (t) +ug, (1) = E + Ae ¢ (2.20)

Z prawa komutacji dla kondensatora wynika, ze u (0" ) =u,(0"), stad wobec u (0" ) =0 otrzymuje si¢
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0=E+4, 2.21)

oraz

Rozwigzanie czasowe okreslajace przebieg napigcia na kondensatorze przyjmuje wigc postac
_t
u.(t) = E(l —e RC] (2.22)

Wprowadzajac pojecie stalej czasowej 7 obwodu RC jako iloczynu rezystancji R 1 pojemnosci C
T=RC (2.23)

rozwigzanie na napi¢cie kondensatora w stanie nieustalonym mozna zapisa¢ w postaci
_t
u.(t)y=Ell1-e* (2.24)

Jak tatwo sprawdzi¢ podstawowg jednostka stalej czasowej w obwodzie RC jest rowniez sekunda (jednostkg rezystancji

jest 1Q = 1V/A, a jednostka pojemnosci jest 1F = 1As/V). Na rys. 2.8 przedstawiono przebiegi napi¢cia na kondensatorze

t

w stanie nieustalonym u.(¢) = E (l - e_Tj dla roznych wartosci statej czasowe;.

'-'C':t]' 1FE---------= I JI A : :
S

' e . T 2 S :
e | : | |

06 }-- fooos oooe oo . oo |
| W74 T - ——
0.2 LA S I - S |

! ! ! S § R4S

|:| | | | | | It

0 1 2 3 4 ] B

Rys. 2.8. Przebiegi napi¢cia na kondensatorze w stanie nicustalonym przy roznych statych czasowych

Im dtuzsza stata czasowa tym dtuzej trwa stan przejSciowy w obwodzie (zanikanie zmian napi¢cia do zera).
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Latwo wykaza¢, ze po uplywie 3 statych czasowych (¢ = 37) napiecie uzyskuje prawie 95% swojej wartosci
ustalonej a po 5 statych czasowych az 99,3%. Oznacza to, ze praktycznie po 5 statych czasowych stan nieustalony w
obwodzie zanika przechodzac w stan ustalony.

Statg czasowa mozna wyznaczy¢ bezposrednio na podstawie zarejestrowanego przebiegu nieustalonego bez
znajomos$ci wartosci rezystancji i pojemnosci, podobnie jak to miato miejsce w przypadku obwodu RL. Zauwazmy, ze dla

t = 7 napiecie na kondensatorze przyjmuje warto$¢
u.(r)=E(l-e')=0,632E (2.25)

Oznacza to, ze napigcie u (t)| —, =0,632F wyznacza na osi odcigtych warto$¢ stalej czasowej. Ilustruje to rys. 2.9.
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Rys. 2.9. Wyznaczanie statej czasowej obwodu RC na podstawie przebiegu czasowego napi¢cia kondensatora

Po okresleniu funkcji opisujgcej przebieg napigcia na kondensatorze mozna okresli¢ przebieg czasowy pradu w obwodzie.

u
Korzysta si¢ przy tym z zaleznosci definicyjnej kondensatora i. = C 76 , zgodnie z ktora
t

du, () _E 3 (2.26)
dt R

i.(f)=C

Przebieg pradu ladowania kondensatora w stanie nieustalonym w obwodzie RC dla réznych statych czasowych

przedstawia rys. 2.10.
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Rys. 2.10. Przebieg pradu tadowania kondensatora w obwodzie RC

W chwili komutacji wystepuje skokowa zmiana wartosci pradu (prad kondensatora nie jest objety komutacyjnym prawem
ciaglosci). Przebieg pradu kondensatora dazy do wartosci ustalonej zerowej (w stanie ustalonym kondensator stanowi

przerwe dla pradu). Stala czasowa zmian tego pradu jest identyczna jak napiecia i rowna 7 = RC'.

2.3 Cwiczenia

Cwiczenie 2.1

Okresli¢ przebieg czasowy napiecia na kondensatorze w stanie nieustalonym w obwodzie przedstawionym na
rys. 2.2. Zastosowa¢ metode klasyczng. Przyjagé¢ nastepujace wartosci parametréw: R=10k(2, C=10uF,
i(t)=1=2mA.

'rt'. i
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1
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——

|
|

Rys. 2.2. Schemat obwodu do zadania 2.1

Rozwigzanie
Warunki poczatkowe w obwodzie wynikajg ze stanu ustalonego obwodu przed przetaczeniem, ktéry wobec
wymuszenia statego ma postac uproszczong przedstawiong na rys. 2.12.
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Rys. 2.12. Schemat obwodu w stanie ustalonym przed przetgczeniem dla wymuszenia statego
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ue(t)=u(07) = IR = 20V

Stan ustalony w obwodzie po przetgczeniu dotyczy obwodu przedstawionego na rys. 2.13.

e B
-’F;::H."': : =
I(t) Ik‘llt‘l_: jll ) x Uiy 5

Rys. 2.13. Schemat obwodu w stanie ustalonym po przetgczeniu
u,(t)=u,,(0)=1IR/2=10V

Stan przejsciowy dotyczy obwodu po przetgczeniu przedstawionego na rys. 2.14

R
|
i B E
=Lt [
iI2|:| r .
tig

Rys. 2.14 Schemat obwodu w stanie przejsciowym po przetgczeniu

Réwnania rézniczkowe obwodu:

d

=0
’ 2 dt

du
U, + 0,057;1’ =0

Rdownanie charakterystyczne:
1+0.055 =0 —> s, =-20
Rozwigzanie réwnania rézniczkowego:

ug, (t) = de™”

Rozwigzanie catkowite obwodu
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uc(t) =ug, () +ug, () =10+ Ae™

Z prawa komutacji dla kondensatora wynika réwnos¢
u.(0)=u.(0")>20=10+4—> A=10

Postac rozwigzania ostatecznego:

ue (6) =10(1+¢>")

Stata czasowa obwodu jest wiec rowna 7 =1/20 = 0,05s

Cwiczenie 2.2
Okresli¢ przebieg czasowy pradu cewki w stanie nieustalonym w obwodzie przedstawionym na rys. 2.15.

Zastosowa¢ metode klasyczng. Przyjg¢ nastepujgce wartosci parametrow: R=2Q2, Ri;=5Q2, , L=2H,

e(t) = 20+/2 sin(?)

Rys. 2.15. Schemat obwodu do zadania 2.2

Rozwigzanie
Warunki poczatkowe dotyczg obwodu przedstawionego na rys. 2.16.

R,
| {i
L
Pt = ”
eft) | ) )L
o(]) D

Rys. 2.16. Schemat obwodu do wyznaczania warunkéw poczgtkowych
Stosujagc do tego obwodu metode symboliczng otrzymuje sie kolejno

o=1
Z, =joL=j2
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ZRL

[, =E—=8 — =732¢7/%%
‘ (Rl + ZRL )ZL

i, (1) =2,324/2 sin(t — 54,5°)

i,(07)=-2,67

Wobec odtgczenia zrédta podczas przefaczenia stan ustalony w obwodzie po przetaczeniu jest zerowy, stad
i,)=0—>i,(07)=0
Stan przejsciowy dotyczy obwodu z rys. 2.17

Fi

I 1
| |

Fi F

_A_AS
-

*

Rys. 2.17 Schemat obwodu do wyznaczenia sktadowej przejsciowej

Réwnanie réozniczkowe obwodu:

di 2R R
L—" i
dt 2R +R

Po wstawieniu wartosci liczbowych otrzymuje sie

din 5
+=i,,
dt 6

=0

Réwnanie charakterystyczne
5

S+=—=0—>s5 =——
6

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego
i, (1)=Ae "
Wobec braku sktadowej ustalonej rozwigzanie to jest jednoczesnie rozwigzaniem petnym. Stad

i, () =i, (t)= de "
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Z praw komutacji wynika
,(0)=i,(0") > 4=-2,67
Rozwigzanie petne obwodu przyjmuje wiec postac

i,(t)=-2,67e %"
2.4 Zadania sprawdzajace

Zadanie 2.1
Okresli¢ przebieg czasowy napiecia na kondensatorze w stanie nieustalonym w obwodzie przedstawionym na

rys. 2.18. Przyja¢ nastepujace wartosci parametrow: R=1Q), C=1F, L=1H, i(¢) = Sﬁsin(t -45°9)A.

..

Rys. 2.19. Schemat obwodu do zadania 2.1

Rozwiqzanie
u.(t) =5sin(t —90°) + 2.5¢'[V]

Zadanie 2.2

Okresli¢ przebieg czasowy pradu cewki w stanie nieustalonym w obwodzie przedstawionym na rys. 2.20.
Przyja¢ nastepujgce wartosci parametrow

e,(1) =104/2sin(r—90°) V

ext)=5V

R=5Q

L=1H

C=05F

Wyznaczy¢ i narysowac przebieg ii(t) po przetgczeniu w obwodzie.
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Rys. 2.20. Schemat obwodu do zadania 2.2
Rozwigzanie

i, (1) =1+1,86v/2 sin(t —111,8°) 1,17 >

Zadanie 2.3

Wyznaczy¢ przebieg napiecia na kondensatorze po przetgczeniu w obwodzie. Dane elementow:
i(t)=2sin(t+45%) A

e(t)=10V

C=1F

Ri=2Q

R2=50Q

R3=4Q

Rs=10Q

e C

i N ||
@ N2 |
4_

Ue

3 R

Rys. 2.21. Schemat obwodu do zadania 2.3
Rozwiqzanie

up(t) =10-0,53¢ 1%

Zadanie 2.4

Okresli¢ napiecia na kondensatorach po komutacji w obwodzie przedstawionym na rysunku. Dane elementow
obwodu:

e=200V

R1=400Q
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R2=100Q

Ci=4uF
Co=1pF
e Ueo
-« <«
|| |
< e, I,
—| —|
<> R, R,
Ye
Rys. 2.22. Schemat obwodu do zadania 2.4
Rozwiqzanie

e (1) =160 — 1208 >
U, (1) =40 +120e 2"
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2.5 Testy samooceny

1) Stata czasowa obwodu szeregowego RL o parametrach R=2Q, L=3H wynosi:

a) =2/3s
b) ==3/2s
c) 1=2s
d) =3s

2) Czas trwania stanu nieustalonego w obwodzie RL zalezy od stalej czasowej. Wraz ze wzrostem tej statej czas ten :
a) skraca si¢

b) wydtuza
¢) nie zalezy od stalej czasowej
d) pozostaje niezmieniona

3) Przebieg napig¢cia na kondensatorze w obwodzie RC przy wymuszeniu stalym w stanie nieustalonym ma charakter
a) aperiodyczny

b) oscylacyjny

¢) taki sam jak wymuszenie

d) wartosci statej

4) Wzrost wartosci pojemnosci w obwodzie szeregowym RC powoduje
a) wydluzenie stanu nieustalonego

b) skrocenie stanu nieustalonego

¢) nie ma wptywu na czas trwania stanu nieustalonego

d) zwigkszenie energii zgromadzonej w kondensatorze

5) Wzrost warto$ci rezystancji w potaczeniu rownolegtym obwodu RL zasilanym ze Zrddta pradowego statego powoduje
w stanie nieustalonym
a) zmniejszenie stalej czasowej
b) zwigkszenie stalej czasowej
¢) nie ma wptywu na statg czasowa

6) W obwodzie szeregowym RL zasilanym ze zrodia napigcia statlego w stanie nieustalonym
a) moga powsta¢ oscylacje
b) nie moga powstac oscylacje
¢) powstanie oscylacji zalezy od wartosci elementéw R i L
d) powstanie oscylacji zalezy od stosunku wartos$ci elementéw R do L

7) W stanie nieustalonym w obwodzie RC zasilanym ze zrddta napigcia statego napigcie na kondensatorze
a) moze przewyzszy¢ warto$¢ napiecia zasilania
b) nie moze przewyzszy¢ warto$¢ napiecia zasilania
c) zawsze jest nizsze (co najwyzej rowne) napieciu zasilania
d) nie ma zwiazku z warto$cig napigcia zasilania

8) W obwodzie zasilanym ze Zzrodta napigciowego kondensator C=0,1F podtaczony jest rownolegle do rezystora R,
dzielnika napigciowego Ri-R,. Wartosci rezystorow wynoszg: Ri=80Q, R,=120Q. Ile wynosi stata czasowa takiego
obwodu?

a) 1=12s
b) ==8s
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c) =4,8s
d) =20s

9) Cewka L=0,24H polaczona jest rownolegle do rezystora R;=60Q. Uklad tych dwu elementow polgczony jest
szeregowo z rezystorem R,=40Q) i zasilany ze zrédta napigciowego. Ile wynosi stata czasowa takiego obwodu?
a) =40ms
b) ==10ms
¢) =60ms
d) 1=2,4ms

10) Napiecie na kondensatorze C w stanie nieustalonym po przelgczeniu w obwodzie z rys. 8.24 przy R=50Q,
C=1000puF, E=100V okreslone jest wzorem:

Rys. 8.24. Schemat obwodu do analizy

a) u.(t) =50 +50e™*"
b) u.(t) = 50—50e*
¢) u.(t) =50e™*"

d) u.(t) =50+50e""

46



2.6 Odpowiedzi do testow

1b
2b
3a
4a,d
Sa
6b
7b,c
8c
9b
10a
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3. Metoda operatorowa Laplace’a

Opis obwodow elektrycznych w stanie nieustalonym poprzez uktad réwnan rézniczkowych jest wygodng formg analizy
przy zastosowaniu metod numerycznych. W przypadku analizowania zjawisk zachodzacych w tych obwodach z
zastosowaniem metod analitycznych metoda ta jest zmudna przy duzej liczbie elementow indukcyjnych i
pojemnosciowych i stad jej zastosowanie ograniczone jest praktycznie do rzedu n=2. W takich przypadkach znacznie
wygodniejsze jest zastosowanie metod operatorowych, z ktorych najwazniejsza to metoda operatorowa Laplace’a.
Rachunek operatorowy jako alternatywa do metody klasycznej polega na algebraizacji réwnan rdézniczkowych
opisujgcych dany obwod. W ten sposob uktad rownan rézniczkowych zostaje zastgpiony uktadem rownan algebraicznych
typu funkcyjnego.

Zastosowanie przeksztalcenia Laplace’a upraszcza operacj¢ rozwigzywania rownan rozniczkowych zastepujac ja
rozwigzaniem uktadu rdwnan algebraicznych. Istota przeksztatcenia Laplace’a polega na tym, ze kazdej funkcji czasu f{¢)
okreslonej dla >0 odpowiada pewna funkcja F(s) okreslona w dziedzinie liczb zespolonych i odwrotnie, kazdej funkcji
F(s) odpowiada okres$lona funkcja czasu f{¢).

W tym rozdziale omoéwimy podstawy rachunku operatorowego Laplace’a. Przedstawione zostana definicje
przeksztatcenia prostego i odwrotnego oraz podstawowe wlasnos$ci przeksztalcenia. Podamy przyklady obliczania

transformat prostej i odwrotnej, ilustrujace istotg transformacji Laplace’a.

3.1 Wiadomosci podstawowe dotyczgce rachunku operatorowego Laplace’a

Zastosowanie przeksztalcenia Laplace’a upraszcza operacj¢ rozwigzywania réwnan rozniczkowych zastepujac ja
rozwigzaniem uktadu réwnan algebraicznych. Istota przeksztatcenia Laplace’a polega na tym, ze kazdej funkcji czasu f{¢)
okreslonej dla >0 odpowiada pewna funkcja F(s) okreslona w dziedzinie liczb zespolonych i odwrotnie, kazdej funkcji
F(s) odpowiada okre$lona funkcja czasu f{(¢). Funkcj¢ f{(f) nazywamy oryginalem i oznaczamy matg literg. Funkcje F(s)
nazywamy transformatg funkcji okreslona w dziedzinie zmiennej zespolonej s i oznaczamy duza literg. Zmienna s jest

nazywana czestotliwoscig zespolona, przy czym s = ¢ + jw, gdzie o oznacza pulsacjg.

W elektrotechnice najczesciej uzywane jest jednostronne przeksztalcenie Laplace’a, okreslone parg rownan:

F(s)=L{f ()} = [ f(D)e ™ at (3.1
f(6)=L"F(s)) = 2# [ F(s)eds (3.2)

w ktorych c¢ jest blizej nieokreslong stalg warunkujacg potozenie granic calkowania w obszarze zbiezno$ci transformaty.
Pierwsze z rownan definiuje proste przeksztalcenie Laplace’a przyporzadkowujace oryginatowi transformate¢ zmiennej
zespolonej s, a drugie przeksztalcenie odwrotne dokonujgce transformacji odwrotnej, czyli wyznaczajace funkcje

oryginatu na podstawie F(s). Zakladamy przy tym, ze funkcja f{¢) jest funkcja czasu, zadang dla >0 i1 réwna 0 dla <0
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oraz, ze nie rosnie szybciej niz funkcja wyktadnicza. Proste przeksztatcenie Laplace’a okreslone wzorem (3.1) dokonuje
transformacji funkcji czasu f{¢) na funkcje F(s) zmiennej zespolonej s. Przeksztatcenie odwrotne okreslone wzorem (3.2)
dokonuje transformacji funkcji zespolonej F(s) na funkcje czasu f{t). Wzor ten petni jedynie rolg definicji i w praktyce nie

uzywa si¢ go do wyznaczania transformaty odwrotnej, wykorzystujac w zamian wlasnos$ci transformat Laplace’a.

Przyklad 3.1
Wyznaczymy z definicji transformatg Laplace’a funkcji statej f{f)=A4. Z definicji (3.1) transformaty otrzymuje si¢

F(s)=L{4}= A:Te”dz = {iesr} _A4
0 s 0

Przyklad 3.2
Jako drugi przyktad wyznaczymy transformate Laplace’a funkcji wyktadniczej f(¢)=e", gdzie w ogélnosci

a=a+ jf.Z zastosowania wzoru (3.1) otrzymuje si¢

F(s)=L{/ (1)} = e‘”e‘”dt:{ ! e(a—s»}
a—s 0

S ey 8

Nalezy podkresli¢, ze jednostronne przeksztalcenie Laplace’a jest okre§lone w przedziale od zera do nieskonczonosci,
stad posta¢ funkcji dla czasu ujemnego nie ma zadnego wpltywu na transformat¢ Laplace’a.
Na przyktad funkcja stata f{f)=1 oraz funkcja skoku jednostkowego f(r)=1(¢) (funkcja skokowa Heaviside’a)

okreslona wzorem

1 dla >0
1(¢) = % dla =0 (3.3)
0 dla <0

majg identyczne transformaty Laplace’a, pomimo tego ze dla # <0 sg inne (pierwsza rowna 1 a druga rowna 0) gdyz w
zakresie czasowym od zera do nieskonczono$ci nie r6znig si¢ niczym.

Jakkolwiek definicja przeksztatcenia Laplace’a umozliwia obliczenie transformaty dla dowolnej funkcji czasu, w
obliczeniach inzynierskich postugujemy si¢ najcze$ciej tablicami transformat Laplace’a zebranymi w poradnikach

matematycznych, wykorzystujac przy tym podstawowe wlasnos$ci tego przeksztalcenia.
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3.2 Podstawowe wlasnosci przeksztalcenia Laplace’a.

Z wielu istniejacych wiasnosci przeksztatcenia Laplace’a ograniczymy si¢ tutaj do kilku podstawowych, ktorych

znajomosc¢ jest konieczna do okreslenia stanow nieustalonych w obwodach RLC.
3.2.1 Liniowos$¢ przeksztalcenia

Jesli wspotczynniki a; i a2 sa dowolnymi statymi to

La /(0 + a, £,()] = a,F(s) + @, F (s) (3.4)
L[a,F(s) +a,Fy ()] = a, £ (1) + a, £5(2) (3.5)

gdzie symbole L i L' oznaczaja odpowiednio transformaty: prosta i odwrotng Laplace’a. Z whasnosci liniowosci

przeksztatcenia wynika, ze przeksztatcenie Laplace’a spetnia zasade superpozycji.

Przykiad 3.3

Dla zilustrowania uzytecznosci twierdzenia o liniowo$ci przeksztalcenia Laplace’a zastosujemy je do obliczenia

transformaty funkcji cos(mt). Korzystajac z definicji funkcji cosinusoidalnej otrzymuje si¢

Jot

Licos(at)} = L{#}

Skorzystamy tutaj z wyprowadzonego wczesniej wzoru na transformat¢ funkcji wyktadniczej. Podstawiajac do

odpowiedniego wzoru i stosujac zasade superpozycji otrzymuje si¢

2 2ls—jo s+jo| s+’

L{cos(a)t)}:%L{ej“”}jtlL{e‘f“”}:l{ 1,1 }_ s

3.2.2 Transformata pochodnej funkcji czasu

Transformata pochodnej funkcji czasu spetnia relacje

L[%} =sF(s)— f(07) (3.6)

W ktorej f(0") oznacza warto$¢ poczatkowa funkcji (7). Mnozenie funkcji F(s) przez zmienng zespolong s odpowiada

w dziedzinie czasu rozniczkowaniu funkcji. Stad operator s nazywany jest operatorem roézniczkowania.
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3.2.3 Transformata calki funkcji czasu

Transformata catki funkcji czasu spetnia relacjg

L{J{f(r)dr} = ) (3.7)
0 s

Pomnozenie funkcji F(s) przez I/s odpowiada w dziedzinie czasu catkowaniu funkcji. Stad operator 57! jest nazywany

rowniez operatorem catkowania.
3.2.4 Przesuni¢cie w dziedzinie czestotliwosci

Rozwazmy przesunigcie argumentu funkcji operatorowej Laplace’a. Oznacza to, ze zamiast transformaty F(s) bierzemy
pod uwage funkcje F(s-a). Twierdzenie o przesunigciu argumentu zmiennej zespolonej s mowi, ze spelniona jest

wowczas zalezno$é

LE“ f(H)|= F(s —a) (3.8)

Przesunigcie argumentu zespolonego s transformaty o warto$¢ a odpowiada w dziedzinie czasu pomnozeniu funkcji
oryginatu przez funkcje wyktadniczg e”. Korzy$ci plynace z powyzszej wilasnosci zademonstrujemy na przyktadzie

wyznaczania transformaty odwrotnej Laplace’a funkcji o przesunigtym argumencie s.

Przyklad 3.4

s+2

Nalezy wyznaczy¢ odwrotng transformatg¢ Laplace’a funkcji F(s) zadanej w postaci F(s) = m
s+2)° +

W rozwigzaniu problemu wykorzystamy ostatnia wtasnos¢ przeksztalcenia w odniesieniu do funkcji rozwazanej w

przyktadzie 3.3. Zgodnie z wynikami uzyskanymi w tym przyktadzie mamy L{cos(a)t} = % przy wartosci ® = 3.
+w

S2
Wprowadzajac przesunigcie o wartos¢ a = 2 w dziedzinie zmiennej zespolonej s uzyskuje si¢ zadang w tym przyktadzie

funkcje operatorowa Laplace’a. Oznacza to, ze jej transformata odwrotna odpowiada funkcji e cos(a)l). Stad

transformata odwrotna funkcji zadanej w przyktadzie wynosi

L' {L} = e cos(3t)

(s+2)° +37

Twierdzenie o przesuni¢ciu pozwolito uzyska¢ transformate odwrotng Laplace’a bez konieczno$ci wykonywania operacji

catkowania zadanej w definicji przeksztatcenia odwrotnego.
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3.2.5 Przesunigcie w dziedzinie czasu

Transformata Laplace’a funkcji czasu o argumencie przesunigtym wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych spetnia

nastepujacg zaleznosé

LIf(t—a)-1(t—a)]|=e“F(s) (3.9)

Przesunigcie argumentu funkcji oryginalnej f(#) w dziedzinie czasu f(¢) = f(t-a)-1(t —a) odpowiada w dziedzinie
czestotliwosci pomnozeniu transformaty Laplace’a funkcji oryginalnej F(s) (nieprzesunigtej) przez funkcje wyktadnicza
o

Wiasno$¢ powyzsza jest czesto wykorzystywana przy obliczaniu transformat nietypowych funkcji jak rowniez
przy analizie obwodoéw o wymuszeniach impulsowych.

Tutaj zilustrujemy jej uzyteczno$¢ przy obliczaniu transformaty impulsu Diraca, zwanej funkcja impulsowa

Diraca. Impulsem Diraca nazywamy wielko$¢ o (¢) o nastgpujacych wlasnosciach.

5(1) = 0 dla t#0 (3.10)
oo dla t=0 '
oraz
j(s(t)dt =1 (3.11)

Impuls Diraca przyjmuje warto$¢ nieskonczong tylko dla jednego punktu =0 a w pozostalym zakresie ma warto$¢
zerowg. Warto$¢ nieskonczona stwarza pewne trudnosci obliczeniowe. Aby je przezwycigzy¢ wprowadza si¢ jej

aproksymacj¢ w postaci
5(t,h) = %[1@) —1(t—h)] (3.12)

ktorej wykres dla roznych wartosci # przedstawiony jest na rys. 3.1.
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Rys. 3.1. Aproksymacja funkcji Diraca przez funkcje impulsowa

Im mniejsza warto$¢ 4 tym bardziej funkcja aproksymujaca zbliza si¢ swym wygladem do funkcji Diraca. W granicy przy
h — 0 funkcja aproksymujgca jest zbiezna do rzeczywistej funkcji Diraca. Transformata Laplace’a dla funkcji

aproksymujacej jest dana w postaci
L{5(z,h}:—{———e‘5h} (3.13)
Bioragc pod uwage, ze funkcja Diraca jest granica funkcji aproksymujacej otrzymuje si¢

LSO} = lim L1 ()} = lim%[l —1eﬂ -1 (3.14)

h—0 S S

Transformata Laplace’a funkcji delty Diraca jest rowna jednosci.
3.2.6 Transformata splotu

Splot stanowi wazne pojecie w teorii obwodow, gdyz za jego posrednictwem okresla si¢ odpowiedzi czasowe obwodow
rzeczywistych RLC. Splot dwu funkcji czasu fi() i fa(f) oznaczony w postaci f,(¢)* f,(¢) jest zdefiniowany w

nastepujacy sposob
KO£, = [ @ L =)dr = [ fit=0) f,(0)d7 (3.15)

Transformata Laplace’a splotu jest rowna zwyktemu iloczynowi transformat poszczegolnych funkcji tworzacych splot
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LI * [,(O]=F(5)- Fy(s) (3.16)

Powyzsza wlasno$¢ nosi w matematyce nazwe twierdzenia Borela. Zauwazmy, ze mnozenie splotowe dwu funkcji w
dziedzinie czasu odpowiada zwyklemu mnozeniu ich transformat w dziedzinie czgstotliwo$ci. Wihasnos¢ ta jest
szczegolnie wygodna w analizie obwodoéw zarowno w stanie ustalonym jak i nieustalonym. Zamiast zmudnych operacji
w dziedzinie czasu wykonuje si¢ transformacj¢ Laplace’a funkcji czasowych a nastepnie wszystkie operacje wykonuje na

transformatach.
3.3 Przyklady transformat Laplace’a

Obliczanie transformat Laplace’a polega na zastosowaniu wzoru (3.1) przy zadanej funkcji oryginatu i przeprowadzeniu
dzialan w nim okre$lonych (catkowanie funkcji i wyznaczenie warto$ci na granicach catkowania). Przyktady
wyznaczania transformaty Laplace’a dla funkcji impulsowej Diraca, warto$ci statej, funkcji wyktadniczej i
cosinusoidalnej zostaly zaprezentowane na poczatku tej lekcji.

Obliczanie transformat dla wigkszosci funkcji, zwlaszcza bardziej ztozonych, nie jest procesem tatwym i dlatego
w praktyce inzynierskiej najczesciej posthugujemy si¢ tablicami gotowych transformat Laplace’a, ktorych zrodio znalezé
mozna w wielu poradnikach matematycznych jak rowniez podrecznikach poswigconych rachunkowi operatorowemu. W
tablicy 3.1 zestawiono wybrane przyktady transformat Laplace’a szczegdlnie czesto wykorzystywanych przy
rozwigzywaniu stané6w nieustalonych w obwodach RLC. W dalszej czesci tej lekcji beda one wykorzystane do

wyznaczania transformat odwrotnych Laplace’a (funkcji czasu odpowiadajacych transformatom).

Tablica 3.1 Tablica wybranych transformat Laplace’a

f® F(s)
o(t) 1
1
1(t) N
; S
S2
n!
t", neN e
e*llt 1
s+a
sin(at) > @ >
ST+
s
cos(awt)
s+’
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®

e sin(awt ——
(cl) (s+a) +a’

e ™ cos(wt) %
(s+a) +w

Zawartos$¢ tablicy przedstawiajgca zbior funkcji czasu wraz z odpowiadajacymi im transformatami moze stuzy¢ zaréwno
wyznaczaniu transformaty Laplace’a przy zadanej funkcji czasu jak i dziataniu odwrotnemu, to jest wyznaczeniu

oryginatu na podstawie zadanej postaci transformaty. Przyktadowo, jesli transformata dana jest wzorem

F(S) = ISW

to odpowiadajaca mu funkcja oryginalu odczytana z tablicy 3.1 ma posta¢
f(t) =157 sin(5¢).

W dalszej czes$ci rozwazan podamy rozwinigcie tej metody pozwalajace na wyznaczenie transformaty odwrotnej dla

dowolnej postaci funkcji wymiernej F(s) korzystajac z tablicy 3.1.

3.4 Wyznaczanie odwrotnej transformaty Laplace’a

Aby wyznaczy¢ funkcje czasu f{(f) na podstawie danej transformaty nalezy dokona¢ odwrotnego przeksztatcenia
Laplace’a. Zaleznos$¢ definicyjna okreslona wzorem (3.2) jest raczej bezuzyteczna ze wzglgdu na koniecznos$¢ catkowania
ztozonych zwykle funkcji, jak réwniez na nieokreslone precyzyjnie granice catkowania (stala ¢ w definicji nie jest
doktadnie okreslona). Najczesciej korzysta si¢ z posrednich metod wyznaczania oryginatu wynikajacych z wiasnosci
samego przeksztalcenia. Niezaleznie od metody zastosowanej do wyznaczenia oryginalu, zaklada¢ bedziemy, ze
transformata Laplace’a zadana jest w postaci wymiernej, czyli ilorazu dwu wiclomiandw zmiennej zespolonej s o

wspotczynnikach rzeczywistych.

L(s) _b,s" +b, s"" +..+bs+b,
M(s) s"+a, s +..+as+a,

F(s)= (3.17)

Dodatkowo przyjmiemy, ze stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika. Jesli warunek powyzszy bylby
niespelniony, nalezy podzieli¢ licznik przez mianownik tak, aby wymusi¢ spetnienie tego warunku. Sposdb postepowania

w takim przypadku zilustrujemy na przyktadzie.

Przyktad 3.5
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Dana jest transformata F(s) o postaci

25  +52+3s5+5
s*+s+4

F(s)=

Dzielge licznik przez mianownik wedtug najwyzszych potegg otrzymuje si¢ rozwini¢cie funkcji na sum¢ dwu sktadnikow
potegowych zmiennej s oraz funkcj¢ wymierng speiniajaca warunek, ze stopien licznika jest mniejszy niz stopien

mianownika

—-4s+9

s’ +s+4

F(s)=2s-1+
Przy obliczaniu transformaty odwrotnej powyzszej zaleznosci tylko ostatni (zlozony) sktadnik wymaga specjalnego
postgpowania. Sktadnik staty (-1) odpowiada funkcji impulsowej Diraca a funkcja 2s odpowiada¢ bedzie wartosci
pochodnej funkcji Diraca pomnozonej przez dwa.

Istnieje wiele metod obliczania transformaty odwrotnej Laplace’a, wykorzystujacych wiasnosci przeksztatcenia.
Do najbardziej popularnych naleza metoda residuow, rozktadu funkcji wymiernej na utamki proste, metoda Heaviside’a
oraz metoda bazujagca na wykorzystaniu tablic transformat Laplace’a. Tutaj ograniczymy si¢ do dwu najbardziej

uniwersalnych metod: metody residuéw oraz metody tablicowej wykorzystujacej tablice transformat Laplace’a.
3.4.1 Metoda residuow

Zatézmy, ze funkcja wymierna F(s) zadana jest w postaci ilorazu dwu wiclomianow zmiennej zespolonej s, okreslona

wzorem (3.17)

F(s) = AL;(SS)) (3.18)

Pierwiastki licznika funkcji transformaty sa nazywane zerami a pierwiastki mianownika biegunami. Zauwazmy, ze
bieguny sg utozsamione z pierwiastkami réwnania charakterystycznego wystepujacego w metodzie klasycznej lub

warto$ciami wlasnymi macierzy stanu A. W metodzie residuow korzysta si¢ z nast¢gpujacego twierdzenia.
Twierdzenie

Jezeli funkcja F(s) jest ilorazem dwu wielomianow L(s) i M(s), przy czym stopien wielomianu mianownika jest wyzszy

niz stopien wielomianu licznika (n>m) to oryginat funkcji f{¢) okreslony jest nastgpujacym wzorem

L'[F(s)]= Zn:resmi [F(s)e”] (3.19)
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Sumowanie odbywa si¢ po wszystkich biegunach funkcji operatorowej F(s) niezaleznie od tego, czy bieguny sa
pojedyncze czy wielokrotne.

Residuum funkcji res[c] wyznacza si¢ korzystajac ze wzorow wynikajacych z wilasnosci przeksztalcenia

Laplace’a. W przypadku bieguna l-krotnego wzor jest nastgpujacy

49D

[F(s)e“]—(l—l)' im, ,, £ __[F(s)(s—s,)e"] (3.20)

Szczegoblnie proste zaleznosci otrzymuje si¢ dla bieguna jednokrotnego ;. W takim przypadku /=1 i wzor na residuum

ulega znacznemu uproszczeniu
es,_, [F(s)e" |=lim _, [F(s)(s—s,)e” ] (3.21)

Wzor (3.19) wykorzystujacy residuum funkcji jest stosowalny dla dowolnych biegunow funkcji F{(s), w tym biegunow
rzeczywistych, zespolonych, jednokrotnych i wielokrotnych. Jednakze przy biegunach zespolonych obliczenie residuum
jest procesem dos¢ ztozonym i metoda nie jest konkurencyjna wzgledem innych.

Przyklad 3.6

Jako pierwszy przyklad rozpatrzmy wyznaczenie transformaty odwrotnej Laplace’a funkcji F(s) danej wzorem

5s

HO= e+

Zadana funkcja ma dwa bieguny: s, = —1 oraz s, = =3 . Wykorzystujac wzor (3.19) otrzymuje si¢
f(@)=res,_ [F(s)e |+ res,_, [F(s)e”]
Na podstawie wzoru (3.21) otrzymuje si¢

J@) =lim_ [F(s)(s +De” |+ 1im,_,, [F(s)(s+3)e” | = (5 1( 1)) t+(5 3(+31))

=-25¢e" +75e

Przyklad 3.7

Funkcja operatorowa F{(s) dana jest wzorem

10

)= 61 a
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Wystepuja 3 bieguny funkcji, z ktérych jeden jest pojedynczy a dwa pozostate réwne sobie (jeden biegun podwodjny):
§;1=5,=-3, s3=-4. Wykorzystujgc wzory (3.20) i (3.21) otrzymuje si¢ nastepujacy schemat obliczen

fo=res..,  |F)eeres, [Fisre]=

1 d R )

- oo lim, , [F(s)(s+3)e" [+ lim_,_[F(s)(s +4)e" ]=

=lim, , , i[ 10 e”:l +lim,_ Lze” = 10[te‘3' e ]+ 10e™*
ds| s+4 ‘ (s+3)

3.4.2 Metoda wykorzystujaca tablice transformat

Metoda residuow jakkolwiek koncepcyjnie bardzo prosta staje si¢ zmudna, jesli bieguny uktadu sg zespolone. Jest to
szczegolnie widoczne przy wysokich stopniach mianownika transmitancji operatorowej. W takich przypadkach zwykle

korzystniejsze jest zastosowanie metody wykorzystujacej tablice transformat Laplace’a.

Przy korzystaniu z tablic transformat nalezy poprzez elementarne przeksztatcenia doprowadzi¢ dang transformate
do postaci standardowej znajdujgcej si¢ w tablicy transformat (u nas tablica 3.1) a nast¢pnie odczytac z niej oryginat. Jest
ona szczegolnie wygodna jesli bieguny uktadu sg zespolone, gdyz w procesie przeksztalcania transformaty nie wystepuje
potrzeba wyznaczania tych biegunéw a wszystkie obliczenia dokonywane sg na wartosciach rzeczywistych. W praktyce
przy stosowaniu tej metody transmitancj¢ wyzszych rzgdow (n>2) rozklada si¢ na sktadniki rzedu drugiego i wszystkie
przeksztatcenia dokonuje na wielomianach rzedu pierwszego lub drugiego. Id¢ metody wyjasnimy na przyktadach

liczbowych.

Przyklad 3.8
Obliczy¢ transformate odwrotng Laplace’a dla funkcji F(s) danej w postaci

1
F(s)=——
(s) s +s+1
Wobec zespolonych pierwiastkow mianownika wykorzystamy tablicg transformat 3.1. Pordwnanie postaci danej
transformaty z danymi zawartymi w tablicy wskazuje, Ze nalezy ja doprowadzi¢ do postaci transformaty odpowiadajacej

funkcji sinusoidalnej ttumionej wyktadniczo (wiersz 6 w tablicy). Kolejnos¢ czynnosci jest tu nastepujaca

F(s)=+4/3 L S—
(s+05) +(v374)
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Poréwnanie tej postaci z wierszem szostym tablicy 3.1 pokazuje, ze @ = 0,5 a @ =+/3/4 . Funkcja oryginatu jest wigc

okre$lona wzorem

F(6) =473e sin(\/3/ 41)

Przyklad 3.9

Jako przyktad drugi rozpatrzymy transformate trzeciego rzedu o biegunach zespolonych.

s+3

F(s) = ;
(s+1)(s” +2s+10)

W tym przypadku przed zastosowaniem metody tablicowej nalezy najpierw roztozy¢ funkcje zadang na sktadniki o

rz¢dach nie wiekszych niz drugi. Ogolng postac rozktadu zapiszemy w nastepujacej formie

4 N Bs+C
(s+1) (s> +2s+10)

F(s)

Wspotczynniki 4, B 1 C rozkladu nalezy wyznaczy¢ w taki sposob, aby obie strony zaleznosci réwnaly si¢ sobie.

Wspdtczynnik 4 mozna wyznaczy¢ stosujgc metode residuum, zgodnie z ktorg

A=res

s=—1

F(s)=limF(s)s+1) :g

s—>—1

Wobec zespolonych wartosci biegunow drugiego sktadnika rozktadu wspotczynniki B i C najlepiej jest wyznaczy¢ jako

roznice funkcji zadanej F(s) i sktadnika pierwszego rzegdu, to jest

Bs+C s+3 2/9 =2 s+47/2

(52 4+25+10) (s+D)(s>+25+10) (s+1) 9 s> +25+10

Stad funkcja zadana F(s) moze by¢ zapisana w postaci

F(s) = 2/9 2 2S+7/2
(s+1) 95 +2s5s+10

Ze wzgledu na liniowo$¢ przeksztalcenia Laplace’a transformata odwrotna sumy jest roOwna sumie transformat

odwrotnych kazdego sktadnika oddzielnie. Pierwszy sktadnik sumy odpowiada trzeciemu wierszowi tablicy 3.1. Stad
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I 2/9 —%e‘t
(s+1) 9

Sktadnik drugi wymaga wykonania wstepnych przeksztalcen doprowadzajacych jego postaé do wierszy szostego i

siodmego tablicy 3.1. W efekcie tych przeksztalcen otrzymuje si¢

2 s+7/2 2(s+1)+3:-5/6 2 (s+1) 5 3

952+25+10 9 (s+1)2+432  9(s+1)2 432 27(s+1)’+3
Transformata odwrotna tego wyrazenia moze by¢ zatem zapisana w postaci

1{&%}_ ) 2 G+) 5 3 _
95> +2s+10 9(s+1)>+3> 27 (s+1)* +37

2 5
=—"e"cos(3t)——e " sin(3¢t
5 (31) Y (31)

Stad na mocy twierdzenia o liniowos$ci transformata odwrotna Laplace’a zadanej funkcji F(s) jest sumg transformat

odwrotnych obu sktadnikow rozktadu

L'{F(s)}= %e_’ - %e" cos(37) — 25—7 e sin(3¢)

3.5 Cwiczenia

Cwiczenie 3.1
Wyznaczy¢ transformate odwrotng Laplace’a dla transmitancji operatorowe;j F(s)

1

F(s)=
(s+D(s+2)(s+5)

Rozwiqzanie

W rozwazanym przypadku wszystkie bieguny sg rzeczywiste i pojedyncze. Ich wartosci sg réwne: s1=-1, s=-2,
s3=-5. Najskuteczniejszg metodg pozostaje w tym przypadku metoda residuéw, zgodnie z ktérg
f(@)=res,, F(s)e" +res,, ,F(s)e" +res,_, F(s)e”

s—>=5

Wartos$¢ funkcji residuum dla poszczegdlnych biegunow jest réwna

res, , F(s)e" =1lim F(s)(s +1)e" = %e’
s—>—1

1
res, s PO = lim F)s+2)e” =—1e ™

s—>-2
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F(s)e" = 11m F(s)(s+5)e" = 12 e

s~>5 1

Sumujac poszczegolne sktadniki otrzymujemy

Lo o 1 s
t)y=—e ——e  +——e
7@ 4 3 12

Cwiczenie 3.2
Wyznaczy¢ transformate odwrotng Laplace’a dla transmitancji operatorowej F(s)

N

F(s)= >
(s+2)(s+3)(s+5)

Rozwigzanie

W rozwazanym przypadku wszystkie bieguny sg rzeczywiste, przy czym jeden z nich jest podwadjny. Ich
wartosci sg réwne: s1=-2, s;=-3, s3=sa=-5. Najskuteczniejszg metodg pozostaje w tym przypadku metoda
residudw, zgodnie z ktorg

f()=res_, ,F(s)e" +res,, ,F(s)e" +res,_, F(s)e"

s—=5

Wartos¢ funkcji residuum dla poszczegdlnych biegunow jest réwna

s~>2

F(s)e" = 11m F(s)(s+2)e" = é e

s%S

F(s)e" = 11m F(s)(s +3)e" = j -

d
re. F(s)e' = F(s)s+5)%e" )=——e>" —Zte
s sF () = lim = (F(s)(s +5)7e" )= e ™ ==

s—>=5

Sumujac poszczegdlne sktadniki otrzymujemy

fO ==

Cwiczenie 3.3
Wyznaczy¢ transformate odwrotng Laplace’a dla transmitancji operatorowe;j

F(s) = 25‘;2
(8" +s5+10)
Rozwigzanie

W rozwazanym przypadku mamy do czynienia z biegunami zespolonymi, stad przy wyznaczaniu transformaty
odwrotnej Laplace’a wygodniejsza jest metoda wykorzystujaca tablice transformat. W tym celu przeksztatcimy
wyrazenie transformaty do postaci
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F(s)

[4 [39
) (S+0,5)+1,5 5 I
2

T (S +s+10)
(7 sl (s+0,5)2+{ 19]

Z porownania széstego i siddmego wiersza w tablicy 3.1 z wyrazeniem opisujgcym zadang transformate
otrzymuje sie

f(t)y=e"" COS[ Qtj + ie—o,a sin( Qt]

3.6 Zadania sprawdzajace

Zadanie 3.1
Wyznaczy¢ transformate odwrotna Laplace’a dla funkcji
352
FO) = 525420
Rozwigzanie
f(t) =358(t) — 6e tcosV19t — 5—4e_tsin\/ 19t
V19
Zadanie 3.2
Wyznaczy¢ transformate odwrotna Laplace’a dla funkgcji
F(s) 252
Ss) =
(s+2)(s+5)(+7)
Rozwigzanie
8 25 49
£) = —e 2t _ 2 g5t 4 T7 -t
f(®) 15 e 3 e + c e
Zadanie 3.3

Okresli¢ funkcje splotu x(f)=xi1(f)*x2(f) dwu sygnatdw: xi(f)=e, xa(t)=5e’sin3t wykorzystujac wihasnosci
transformaty Laplace’a.

Rozwigzanie
Transformata Laplace’a splotu
15

(s+2)((s+1D?2+9

X(s) = X1(8)Xz(s) =
Splot w dziedzinie czasu jest rowny transformacie odwrotnej Laplace’a funkcji X(s)

x(t) = Ee‘z'f - Ee‘tcosE%t + 1e‘tsin?)t
2 2 2
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3.7 Testy samooceny

1) Charakter odpowiedzi czasowej obwodu (oscylacyjny czy periodyczny) zalezy od
a) polozenia biegunéw i zer transformaty Laplace’a

b) tylko od potozenia biegunow

¢) tylko od potozenia zer

d) od warto$ci wspdtczynnikéw zardwno licznika jak i mianownika

2) Bieguny funkcji transformaty Laplace’a sg rowne: s;=-2, s;=-3, s3=-5. Charakter odpowiedzi czasowej (oryginatu
transformaty) jest

a) oscylacyjny
b) aperiodyczny zanikajacy z czasem
¢) aperiodyczny rosngcy z czasem

d) nie mozna wnioskowa¢ na podstawie potozenia biegunoéw

3) Bieguny funkcji transformaty Laplace’a sg rowne: s|=-2, s=-3+j3, s3=-3-j3. Charakter odpowiedzi czasowej
(oryginatu transformaty) jest

a) oscylacyjny thumiony
b) wylacznie aperiodyczny zanikajacy z czasem
¢) wylacznie aperiodyczny rosnacy z czasem

d) nie mozna wnioskowac¢ na podstawie potozenia biegunéw

4) Bieguny funkcji transformaty Laplace’a sg rowne: s;=-2j, s,=2j. Charakter odpowiedzi czasowej (oryginatu
transformaty) jest

a) oscylacyjny thumiony
b) oscylacyjny niezanikajacy z czasem
¢) aperiodyczny

d) nie mozna wnioskowac¢ na podstawie potozenia biegunéw

5) Posta¢ transformaty Laplace’a F(s)=2/(s’>+2s+10) odpowiada w dziedzinie czasu funkcji oryginatu
a) f(t)=2/3¢e"'sin3t

b) f(t)=2e"sin3t

¢) f(t)=2/3¢e"'cos3t

d) f(t)=2e"'cos3t

6) Posta¢ transformaty Laplace’a F(s)=3(s+1)/(s*+2s+10) odpowiada w dziedzinie czasu funkcji oryginatu
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a) f(t)=3e"sin3t
b) f(t)=3/2¢"sin3t
¢) f(t)=3e"cos3t
d) f(t)=2/3e"cos3t

7) Funkcja F(s) dana jest w postaci F(s)=1/(s+5)+3/(s+2)-4/(s+7). Posta¢ oryginalu odpowiadajgca tej transformacie jest
rowna

a) f(t)=e>+3 e?-4 ¢
b) a) f(t)=e>42 2.7 ™
¢) a) f(t)=e 43 244 ¢

d) f(t)=e 42 e3-7 e*

8) Funkcja czasu dana jest w postaci f(t)=3e+4¢*. Jej transformata Laplace’a jest rowna
a) -6/(s+3)+2/(s+4)

b) 3/(s+6)+4/(s+2)

c) 3/(s+6)+4/(s-2)

d) 3/(s+6)+4/(s+2)

9) Funkcja czasu dana jest w postaci f(t)=3e'cos(5t). Jej transformata Laplace’a jest rtowna
a) (6s+3)/(s*+4s+29)

b) (3s+6)/(s*+2s+25)

¢) (3s+6)/(s*+2s+29)

d) (3s+6)/(s*+4s+29) x

10)Splot dwu funkcji czasu xi(t)=e>' oraz x»(t)=5¢? jest rowny
a) 5e4+5e2

b) -5e¥+5¢e*

¢) -3e"2e™

d) -5e+5¢*
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3.80dpowiedzi do testow

1b
2b
3a
4b
Sa
6¢c
7a
8c
9d
10d
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4. Metoda operatorowa analizy stanow nieustalonych w obwodach

elektrycznych

W metodzie operatorowej Laplace’a zastepuje si¢ uktad réwnan roézniczkowych poprzez uktad réwnan algebraicznych
zmiennej zespolonej s. Jakkolwiek bezposrednie zastosowanie transformacji Laplace’a do rownan rézniczkowych
opisujacych obwadd elektryczny pozwala uzyska¢ opis obwodu w dziedzinie operatorowej, najlepsza metoda analizy
obwodow w stanie nieustalonym przy zastosowaniu przeksztatcenia Laplace’a jest okre$lenie transformat pradow i napieé
bezposrednio na podstawie obwodu bez koniecznosci uktadania rownan rézniczkowo-catkowych.

W tym rozdziale wprowadzimy metod¢ operatorowa Laplace’a do analizy stanu nieustalonego w obwodzie RLC
bezposrednio na podstawie struktury obwodu bez stosowania rownan rézniczkowych. Podamy modele operatorowe
rezystora, cewki i kondensatora. Zostanie wprowadzona metoda superpozycji stanow ustalonego i1 przejsciowego
rozdzielajagca analiz¢ obwodu w stanie ustalonym po przetaczeniu od analizy w stanie przejSciowym. Zaletg takiego

podejscia jest znaczne uproszczenie obliczen, zwlaszcza przy wystapieniu zrodet sinusoidalnych.

4.1 Modele operatorowe elementéw obwodu

Aby uzyskac¢ bezposrednie przetworzenie postaci oryginalnej obwodu na obwod w dziedzinie operatorowej Laplace’a
nalezy kazdy element obwodu zastapi¢ odpowiednim modelem w dziedzinie operatorowej. Tutaj podamy te modele dla

trzech podstawowych elementow obwodu RLC.
4.1.1 Rezystor

Prawo Ohma dotyczace wartosci chwilowych pradu i napigcia dla rezystora mozna zapisa¢ w postaci

() = Rig(0) (4.1)

Jest to rOwnanie algebraiczne wigzace prad i napi¢cie na zaciskach elementu. Stosujac transformacj¢ Laplace’a do obu

stron rOwnania otrzymuje si¢
U(s) = RI,(s) 42)

Jak wynika z powyzszej zalezno$ci impedancja operatorowa dla rezystora jest rOwna samej rezystancji Z,(s) = R. Rys.

4.1 przedstawia model operatorowy rezystora, obowigzujacy w dziedzinie zmiennej zespolonej s.

W R als) R
hes{ B => Aer{ |8
- <
gl Ug(9)
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Rys. 4.1. Model operatorowy rezystora
4.1.2 Cewka

Dla uzyskania modelu operatorowego cewki idealnej zastosujemy przeksztatcenie Laplace’a bezposrednio do réwnania

opisujacego cewke w dziedzinie czasu

_ L di(9)
u, (t) =L L (4.3)

1 wykorzystamy wtasnos$¢ dotyczaca transformaty pochodnej. W efekcie otrzymuje si¢
U,(s)=sLI,(s)—Li, (0) (4.4)

Powyzszemu rownaniu mozna przyporzadkowac¢ schemat obwodowy cewki w dziedzinie operatorowej przedstawiony na

rys. 4.2
H +
A= o gz W
Aot WV i uB == At V¥V {3} g
- \___,f'
u (t) -
U, (s)

Rys.4.2 Model operatorowy cewki idealnej

Jest to potaczenie szeregowe impedancji operatorowej odpowiadajacej cewce idealnej i zrodta napigciowego. Zaciski A-B

modelu odpowiadaja zaciskom A-B w oryginalnym symbolu cewki. Impedancja Z,(s)=sL jest impedancja

operatorowa cewki a Li, (0") reprezentuje zrodto napigcia stanowigce integralng cze$¢ modelu.

4.1.3 Kondensator

Dla uzyskania modelu operatorowego kondensatora idealnego skorzystamy z jego opisu w dziedzinie czasu

du,
dt

Zastosujemy przeksztatcenie Laplace’a do obu stron rownania kondensatora. W efekcie takiej operacji otrzymuje si¢

ic(t) =C

(4.5)

I1.(s)=5sCU_.(s)—Cu.(0") (4.6)

Przepiszemy t¢ zalezno$¢ w postaci
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U(s) =~ ey + #<

(4.7)

Rownaniu powyzszemu mozna przyporzadkowaé schemat operatorowy kondensatora przedstawiony na rys. 4.3.

- 1
C == Ul
s

<7
o) KE A~
.ﬂ,»—’—{- + B = Ae—p }—{4 /.'I +* B
M
) Uel9)

ug(t) c

Rys. 4.3 Model operatorowy kondensatora idealnego

uc(07)

S

. 1 . . .
W modelu tym funkcja Z . = _C reprezentuje impedancj¢ operatorowa kondensatora a - zrédto napieciowe
S

stanowigce integralng cze¢$¢ modelu.

Modele operatorowe odpowiadajagce podstawowym elementom obwodu pozwalajg przyporzadkowaé¢ kazdemu
obwodowi rzeczywistemu jego schemat zastepczy w dziedzinie transformat. W schemacie tym niezerowe warunki
poczatkowe uwzglednione sg poprzez dodatkowe zrodla napigcia wystgpujace w modelu operatorowym cewki i
kondensatora. Taki sposob podej$cia do analizy stanu nieustalonego jest wygodny ze wzgledu na to, ze umozliwia
napisanie rownan (algebraicznych, funkcyjnych) w postaci operatorowej bezposrednio na podstawie schematu

zastgpczego bez potrzeby tworzenia rownan rézniczkowych opisujacych obwod.
4.2 Prawa Kirchhoffa dla transformat

Dla schematu operatorowego obwodu stuszne sa prawa Kirchhoffa, analogiczne do praw obowigzujacych w

dziedzinie czasu.

Prawo pradowe

Suma transformat pradéw w dowolnym wezle obwodu elektrycznego jest rowna zeru
D 1(s)=0 (4.8)
k=1

Prawo napieciowe

Suma transformat napi¢¢ galeziowych w dowolnym oczku obwodu elektrycznego jest rowna zeru

S U (5)=0 (4.9)
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W réwnaniach tych transformaty pradow i napie¢ zastgpily warto$ci czasowe wystepujace w podstawowej wersji praw
Kirchhoffa. Znaki pradow i napie¢ wystepujacych w rownaniach (4.8) i (4.9) ustalane sg w identyczny sposob jak w
przypadku podstawowej wersji praw Kirchhoffa podanych dla wielko$ci rzeczywistych.

4.3 Obliczenia pradow i napie¢¢ w stanie nieustalonym metoda operatorowa

Obliczenia pradow i napig¢ w stanie nieustalonym obwodu metodg operatorowa sprowadza¢ si¢ bgda do
wyznaczenia transformaty odpowiedniej wielkoSci a nastgpnie obliczenia transformaty odwrotnej Laplace’a dla
okreslenia zmiennej w dziedzinie czasu. Do obliczenia transformat pradéw i napig¢ mozna stosowac wszystkie poznane
dotad metody analizy obwodéw, w tym metode rownan Kirchhoffa, oczkowa, potencjalow weztowych, Thevenina i
Nortona operujace transformatami Laplace’a zamiast wartosciami zespolonymi czy wartosciami w dziedzinie czasu (dla
obwodu rezystancyjnego).

Podstawowymi zaletami metody operatorowej jest fatwos¢ uwzglednienia niezerowych warunkoéw poczatkowych
(przez wprowadzenie zrédel napigciowych w modelu operatorowym) oraz sprowadzenie operacji rozniczkowych do
dziatan algebraicznych.

W ogolnosci rozwigzujac stan nicustalony w obwodzie metoda operatorowg nalezy wyroznic kilka etapow.

1. Okreslenie warunkow poczatkowych w obwodzie, poprzez wyznaczenie rozwigzania ustalonego obwodu przed
przelaczeniem i obliczenie wartosci napig¢ na kondensatorach i pradow cewek w chwili # =07, to jest ,(07) oraz
uc(07)

2. Okre$lenie rozwigzania obwodu w stanie ustalonym po przelgczeniu przy zastosowaniu metody symbolicznej z

wykorzystaniem dowolnej metody analizy. Wynikiem jest posta¢ czasowa rozwigzania ustalonego pradoéw cewek
i,,(t) i napig¢ kondensatordw u,, (t). Przez zatozenie t=0 otrzymuje si¢ wartosci pradéw i napig¢ w chwili
poczatkowej, to jest i,,(0") oraz u, (07).

3. Okreslenie rozwigzania obwodu w stanie przejSciowym po przelgczeniu przy zastosowaniu metody operatorowej. Dla
otrzymania takiego rozwigzania nalezy wykona¢ nastepujace etapy:
e utworzenie schematu obwodu dla sktadowej przejsciowej poprzez wyeliminowanie zrodet zewnetrznych
wymuszajacych (zwarcie zrodet napigcia i rozwarcie zrodel pradu); obwod rzeczywisty dla sktadowej
przejsciowej w dziedzinie czasu nie zawiera zadnych zrédel wymuszajacych

e okreslenie warunkoéw poczatkowych dla sktadowej przejsciowej przy wykorzystaniu praw komutacji, zgodnie z
ktorymi x(07) = x, (0+)+xp (0%); z réwnania tego wynikaja nastepujagce wzory na warunki poczatkowe dla

sktadowych przejsciowych pradu cewki i napigcia kondensatora

in (O+) =1 (07— In, (O+) (4.10)

uCp(O+) =uc(07)~ug, (07) (4.11)
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e utworzenie schematu operatorowego obwodu w stanie przejsciowym poprzez zastgpienie elementow
rzeczywistych obwodu ich modelami operatorowymi dla sktadowej przej$ciowej 1 rozwigzanie obwodu
wzgledem poszukiwanych pradow i napie¢ operatorowych

e wyznaczenie transformaty odwrotnej Laplace’a dla poszukiwanych wielkosci przejsciowych okreslonych w

punkcie poprzednim; w wyniku otrzymuje si¢ i, ,(¢) oraz u, (7).

4. Rozwigzanie obwodu w stanie nicustalonym jest sumg sktadowej ustalonej oraz sktadowej przejsciowe;j, to jest

iL(t):iLu(t)+in(t) (4.12)

uc(t) =ug, () +ue, (1) (4.13)

Sktadowa przejsciowa zanika z czasem do zera i pozostaje jedynie sktadowa ustalona okreslajgca przebieg wielkosci w
stanie ustalonym. Taka metodyka rozwigzania stanow nieustalonych przy zastosowaniu transformacji Laplace’a nosi
nazwe metody superpozycji stanéw, gdyz rozdziela w sposdb jawny stan ustalony od stanu przej$ciowego. Jest
szczegolnie zalecana przy wymuszeniach sinusoidalnych, cho¢ obowigzuje réwniez dla obwodow pradu statego. Zaletg
takiego podejscia jest jej uniwersalno$¢ i stosowalnos¢ do kazdego obwodu liniowego RLC niezaleznie od rodzaju
wymuszenia (wymuszenia state lub sinusoidalne majg jedynie wplyw na stan ustalony i sa wyeliminowane przy
rozwigzywaniu stanu przej$ciowego).

Nalezy podkresli¢, ze rozbicie stanu nieustalonego na ustalony i przejsciowy jest zalecane jedynie przy istnieniu
wymuszen sinusoidalnych w obwodzie po przelaczeniu. Jesli zrodta takie nie wystepuja schemat operatorowy moze
dotyczy¢ obwodu catkowitego, bez rozbijania go na schemat dla sktadowej ustalonej i1 przejsciowej. W takim przypadku

pozostawia si¢ zewnetrzne zrodla wymuszajace w obwodzie przyjmujac ich model operatorowy, czyli zastgpujac postaé

: . A . S .
czasowa zrodta (warto$¢ stala 4 przy wymuszeniu statym) przez funkcj¢ — . Warunki poczatkowe rowniez nie podlegaja
s
modyfikacji, co oznacza, ze i, (0") =i,(07) oraz u.(0") =u.(07).

Przyklad 4.1

Wyznaczy¢ przebieg czasowy napigcia na kondensatorze w stanie nieustalonym w obwodzie z rys. 4.4 po przetaczeniu.

Dane liczbowe parametrow obwodu sa nastepujace: R, =R, =1Q, L=1H, C=1F, e,(t)=10V. Zrodio

wymuszajace sinusoidalne dane jest w nastgpujacej postaci e, (¢) = 5\2 sin(t+7/4) V.
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Rozwigzanie

Rys. 4.4. Schemat obwodu do przyktadu 4.10.

W rozwigzaniu problemu wyznaczymy najpierw warunki poczatkowe w obwodzie rozwigzujac stan ustalony przed

przetaczeniem. Poniewaz przed przetaczeniem w obwodzie wystepowaly dwa zrodta: state i sinusoidalne w obliczeniu

warunkow poczatkowych (stan ustalony przed przetaczeniem) nalezy zastosowac metodg superpozycji zrodet.
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Rys. 4.5 Schematy obwodu: a) w stanie ustalonym przed przetaczeniem (zrédlo sinusoidalne), b) w stanie ustalonym

przed przetaczeniem (zrodto state), ¢) w stanie ustalonym po przetaczeniu, d) schemat operatorowy dla sktadowe;j

przejsciowej

72



Schemat obwodu w stanie ustalonym przed przetagczeniem przy wymuszeniu sinusoidalnym przedstawiony jest na rys.
4.5a. Wobec rezonansu rownoleglego w galezi LC prad wydawany przez zrodto jest rowny zeru a napigcie na tej gatezi

jest rowne napigciu zrodta. Stad
u) (1) = 5v2sin(t + 7 /4)

Prad cewki (wartos¢ skuteczna zespolona) dany jest wzorem
I _ —
I Lu — -

co odpowiada postaci czasowej
V() =52 sin(t — 7/ 4)

Uwzgledniajac zrodto state ex(t) uzyskuje si¢ znaczne uproszczenie obwodu (cewka dla pradu stalego w stanie ustalonym
stanowi zwarcie a kondensator przerwg) jak to przedstawiono na rys. 4.5b. Rozwigzanie na prad cewki i napigcie

kondensatora ma wigc postac:

ug, (1) =0

i (0= =10

Dokonujac superpozycji obu rozwigzan otrzymuje si¢

i, () =iV +i®(t) =10+ 5v2 sin(t - / 4)

g, (1) =ul @) +u® (t) =52 sin(t + 7/ 4)

Stad warunki poczatkowe s nastgpujace: u.(07)=5,7,(07) =5.

Po przetaczeniu w obwodzie pozostaje jedynie zrodio sinusoidalne ei(t). Schemat obwodu dla tego wymuszenia
pokazany jest na rys. 4.5c. Z analizy tego obwodu wynika nast¢pujaca procedura rozwigzania. Wobec rezonansu
rownolegtego w galezi LC prad wydawany przez zrodlo jest rowny zeru a napigcie na tej galezi jest rowne napigciu

zrodia. Stad

U, (£) = 52 sin(t + 7/ 4)
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Prad cewki (wartos¢ skuteczna zespolona) dany jest wzorem

j45° A
[Lu = Se. = Se’/”/“
jl

co odpowiada postaci czasowej
i, (t) =572 sin(t — 7 /4)

Stan poczatkowy dla sktadowej ustalonej pradu cewki i napiecia kondensatora przyjmuje wigc nastgpujace wartosci:
U, (07) =5

oraz
i,(00)=-5

Warunki poczatkowe dla sktadowej przej$ciowej pradu i napigcia sa zatem rowne:

ug,(07) =uc(07) —ue, (07) =0

i, (01 =,(07) =7,(07) =10

Schemat operatorowy obwodu przedstawiono na rys. 4.5d (zrodlo wewngtrzne przy kondensatorze nie wystepuje, bo

Uc, (0") =0. Zastosowanie metody potencjatéw weztowych do wyznaczenia postaci operatorowej rozwigzania prowadzi

do wyniku
10
s -10
UCp(S): S = >
s+-+05 S +0,5s +1
s

Wobec zespolonych wartosci wlasnych (pierwiastkow mianownika transformaty napigcia) w wyznaczaniu oryginatu
zastosujemy metod¢ wykorzystujaca tablice transformat. W zwigzku z powyzszym transformate przedstawimy w postaci

przeksztatcone;j
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15) 0. 16 15
-10 16 15 16
Ug,(s)= =~ =-10,33

s +05s+1 : :
(s +0,25) +( 15] (s +0,25) +( ISJ
16 16

Powyzszej funkcji operatorowej mozna przyporzadkowac nastgpujaca postac czasowq (patrz wiersz szosty tablicy 12.1)

U, (1) =-10,33¢ "> sin[ 1—21]

Rozwigzanie catkowite okreslajace napigcie kondensatora jest sumg sktadowej ustalonej i przejsciowe;j

uc(t) =ug, () +ug,(t) = 542 sin(z + 7/ 4) —10,33¢ % sin( 1—2;‘]

Sktadowa przej$ciowa zanika z biegiem czasu ze stalg czasowa 7 =4 i po okoto 5 statych czasowych pozostaje jedynie

sktadowa ustalona sinusoidalna.
4.4 Cwiczenia

Cwiczenie 4.1

Okresli¢ przebieg napiecia na kondensatorze w stanie nieustalonym po przetgczeniu metodg operatorowg w
obwodzie przedstawionym na rys. 4.6. Przyja¢ nastepujace parametry obwodu:R1=500Q2, R,=100€2, C:=10uF,
C2=20pF, ¢/(r) =50V, e,(t) =100V.

o

S , .,
(o)
N, J

e L L R
| T | — U~ — 2
5 /I cl c2

Rys. 4.6 Schemat obwodu do zadania 4.1

Rozwiqzanie

Warunki poczatkowe:
u-,(07)=¢ =50
u-,(07)=e, =100

Ze wzgledu na wymuszenie state nie zachodzi potrzeba stosowania metody superpozycji stanu. Schemat
operatorowy obwodu w stanie nieustalonym przedstawiony jest na rys. 4.7
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Rys. 4.7 Schemat operatorowy obwodu

Z metody potencjatow weztowych zastosowanych do obwodu z rys. 4.7 wynika
50 100
—+

+107u,. (0" )+2-10u ., (0"
U.(s)=30s_100s o) o)
¢ 1/50+1/100 + s107° + 25107°

2505 +2,5-10°

Vel =3 5 +1000)

Bieguny uktadu:

s1=0
s2=-1000

Transformata odwrotna Laplace’a

u-()=lim_ U.(s)se” +lim_ .0 Uc(s)(s +1000)e*
250 50 1000
u-(t)="—+"e
cB)=="+3

W stanie ustalonym przy ¢t —> o mamy uCu(t)=%0V. Zauwazmy, ze w wyniku przefaczenia napiecia na

kondensatorach w chwili t=0 ulegty skokowej zmianie (w obwodzie powstato oczko ztozone z samych
kondensatorow).

Cwiczenie 4.2
Okresli¢ prad cewki w stanie nieustalonym po przetgczeniu w obwodzie przedstawionym na rys. 4.8. Przyja¢

nastepujace wartosci parametréw obwodu: R=2Q , L=1H, C=1/4F, e(t):IO\/Esin(4t+45”). Zaktadamy, ze

przetgczanie zapewnia ciggtos¢ pradu cewki podlegajgcej przetgczeniu.
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Rys. 4.8. Schemat obwodu do zadania 4.2

Rozwigzanie
1) Warunki poczatkowe w obwodzie:
=4
10’725

Y4t ja 2
i, () =2,5sin(4¢)
i (07)=0
u-(07)=0

2) Stan ustalony po przetaczeniu w obwodzie (rys. 4.9)

N [
u :
Ugy ::C % L
fu

Rys. 4.9. Schemat obwodu w stanie ustalonym po przetaczeniu

10e’*"

= =277
2+ j4—j1

Lu

Ug, =—jl-1,, =277
i, (t) = 2,772 sin(41 —11,31°)
ug, (£) = 2,772 sin(4¢ —101,31°)
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i, (0")=-0,76
ug, (0) =—3,84

3) Stan przejsciowy po przelaczeniu
Schemat operatorowy przedstawiony jest na rys. 4.10.

UCPI:SII ...;:EI sL
e ]
R ,
I\H_i_,-f::l /-[-.
¥ U g0 '\ l \}
5 _|'_,.-"' Llel:D'Fjl

Rys. 4.10 Schemat operatorowy obwodu po przetaczeniu

Warunki poczatkowe dla stanu przej$ciowego:

in(0+) =i,(07)—i,(07)=0,76
1, (0) = (07) —1, (0) = 3,84

Posta¢ operatorowa rozwigzania

. + uCp (0+)
Liy, () == 0765384
[LP(S): 4 - s*+2s+4
S+2+—
S

Wobec zespolonych biegunow zastosujemy metode tablicowg okreslenia transformaty odwrotnej. Zgodnie z nig

1
0,76(s +1)— 4,6 - ——+/3
]Lp(S): \/g

(s+1)2+(\/§)z

i, () =0,76¢" cos(v/31) — 2,67¢ "' sin(+/37)
Rozwigzanie catkowite na prad cewki w stanie nieustalonym
i, (1) =i, (1) +i,, () = 2,772 sin(4t ~ 11,31°) + 0,76¢”" cos(v/31) — 2,67¢ " sin(+/3¢)
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4.5 Zadania sprawdzajace

Zadanie 4.1

Obliczy¢ prad ii(t) i napiecie uc(t) w stanie nieustalonym po przetgczeniu. Dane elementéw:

uo=15V

e(t) =?\/§sm(¢+45°) v

Rys. 4.11. Schemat obwodu do zadania 4.1

Rozwigzanie
i, (t)=5/3¢"" +10/3e™
u-(t)=15- 10/3¢™ =10/ 6e™*

Zadanie 4.2

Okresli¢ przebieg napiecia na kondensatorze w uktadzie po przetgczeniu. Dane elementéw:

e=10V
R1=5Q
R,=50Q
L=1H
C=1000 pF

R R

] U, R L c:|
QDe . \_’:>—D+T;|I
Uc

R R

"
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Rys. 4.12. Schemat obwodu do zadania 4.2

Rozwiqzanie
u-(t)=10+ 60e™"" sin 30t

Zadanie 4.3
Okresli¢ przebieg pradu i(t) w ukfadzie po zatgczeniu napiecia. Warunki poczgtkowe zerowe. Dane lementow:
e(t)=t-1(¢)
R=1000Q
C=10%pF
= A
L]

o) D c c| R

Rys. 4.13. Schemat obwodu do zadania 4.3

Rozwigzanie

i(t) = -ﬁ(m ~43e7 —¢)
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4.6 Testy samooceny

1) Rozwigzanie operatorowe obwodu X(s) dane jest w postaci X (s) = . Odpowiadajacy jej oryginat ma postaé

s+
a) x(t)=e?
b) x(H)=3¢
¢) x(t)=3e*
d) x(H)=35(t)+e

2s
s+5

2) Rozwigzanie operatorowe obwodu X(s) dane jest w postaci X (s) = . Odpowiadajacy jej oryginat ma

postaé

a) x(t)= e '+ e
b) x(t)=2¢™"

¢) x(t)=5¢2

d) x(t)=258(t)-10e™

2s

——— . Odpowiadajacy jej oryginat
1 65+10 p Jacy J€j oryg

3) Rozwigzanie operatorowe obwodu X(s) dane jest w postaci X (s) =

ma postac
a) x(t) = 2e~" cos(t) — 6e " sin(¢)

b) x(¢) = 2e cos(t) + 6e ' sin(¢)
¢) x(¢) = e cos(t) + 6e ' sin(¢)
d) x(¢) = 2e”' sin(¢) — 6e ' cos(t)

4) Model operatorowy kondensatora C=0.1F natadowanego do wartosci poczatkowej uc(0)=2V zawiera:
a) potaczone szeregowo impedancja 1/(10s) oraz zrodto napigcia o wartosci 2/s

b) polaczone rownolegle impedancija 1/(10s) oraz zrdédto napigcia o wartosci 2/s
¢) polaczone szeregowo impedancja 10/s oraz zrodto napiecia o wartosci 2/s
d) potaczone rownolegle impedancja 10/s oraz zrédto napigcia o wartosci 2/s

5) Model operatorowy cewki L=2H przez ktdra ptynie prad poczatkowy i (0)=3A zawiera:
a) polaczone szeregowo impedancja 2 oraz zrodlo napiecia o wartosci 3
b) polaczone szeregowo impedancja 2s oraz zrddto napigcia o wartosci 3
¢) polaczone szeregowo impedancja 2s oraz zrodlo napigcia o wartosci 6
d) impedancja 2s

6) Rezystor R=2Q potaczono rownolegle z kondensatorem C=0.2F natadowanym wstepnie do napigcia 10.
Napigcie na kondensatorze w stanie nieustalonym mozna opisa¢ wzorem

a) u.(t) =10e™>>
b) u.(¢) =10e "
¢) u.(t)=10e™""
d) u.(¢) =—-10e>"

7) Zrodho napiecia statego e(t)=10V dolaczono do szeregowego polaczenia rezystora R=5Q i kondensatora C=0.1F
natadowanym wstepnie do napigcia SV. Napiecie na kondensatorze w stanie nieustalonym mozna opisa¢ wzorem
(wyniki wyrazone w woltach)
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a) u.(t) =10+5e™
b) u.(t) =10—5¢
¢) u.(t)=5e"

d) u.(¢)=10-5¢*

8) Obwod RLC zawiera cewke o L=1H potaczong szeregowo z kondensatorem o C=0.01F i dwoma rezystorami
rownolegltymi R;=3Q i R»=2 Q. Okresli¢ charakter stanu nieustalonego w obwodzie
a) oscylacyjny
b) aperiodyczny
¢) aperiodyczny krytyczny

9) Obwod RLC jest polagczeniem szeregowym kondensatora o C=1F i dwu elementow w postaci cewki L=1H i
rezystora R=1 Q polaczonych rownolegle. Obwod zasilona napigciem stalym E. Jaki bedzie charakter pradu zrodta
w stanie nieustalonym?

a) aperiodyczny
b) nie mozna jednoznacznie okresli¢
¢) oscylacyjny

10) W obwodzie szeregowym RLC zawierajacym jedynie elementy pasywne moze nastapi¢ narastanie do
nieskonczonosci odpowiedzi w stanie nieustalonym?

a) tak

b) nie

¢) to zalezy od warunkow poczatkowych

d) to zalezy od wartos$ci elementow
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1b
2d
3a
4c
5c
6a
7b
8a
9¢
10b

4.7 Odpowiedzi do testow
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5. Stan nieustalony w obwodzie RLC przy zalaczeniu napi¢cia stalego

Jednym z najwazniejszych przypadkow stanu nieustalonego sa zjawiska powstajace w obwodzie RLC zawierajacym
jednoczesnie cewke i kondensator. W obwodzie takim powstaja godne uwagi zjawiska, ktore znalazly ogromne
zastosowanie w wielu dziedzinach elektroniki i elektrotechniki.

W tym rozdziale zostanie przedstawiona analiza stanu nieustalonego w obwodzie szeregowym RLC. Analiza
zostanie przeprowadzona przy zastosowaniu rachunku operatorowego Laplace’a. W zalezno$ci od wartosci rezystancji
moga powstac trzy przypadki rozwigzania: przypadek oscylacyjny, gdy aktualna rezystancja obwodu jest mniejsza od
krytycznej, przypadek aperiodyczny krytyczny, gdy ta rezystancja jest rdwna rezystancji krytycznej oraz przypadek
aperiodyczny, gdy rezystancja obwodu jest wigksza od krytycznej. Szczegolnie interesujacy jest przypadek oscylacyjny,
w ktorym przy zasilaniu obwodu napigciem stalym powstajg drgania sinusoidalne o tlumionej amplitudzie. Przy

rezystancji rownej zeru w obwodzie powstajg drgania sinusoidalne niegasnace.
5.1 Rownanie operatorowe obwodu

Rozpatrzmy zalgczenie napigcia statego E do galezi szeregowej RLC przedstawionej na rys. 5.1.

U
-
— i o ‘
;1' I:I R
R L C

Pt
h Y
E | |
\H-_T_Fﬂ"".

Rys. 5.1. Zataczenie napigcia statego do obwodu szeregowego RLC

Wobec zerowych warunkow poczatkowych (brak wymuszenia w obwodzie przed przelaczeniem) mamy u.(07) =0,
i,(07)=0.
Stan ustalony w obwodzie przy wymuszeniu statym nie wymaga specjalnych obliczen, gdyz wobec przerwy, jaka

reprezentuje kondensator, prad w obwodzie nie ptynie (7,,(#) =0) a napigcie na kondensatorze jest rowne napigciu

zasilajacemu u,, (1) = E .

1
R a9 % |5
4‘ i_._! Yo
-
U =

E T, L(S} UC{S]I
(1)
N4
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Rys. 5.2 Schemat operatorowy obwodu RLC w stanie nieustalonym

Schemat operatorowy obwodu w stanie nieustalonym przedstawiony jest na rys. 5.2. Warunki poczatkowe napigcia

kondensatora i pradu cewki okres$lajg rOwnania

1 (0)=u (07) =0 (5.1)

i,(0)=i,(0)=0 (52)
Z prawa napi¢ciowego Kirchhoffa zastosowanego do obwodu wynika nastepujaca posta¢ operatorowa pradu cewki

E/s E/L

I(s)= =
(s) sL+R+1/sC §2 R 1

(5.3)

Dla wyznaczenia transformaty odwrotnej nalezy obliczy¢ pierwiastki mianownika transmitancji, czyli

S2+£S+L=O (5.4)
LC

W wyniku rozwigzania tego roOwnania otrzymuje si¢ dwa pierwiastki (bieguny uktadu)

2
slz—£+ Ry _L (5.5)
2L 2L LC
2
o R Ry L 56
2L 2L LC

Z postaci wzoru opisujacego bieguny wynika, ze w zalezno$ci od znaku funkcji podpierwiastkowej mozliwe sa 3

przypadki rozwigzania.

[L
e Przypadek aperiodyczny dla R >2 E Przy spelnieniu tego warunku oba bieguny sg rzeczywiste i ujemne.

Charakter zmian pradu w obwodzie w stanie przejSciowym jest aperiodyczny (nieokresowy) zanikajacy do zera w

sposob wyktadniczy.
. . L . .
e Przypadek aperiodyczny Krytyczny wystepujacy dla R =2 E Przy spelnieniu tego warunku oba bieguny sa

rzeczywiste 1 réwne sobie. Charakter zmian pragdu w obwodzie w stanie przej$ciowym jest réwniez aperiodyczny,
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podobnie jak w przypadku pierwszym, ale czas dochodzenia do wartosci ustalonych (z okreslona tolerancjg) jest

najkrotszy z mozliwych.
. . . L . :
e Przypadek oscylacyjny (periodyczny) wystepujgcy dla R <2 E . Przy spehieniu tego warunku oba bieguny sg

zespolone (zespolony i sprzezony z nim). Charakter zmian pradu w obwodzie w stanie przejsciowym jest

sinusoidalny thumiony, o oscylacjach zanikajgcych do zera.

[L
Rezystancja R =2 E nazywana jest rezystancja krytyczng i oznaczana w postaci R,, .

5.2 Przypadek aperiodyczny

Rozpatrzymy najpierw przypadek pierwszy (aperiodyczny). Ze wzgledu na to, Zze oba bieguny sa rzeczywiste w
obliczeniach transformaty odwrotnej najwygodniej jest zastosowa¢ metode residudw. Zgodnie z nig przebieg czasowy

pradu i(¢) mozna zapisa¢ w postaci

i(t) = £ [es‘t - eszt] (5.7)

Podstawiajgc wartosci s; i s2 okreslone wzorami (5.5) 1 (5.6) otrzymuje si¢ posta¢ hiperboliczng rozwigzania na prad

cewki w stanie nieustalonym

i(1) = E e 2L sh (Rj L, (5.8)

2L LC

R
-—t
We wzorze wystgpuje czynnik thumiacy typu wykladniczego e 2% . Wielko$é a :E nazywana jest

wspolczynnikiem tlumienia. Jej warto$¢ jest proporcjonalna do warto$ci rezystancji. Im wigksza rezystancja tym
wigksze tlumienie w obwodzie.
W podobny sposéb wyznaczyé mozna pozostate przebiegi czasowe w obwodzie: napiecie cewki i kondensatora.

Transformata napi¢cia na kondensatorze wyrazona jest wzorem

1 E
UC(S):EI(S):LC (5.9)

Po zastosowaniu wzoru na residuum otrzymujemy

86



u.(t)=E+ Ez (sze‘“’ —Sle‘”’) (5.10)
R 1
oY [
(2Lj LC

Obliczenie napigcia cewki w stanie nieustalonym moze by¢ uzyskane bezposrednio z postaci czasowej poprzez

rozniczkowanie zalezno$ci na prad cewki. Po wykonaniu odpowiednich dziatan otrzymuje si¢

u,(t)=L—= [Sles‘t —Sze”’] (5.11)
dt 2
Ry
2L LC

Na rys. 5.3 przedstawiono przebiegi pradu, napig¢cia na kondensatorze i cewce w stanie nieustalonym w obwodzie RLC
dla R=2,3Q, C=1F i L = 1H przy zalaczeniu napigcia statego £ = 1V. Dla przyjetych warto$ci parametréw elementoéw

mamy do czynienia z przypadkiem aperiodycznym.

o - -F---
=
)}

Rys. 5.3. Przebiegi pradu i napig¢ w obwodzie RLC dla przypadku aperiodycznego

Prad w obwodzie oraz napigcie na kondensatorze zachowuja ciaglo$¢ i spetniajg prawa komutacji. W stanie ustalonym
prad w obwodzie nie ptynie (kondensator w stanie ustalonym stanowi przerwe) a napigcie na kondensatorze przyjmuje

warto$¢ napigcia zasilajagcego £. Zauwazmy ponadto, ze warto§ci maksymalnej pradu odpowiada zerowa warto$¢ napigcia
na cewce (u,(t)=L z; ). W chwili, gdy napigcie na cewce osigga warto$¢ maksymalng ujemng, w przebiegu napi¢cia na
kondensatorze mozna zauwazy¢ punkt przegigcia.

Na rys. 5.4 przedstawiono wykresy przebiegow tadowania kondensatora w obwodzie RLC dla przypadku

R
aperiodycznego opisanego wzorem (5.10) dla 3 réznych wartosci wspotczynnika thumienia o = Z .
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Rys. 5.4. Przebiegi napi¢¢ na kondensatorze dla roznej wartosci wspdtczynnika thumienia

Jak wida¢, im wicksza jest warto$¢ tego wspotczynnika, tym dluzej trwa dochodzenie do stanu ustalonego. Interesujace
jest porownanie procesu fadowania kondensatora w obwodzie RLC w stanie aperiodycznym (wzor 5.10) oraz w obwodzie

RC. Napigcie 1 prad kondensatora w obwodzie RC, jak zostalo pokazane w lekcji jedenastej opisane sg funkcjami

E t
—e
R

K€ Na rys. 5.5 przedstawiono przebiegi napi¢cia na kondensatorze (rys. 5.5a) oraz

uc(t):E{l—eRtCJ, i(t) =

pradu (rys. 5.5b).

DB [ -msmmmmmmm e e e

04f--1

03f--1

odoooolboooo

------------- 02F--1r---- EEES

L I e i

L ey R

------------- 01 fF--H-----

(o
o
-
ol b----
oM ---
—_
(o
=

P e e e

Rys. 5.5 Poréwnanie procesu tadowania kondensatora w obwodzie RC i RLC

W napigciu u(f) w obwodzie RLC widoczny jest tagodnie narastajacy przebieg z punktem przegigcia. Prad tadowania
kondensatora, bedacy jednocze$nie pradem cewki, narasta od warto$ci zerowej z zachowaniem cigglosci, a wiec
spelniajgc warunki naktadane przez prawa komutacji. W obwodzie RC widoczny jest gwaltowny skok pradu w chwili

przetaczenia (prawa komutacji nie dotycza pradu kondensatora).
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5.3 Przypadek aperiodyczny krytyczny

[L
W przypadku aperiodycznym krytycznym, wobec spetnienia relacji R = 2 E oba pierwiastki mianownika sg rowne i

transformata pradu wyraza si¢ wzorem
E/L
R 2
s+—
2L

Zastosowanie wzoru na residuum dla pierwiastka podwojnego s, =s, =

I(t) = (5.12)

—Z = —a prowadzi do nastgpujacej postaci

pradu cewki i(¢)

E -
i(1) ="t 2 (5.13)

W analogiczny sposdb mozna wyznaczy¢ pozostale przebiegi (napigcia kondensatora i cewki) dla stanu aperiodycznego

krytycznego. W przypadku napigcia na cewce bezposrednio poprzez rozniczkowanie funkcji czasowej pradu otrzymuje

si¢
. R
uL(t):LﬂzEe 2L (l—itj (5.14)

dt 2L

Napiecie na kondensatorze w stanie nieustalonym mozna uzyska¢ bezposrednio z prawa napigciowego Kirchhoffa

napisanego dla obwodu z rys. 5.1 po przelaczeniu. Mianowicie

u.(t)=E - Ri,(t)—u,()=E —Een’(l +%tj (5.15)

Na rys. 5.6 przedstawiono przebieg tadowania kondensatora w stanie aperiodycznym krytycznym na tle przypadku

aperiodycznego.
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Rys. 5.6. Poréwnanie procesu fadowania kondensatora w obwodzie RLC dla przypadku aperiodycznego i aperiodycznego

krytycznego

Jedyna roznica wystepuje w czasie trwania stanu przejsciowego, ktory najszybciej zanika dla przypadku krytycznego.
Charakter przebiegu pradu i napig¢ w obwodzie dla przypadku aperiodycznego krytycznego jest podobny do zwyktego
przypadku aperiodycznego, z tym, ze najszybciej uzyskiwany jest stan ustalony (stan przejsciowy trwa najkrocej z

mozliwych).

5.4 Przypadek oscylacyjny
Przypadek oscylacyjny zmian pradu i napieg¢ w obwodzie szeregowym RLC wystepuje przy spetnieniu warunku
R<2 E a wige przy malych wartosciach rezystancji R. W tym przypadku oba bieguny sg zespolone. Dla wyznaczenia

postaci czasowej pradu wygodniej jest zastosowaé metode tablic transformat. W tym celu nalezy przeksztalci¢ wyrazenie
na prad operatorowy w taki sposob, aby doprowadzi¢ je do postaci wystepujacej w tablicy 12.1. Dla zadanej postaci pradu

przeksztatcenia te sg jak nastepuje

RS
2
I(s) = E/L - LC 4L . E/L : 5.16)
S+ RY 1 R 1 _RrR
LoLe sty ) *ze e | VicTaz
Wprowadzmy oznaczenie
2
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Wielkos¢ @ jest pulsacja drgan wlasnych obwodu RLC wystepujacych w przypadku oscylacyjnym. Wykorzystujac

tablice transformat 12.1 mozemy uzyska¢ posta¢ czasowg pradu w obwodzie. Mozna jg zapisa¢ w postaci

i(1) = ——¢ ' sin(awr) (5.18)
()

E X
L
Prad w przypadku oscylacyjnym opisany jest funkcja sinusoidalng o amplitudzie zmieniajacej si¢ wedtlug funkcji

R
-—t
wyktadniczej. Czynnik e 2/ stanowi tlumienie przebiegu sinusoidalnego a jego warto$¢ jest proporcjonalna do wartosci

. . . . 2L
rezystancji obwodu RLC. Odwrotno$¢ wspotczynnika ttumienia charakteryzuje stala czasowag 7 = = obwodu RLC z

jaka ttumione sg drgania sinusoidalne.
Wykorzystujac podstawowe relacje zachodzace miedzy zmiennymi w obwodzie szeregowym RLC mozna
wyznaczy¢ pozostate napiecia w obwodzie w stanie nieustalonym. W przypadku cewki napigcie uzyskuje si¢ przez

zrozniczkowanie funkcji opisujacej prad tadowania.

w@y=L___E oot sin(r — ) (5.19)
t dt  oJLC '
gdzie kat ¢ jest okreslony relacja
=arct 5.20
4 8 R/2L (520

Napigcie na kondensatorze wyznaczy¢ mozna bezposrednio z prawa napigciowego Kirchhoffa zastosowanego do obwodu

rzeczywistego z rys. 5.1
_ E -5 L .
u.t)=E—-u,(t)—Ri(t)=E ——Le 2L | Rsin(art) — C sin(@t — @) (5.21)
.

Na rys. 5.7 przedstawiono przebiegi pradu i napi¢¢ w stanie nieustalonym w obwodzie RLC przy wystapieniu przypadku

[L
oscylacyjnego, czyli przy R <2 ek
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Rys. 5.7. Przebiegi czasowe w obwodzie RLC dla przypadku oscylacyjnego

Przebieg pradu ma charakter sinusoidalny, thumiony wyktadniczo do zera. Obwiednie przebiegu pradu sa wyznaczone

E -
funkcjami f(¢#) =+ _L e %L . Przy zasilaniu obwodu RLC napi¢ciem statym wytworzyty si¢ drgania wlasne o pulsacji
.

1 R’
= E—E Pulsacja ta zalezy wylacznie od parametrow obwodu RLC. Gléwnym czynnikiem regulujacym

warto$¢ pulsacji wobec matej wartosci rezystancji R dla przypadku oscylacyjnego jest wartos¢ indukcyjnosci L oraz
pojemnosci C. Przy danych warto$ciach L, C i regulowanej rezystancji, pulsacja rosnie przy malejace] wartosci
rezystancji .

Drgania w obwodzie powstajg na skutek wymiany energii mi¢dzy polem elektrycznym kondensatora a polem
magnetycznym cewki. Na skutek skonczonej wartoSci rezystancji zachodzi rozpraszanie energii w postaci ciepta

wydzielanego na rezystorze. Stad oscylacje powstajace w obwodzie majg charakter malejacy. Szybkos$¢ thumienia okresla
stata thumienia o = Z Im wigksza warto$¢ rezystancji tym wigksze thumienie w obwodzie i1 szybsze zanikanie drgan

sinusoidalnych do zera.
Na rys. 5.8 przedstawiono przyktadowe przebiegi tadowania kondensatora w obwodzie RLC dla przypadkow

oscylacyjnych przy zmieniajacej si¢ wartosci rezystancji.

Ut
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Rys. 5.8. Przebiegi napigcia na kondensatorze dla przypadku oscylacyjnego przy zmieniajacej si¢ wartosci rezystancji

Widoczne jest, ze im mniejsza warto$¢ rezystancji tym dluzej trwa stan przejsciowy w obwodzie. Wobec matych wartosci
rezystancji wynikajacych z warunku wystepowania przypadku oscylacyjnego jej wptyw na czestotliwosé drgan wlasnych
obwodu (wzor 5.17) jest stosunkowo niewielki.

Nalezy podkresli¢, ze jakkolwiek wyrazenia analityczne opisujace przebiegi czasowe w obwodzie dla roznych
przypadkow tlumienia sg znacznie rdéznigce si¢ miedzy soba, wszystkie reprezentujg charakter ciagly. Poszczegolne
przypadki przechodza w siebie nawzajem przy cigglej zmianie warto$ci rezystancji. Przy matej rezystancji thumienie jest

matle i przebieg pradu oraz napi¢é jest oscylacyjny, thumiony wyktadniczo. Wzrost wartosci rezystancji powoduje wzrost
ttumienia, drgania trwaja krocej az przy pewnej wartosci krytycznej R, =2 E przechodza w przebieg aperiodyczny

(krytyczny), przy ktorym nie obserwuje si¢ juz drgan. Dalszy wzrost rezystancji niewiele zmienia w charakterze
jakosciowym przebiegow poza wydtuzeniem stanu przejSciowego. llustracje powyzszego zjawiska na przyktadzie

napiecia u(#) w obwodzie przedstawiono na rys. 5.9.

Up mz _________

15F----
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U g —

Rys. 5.9. Przebiegi napigcia na kondensatorze w obwodzie RLC przy cigglej zmianie wartosci rezystancji

5.5 Obwadd bezstratny LC w stanie nieustalonym

Interesujace zjawiska w stanie nieustalonym wystepuja w obwodzie RLC o zerowej rezystancji. Obwodd taki nazywac

bedziemy obwodem LC. Jak wynika z przedstawionych wyzej wzordw tlumienie w takim obwodzie jest zerowe (

a= Z = 0) a pulsacja drgan wlasnych zalezy wytgcznie od indukcyjnos$ci i pojemnosci i okreslona jest wzorem
1
W =—F (5.22)
N LC
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Przy zerowym tlumieniu drgania oscylacyjne powstale w obwodzie na skutek stanu przejSciowego nigdy nie gasng.
Obwod zasilony napigciem stalym generuje niegasngce drgania sinusoidalne stajac si¢ generatorem sygnatow
harmonicznych. Przypadek powstania drgan niegasnacych w obwodzie LC przedstawiono na rys. 5.10, na ktoérym

przedstawiono przebieg napigcia na kondensatorze, pradu w obwodzie oraz napigcia cewki.

Rys. 5.10. Przebiegi pradu i napi¢¢ w stanie nieustalonym w obwodzie LC

W obwodzie zaobserwowa¢ mozna powstanie dwukrotnego przepigcia na kondensatorze (warto$¢ maksymalna napigcia
jest rowna 2F).

Zjawisko powstawania niegasngcych drgan sinusoidalnych w obwodzie LC wykorzystuje si¢ powszechnie w
generatorach drgan harmonicznych. W rozwigzaniach praktycznych takich generatoréw konieczne jest jednak
zastosowanie elementow odtlumiajacych, kompensujacych skonczone tlumienie wynikajace z istnienia rezystancji
uzwojen cewki i skonczonej stratnosci kondensatora. Role uktadoéw odtlumiajgcych obwdd petni¢ moga elementy
aktywne generujace energie, takie jak wzmacniacze operacyjne, tranzystory, pewne typy didd itp.

Przedstawione w tym rozdziale rozwazania dotyczyly stanu nieustalonego przy wymuszeniu statym. Identyczny
sposdb rozumowania, ale przy rozbiciu stanu nieustalonego na ustalony i przejsciowy mozna zastosowaé¢ do obwodu o
wymuszeniu sinusoidalnym. Stan przejSciowy w takim obwodzie niczym nie r6zni si¢ od przypadku z wymuszeniem
statym. Program ponizszy pozwala zaobserwowaé zjawiska zmian pradu i napi¢¢ w stanie nieustalonym w obwodzie
szeregowym RLC przy dowolnym wymuszeniu: stalym i sinusoidalnym. Szczegdlnie interesujace s3 przypadki
odpowiadajace wymuszeniu sinusoidalnemu o warto$ci pulsacji wymuszenia wzgledem pulsacji drgan wlasnych obwodu
RLC (r6zne przypadki oscylacyjne). Zauwazmy, ze przy R=0 i pulsacji wymuszenia réwnej pulsacji drgan wilasnych
powstaja bieguny podwojne na osi urojonej, co prowadzi do niestabilnosci obwodu (sygnaly pradu i napiecia rosna
liniowo do nieskonczonosci). Przypadek taki mozna zaobserwowac zaktadajac w programie R=0 i wartosci jednostkowe

dla L, C i pulsacji wymuszenia.

Zataczony program ,,Stan nieustalony w obwodzie szeregowym RLC” pozwala obserwowa¢ przebiegi czasowe pradu i
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5.6 Cwiczenia

Cwiczenie 5.1

Wartosci indukcyjnosci i pojemnosci w obwodzie szeregowym RLC sg rowne: L=0,01H oraz C = 1uF. Okresli¢
zmiany czestotliwosci drgan witasnych tego obwodu w funkcji wartosci rezystancji R zmieniajacej sie od zera
do rezystancji krytycznej.

Rozwigzanie
Czestotliwos¢ drgan wtasnych obwodu szeregowego RLC dana jest wzorem

1 |1 R? 1 . 1 52
= = 10°-0,25-10*R
/ 27 VLC 417 27z\/

Rezystancja krytyczna

R, =2.% — 2000
C

Na rys. 5.11 przedstawiono zalezno$¢ czestotliwosci drgan wtasnych obwodu od wartosci rezystancji R w
podanym zakresie zmian rezystancji

L L i S it
15923 !
100 - -~ S RCRRRRR SETERT S
1000} ------- R P S
B0 [ -- -~ - R B S
7 : : : Ll
0 &0 00 150 200

Rys. 5.11. Wykres zaleznosci czestotliwosci drgan wtasnych obwodu od wartosci rezystancji

Cwiczenie 5.2
Okresli¢ charakter odpowiedzi czasowej w obwodzie szeregowym RLC, jesli indukcyjnosé L=0,1H, pojemnos¢
C=10"°F a wartosci rezystancji s rowne: a)R=5002, b)R=200Q, c)R=500C2.

Rozwiqzanie

Charakter odpowiedzi czasowych w obwodzie RLC zalezy od stosunku rezystancji obwodu do rezystancji
krytycznej. W przypadku danych w obwodzie rezystancja krytyczna jest réwna
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R, =2.% = 2000
C

W zwigzku z powyzszym otrzymujemy:
a) R< R, — przypadek oscylacyjny

b) R =R, — przypadek aperiodyczny krytyczny
c) R >R, — przypadek aperiodyczny

5.7 Zadania sprawdzajace

Zadanie 5.1
W obwodzie szeregowym RLC o C=0.001F, [=0.1H powstaje stan nieustalony. Okresli¢ warunek powstania
drgan oscylacyjnych w takim obwodzie?

Rozwiqzanie
R<10Q

Zadanie 5.2
Okresli¢ wartos¢ pulsacji w stanie nieustalonym obwodu réwnolegtego RLC jesli wartosci parametrow
wynoszg: R=100Q2, L=0.1H, C=100mF.

Rozwiqzanie
wo=0.1975

Zadanie 5.3
Okresli¢ i narysowaé przebieg pragdu oraz napiecia kondensatora w ukfadzie po zatgczeniu wytgcznika.
Kondensator byt wstepnie natadowany do napiecia Uco. Dane elementow:

i=10 A

ud0) =20V

R=10Q

L=5H

c=Ll¢

5
R
¢
L
@i UcoT—:C

R
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Rys. 5.12 Schemat obwodu do zadania 5.3

Rozwiqzanie
u.(t)=100—80e™" —80re™
i.(t)=16te™

Zadanie 5.4

Wyznaczy¢ prady ii(t) oraz napiecia uc(t) w uktadach metodg operatorowg. Dane elementéw obwodu:
e,(t) =10+/2sinz V

ext)=5V

Ri=1Q

R2=5Q

L=2H

C=0,5F

] s

Rys. 5.13 Schemat obwodu do zadania 5.4

Rozwigzanie
i, (f) =242 sint—0,75¢7% —1,22¢7"
U (1) =42 sin(t —90°) - 0,75¢ 7> — 4,88¢7%
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5.8 Testy samooceny

1) W obwodzie szeregowym RLC o C=0.001F, L=0.1H powstaje stan nieustalony. Jaki jest warunek powstania drgan
oscylacyjnych w takim obwodzie?

a) R>20Q

b) R<20Q

c) R<10Q

d) R=20Q

2) Przy zmniejszaniu si¢ warto$ci rezystancji R w obwodzie szeregowym RLC czgstotliwos$¢ drgan wlasnych obwodu
a) maleje
b) roénie
) nie zmienia si¢

3) Idealny obwod bezstratny LC przy niezerowych warunkach poczatkowych generuje drgania sinusoidalne
a) ttumione zanikajace do zera

b) nietlumione trwajace w czasie do nieskonczonosci
¢) narastajace do wartosci nieskonczonej
d) niettumione trwajace w skonczonym czasie

4) W obwodzie szeregowym RLC o R=0,5Q, C=0.1F, L=0,1H powstaje stan niecustalony o charakterze:
a) oscylacyjnym o @ = 9,68rad / s
b) oscylacyjnym o @ =10rad /s
¢) aperiodycznym
d) aperiodycznym krytycznym

5) Cewka o L=1H, kondensator C=1F oraz rezystor R=5Q sa potaczone rownolegle. Stan nieustalony w obwodzie bedzie
miat charakter

a) oscylacyjny

b) aperiodyczny

¢) na podstawie tych danych nie da si¢ jednoznacznie okresli¢

6) Do obwodu szeregowego LC o L=1H, C=1F wiaczono zrodlo napigcia sinusoidalnego e(t)=20sin6t. Sygnat
odpowiedzi obwodu bgdzie zawierat

a) dwie sinusoidy 0 =1 1 ®;=6
b) jedna sinusoidg o ;=1
c) dwie sinusoidy 0 @1=5 1 ©;=7

7) W obwodzie RLC o charakterze oscylacyjnym czgstotliwos¢ drgan wlasnych mozna regulowac¢ poprzez zmiang
a) tylko wartosci R
b) tylko wartosci L
c) tylko wartosci C

d) wartosci R, LiC

8) W obwodzie szeregowym RLC o L=1H, C=0.01F warunek powstania drgan oscylacyjnych w stanie nieustalonym
wymaga, aby

a) R<20Q X

98



b) R>20Q
¢) R<10Q
d) R>10Q

9) W obwodzie rownolegtym RLC o L=1H, C=0.01F warunek powstania drgan oscylacyjnych w stanie nieustalonym
wymaga, aby

a) R<20Q
b) R>20Q
¢) R<10Q
d)R>10Q

10) Napigcie na kondensatorze w stanie nieustalonym w obwodzie RLC zasilanym ze zrodta napigcia statego E
a) moze przekroczy¢ warto$¢ napiecia zasilajacego E

b) nie moze przekroczy¢ warto$ci napigcia zasilajacego

¢) moze w szczegdlnym przypadku osiggna¢ warto$¢ 2E

d) zalezy od doboru wartosci elementow RLC
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5.9 Odpowiedzi do testow

1b
2b
3b
4a
Sa
6a
7d
8a
9b
10a,c,d
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Slownik opanowanych pojeé
Wyklad 1

Komutacja — ogdélna nazwa wyrazajaca dowolne przelgczenie (zmiang) w obwodzie powodujace powstanie stanu
nieustalonego.

Metoda klasyczna — metoda rozwigzania stanu nieustalonego polegajaca na sprowadzeniu ukladu réwnan
rézniczkowych pierwszego rzedu do jednego réwnania rézniczkowego wyzszego rzedu i wyrazeniu rozwigzania tego
rownania za posrednictwem postaci ogolnej wykorzystujacej funkcje wyktadnicze.

Metoda zmiennych stanu — metoda opisu uktadow dynamicznych (zawierajagcych elementy RLC) wyrazona poprzez

, .. ) . dx L ) )
rownanie roézniczkowe typu macierzowego o postaci 7 = Ax+ Bu, w ktorej A i B sg macierzami, x — wektorem
t

zmiennych stanu a u — wektorem wymuszen.

Metoda Cayleya-Hamiltona — metoda wyznaczania e wykorzystujagc rozwinigcie funkcji w skonczony szereg
potegowy 1 twierdzenie Cayleya-Hamiltona.

Metoda Lagrange’a-Sylwestera — metoda wyznaczania macierzy e*' przy zastosowaniu jawnej postaci wzoru
analitycznego. Obowigzuje dla warto$ci wlasnych pojedynczych.

Metoda wektorow wlasnych (diagonalizacji macierzy) — metoda wyznaczania macierzy e poprzez procedure
diagonalizacji macierzy A. Obowigzuje dla wartosci wtasnych pojedynczych.

Prawa komutacji — prawa okreslajgce rowno$¢ wartosci napie¢ na kondensatorach i pradéw cewek w obwodzie RLC w
chwili komutacji (przelaczenia). Wyrazone sa one wzorami (0" ) =u,.(0") oraz i, (0")=i,(0") gdzie 0" oznacza
chwile przetaczenia.

Roéwnanie charakterystyczne — rownanie operatorowe wzgledem zmiennej zespolonej s przyporzadkowane rownaniu
stanu. Okreslone jest zaleznoscig det(s1—A)=0.

Rownanie rozniczkowe jednorodne - rownanie rozniczkowe n-tego rzedu, w ktorym funkcja wymuszajaca wystepujaca
d"x d"'x d"*x

po prawej stronie rownania rézniczkowego jest rowna zeru, a, o +a,, =y +a,, =y

dx
+ ..+a1?+a0x=0
t

. . . . . . dx o
Réwnanie stanu — zbior rownan rézniczkowych pierwszego rzedu zapisanych w postaci — = Ax + Buw ktorej A1 B
t

sg macierzami, X — wektorem zmiennych stanu a u — wektorem wymuszen.
Réwnanie wyjsciowe stanu — rownanie macierzowe y = Cx+ Du opisujace wektor zmiennych wyjsciowych y jako

funkcje liniowa zmiennych stanu x i wymuszen u.

Skladowa przej$ciowa — cze$¢ rozwigzania stanu nieustalonego odpowiadajgca niezerowym warunkom poczatkowym
dla tej sktadowej przy braku wymuszenia zewnetrznego.

Skladowa wymuszona (ustalona) - cze¢$¢ rozwigzania stanu nieustalonego odpowiadajaca stanowi ustalonemu w
obwodzie. Jest odpowiedzig ustalong obwodu na wymuszenie zewnetrzne.

Stan nieustalony — stan obwodu RLC powstajacy wskutek przetgczen w obwodzie lub zmiany warto$ci parametrow
elementow. W stanie nieustalonym charakter odpowiedzi w obwodzie jest inny niz charakter wymuszenia (np. w
odpowiedzi na wymuszenie stale odpowiedz obwodu jest sinusoidalna, sinusoidalnie thumiona lub wyktadnicza).

Stan przejs$ciowy — ogo6lna nazwa stanu obwodu migdzy jednym a drugim stanem ustalonym powstalym wskutek zmian
w obwodzie. Cze¢sto utozsamiany ze stanem nieustalonym.

Wartos$ci wlasne — pierwiastki rownania charakterystycznego det(sl —A)= 0. Odgrywaja ogromna rol¢ w analizie
stanow nieustalonych w obwodzie.

Wektory wlasne — wektory x stowarzyszone z warto$ciami wlasnymi macierzy A. Spetniajg relacje sx = AX.

Zmienne stanu — wielko$ci napig¢ kondensatoréw i pradow cewek pozwalajace na wyrazenie wszystkich rozwigzan w
obwodzie za ich posrednictwem.
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Wyklad 2

Prad ladowania kondensatora — prad ptyngcy przez kondensator w stanie nieustalonym w obwodzie RC lub RLC
(zwykle kojarzony z zalaczeniem napiecia stalego do obwodu zawierajacego kondensator).

Stala czasowa — stala wyrazajaca szybko$¢ narastania napigcia kondensatora lub pradu cewki w czasie trwania stanu
nieustalonego. Dla obwodu szeregowego RC stata czasowa jest rowna 7 = RC . Dla obwodu szeregowego RL stala
czasowa jestrowna 7 = L/R..

Stan nieustalony w obwodzie RC — stan nieustalony powstaly w obwodzie szeregowym RC przy zataczeniu zrodia
napigciowego (tutaj rozpatrujemy jedynie zrodlo stale).

Stan nieustalony w obwodzie RL — stan nieustalony powstaly w obwodzie szeregowym RL przy zalaczeniu zrodia
napig¢ciowego (tutaj rozpatrujemy jedynie zrodlo stale).

Wyklad 3

Bieguny — pierwiastki rownania charakterystycznego, tozsame z warto§ciami wlasnymi macierzy stanu A.
Czestotliwosé zespolona — zmienna zespolona, utozsamiana zwykle ze zmienng s =0 + j@.

Funkcja delta Diraca — funkcja standardowa J(f) zdefiniowana jako warto$¢ nieskonczona dla /=0 i zero dla ¢ # 0

spetniajgca warunek J.é‘ (t)dt =1.

Funkcja jednostkowa Heaviside’a — funkcja standardowa réwna jednosci dla czasu ¢ > 0 i zeru dla czasu ¢ < 0.
Liniowos¢ przeksztalcenia — wiasno$¢ przeksztatcenia polegajaca na tym, ze transformata sumy wazonej sygnatow jest
rowna sumie transformat wazonych poszczegdlnych sygnatéw z osobna, z warto$ciami wag identycznymi jak w
sygnatach oryginalnych.

Metoda operatorowa Laplace’a — metoda obliczania standw nieustalonych w obwodzie RLC przy zastosowaniu
przeksztatcenia (transformacji) Laplace’a.

Metoda tablic transformat — metoda wyznaczania transformaty odwrotnej Laplace’a poprzez przeksztalcenie
transformaty do jednej z gotowych postaci wystepujacej w tablicy transformat Laplace’a.

Metoda residuéw — metoda wyznaczania transformaty odwrotnej Laplace’a sprowadzajgca si¢ do obliczenia sumy
residuow odpowiedniej funkcji transformaty po wszystkich biegunach uktadu.

Oryginal — funkcja pierwotna czasu f{?).

Przeksztalcenie proste Laplace’a — przeksztalcenie zdefiniowane przez Laplace’a przyporzadkowujgce funkcji czasu
f¢) transformate F(s).

Przeksztalcenie odwrotne Laplace’a - przeksztalcenie odwrotne zdefiniowane przez Laplace’a przyporzadkowujace
funkcji operatorowej F(s) funkcje czasu (oryginal) f{z).

Przesuniecie w dziedzinie czestotliwosci — wlasno$¢ przeksztatlcenia Laplace’a wyrazajaca si¢ zaleznoscia
Lie" f()}= F(s —a).
Przesunigecie w dziedzinie czasu - wlasno$¢ przeksztalcenia Laplace’a wyrazajaca si¢  zalezno$cia

Lf(t-a) 1(t—a)|=e“F(s).
Splot —operacja matematyczna w dziedzinie czasu okreslona na dwu funkcjach fi(¢) i f2(¢). Splot dwu funkcji oznaczony w

postaci f,(t) * f,(t) jest zdefiniowany w nastgpujacy sposob

K0 f,(0) = [ L@ filt=D)dT = [ [i(t =) fo(2)d7

Transformata Laplace’a — wynik przeksztatcenia prostego Laplace’a wykonanego na funkcji czasu. Dla funkcji f{z)
transformata jest oznaczana jako F(s).
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Transformata odwrotna Laplace’a — wynik dziatania przeksztalcenia odwrotnego Lapalce’a (oryginatat).

Transformata calki — transformacja Laplace’a dotyczaca catki funkcji czasu spelniajgca relacje

{J f(0)dz } d ES)

Pomnozenie funkcji F(s) przez 1/s odpowiada wiec w dziedzinie czasu calkowaniu funkcji. Stad operator s jest
nazywany rowniez operatorem catkowania.
Transformata pochodnej - transformacja Laplace’a dotyczaca pochodnej funkcji czasu spetniajaca relacje

{d{f)} SF(s)~ £(0)

w ktorej f(0") oznacza warto$¢ poczatkowa funkcji f{z). Pomnozenie funkcji F(s) przez zmienng zespolong s odpowiada
w dziedzinie czasu rozniczkowaniu funkcji. Stad operator s nazywany jest operatorem rézniczkowania.
Zera — pierwiastki licznika L(s) transformaty wyrazonej jako funkcja wymierna F(s)=L(s)/M(s).

Wyklad 4

Model operatorowy cewki — potaczenie szeregowe impedancji operatorowej cewki (Z;=sL) i idealnego zrodia
napieciowego Liz(0") reprezentujace cewke w dziedzinie operatorowe;.

Model operatorowy kondensatora - polaczenie szeregowe impedancji operatorowej kondensatora (Zc=1/sC) i idealnego
zrodta napieciowego uc(0")/s reprezentujace kondensator w dziedzinie operatorowe;.

Model operatorowy rezystora — rezystancja, identyczna z oryginalng rezystancja R.

Prawa Kirchhoffa dla transformat — prawa Kirchhoffa (pradowe i napigciowe) obowiazujace dla transformat pradu i
napigcia zamiast dla warto$ci chwilowych.

Schemat operatorowy Laplace’a — model operatorowy obwodu rzeczywistego, w ktorym rzeczywiste elementy zostaly
zastapione ich modelami operatorowymi.

Superpozycja stanéw — metoda analizy standw nieustalonych, polegajaca na rozbiciu stanu nieustalonego na sume stanu
ustalonego i przejsciowego w obwodzie po komutacji.

Wyklad 5

Drgania niegasnace — drgania sinusoidalne powstate w obwodzie LC, w ktérym nie ma rezystancji (ttumienia) jako
wynik stanu nieustalonego po komutacji.
Przypadek aperiodyczny — specjalny przypadek wystepujacy w obwodzie szeregowym RLC, w ktorym parametry

[L
obwodu spetniajg relacje R > 2 E . Przy spelieniu tego warunku oba bieguny sg rzeczywiste i ujemne. Charakter

zmian pradu w obwodzie w stanie przejSciowym jest aperiodyczny (nieokresowy) zanikajacy do zera w sposéb
wyktadniczy
Przypadek aperiodyczny krytyczny - specjalny przypadek wystepujacy w obwodzie szeregowym RLC, w ktoérym

[L
parametry obwodu spetniajg relacje R =2 E . Przy spehieniu tego warunku oba bieguny sg rzeczywiste 1 rGwne sobie.

Charakter zmian pradu w obwodzie w stanie przejsciowym jest roOwniez aperiodyczny, podobnie jak w przypadku
aperiodycznym, ale jego czas trwania jest najkrétszy z mozliwych.

Przypadek oscylacyjny - specjalny przypadek wystgpujacy w obwodzie szeregowym RLC w ktérym parametry obwodu
[L
spetniajg relacje R <2 E Przy spehieniu tego warunku oba bieguny sa zespolone (zespolony i sprz¢zony z nim).

Charakter zmian pradu w obwodzie w stanie przejsciowym jest sinusoidalny thumiony, o oscylacjach zanikajacych do
zera.
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Pulsacja drgan wlasnych — pulsacja drgan swobodnych powstalych w stanie przejsciowym w obwodzie RLC przy matej

1 R
wartosci rezystancji w obwodzie (tak zwany przypadek oscylacyjny) okre§lona wzorem @ = E - E .
o , . , . 1 1 R?
Czestotliwos¢ drgan wlasnych w szeregowym obwodzie RLC okre$lona jest zatem wzorem f = 2— E - Tk
Vid

[L
Rezystancja krytyczna obwodu RLC — warto$¢ rezystancji R =2 E ; oznaczana zwykle jako R,, .

Stala czasowa obwodu RLC — stala czasowa, z jakg przebieg pradu i napie¢ w obwodzie RLC zanikajg do zera. Pojecie
Scisle zwigzane z czgsécig rzeczywistg biegunéw. W przypadku aperiodycznym mamy do czynienia z dwoma biegunami
rzeczywistymi i dwoma roéznymi statymi czasowymi. W przypadku oscylacyjnym i aperiodycznym krytycznym stata
czasowa jest utozsamiona z warto$cig 7 = 2L/ R . Dla przypadku oscylacyjnego stata czasowa decyduje o thumieniu
oscylacji w obwodzie. W kazdym przypadku im wigksza stata czasowa tym praktycznie dtuzej trwa dochodzenie do stanu
ustalonego w obwodzie RLC.

Wspélczynnik thumienia — parametr utozsamiony z odwrotnoscig statej czasowej obwodu. Im wigksza stata czasowa tym
mniejsze ttumienie.
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